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Zusammenfassung

Mathematik ist eine beweisende Wissenschaft. Dies spiegelt sich nicht nur in der zentralen
Rolle, die Beweise in fachmathematischen Lehrveranstaltungen spielen, sondern auch in der
Bedeutung, die Argumentieren und Beweisen in den schulischen Bildungsstandards erhalten
hat. Auch in Studiengängen, in denen Mathematik als Service-Disziplin auftritt, wird
exemplarisch gezeigt, dass mathematische Erkenntnisse auf stichhaltigen Begründungen
fußen, die sowohl Absicherung als auch Erklärung bieten.

Der vorliegende Beitrag fokussiert auf das Beweisverständnis, d.h. auf das Verstehen von
bereits vorliegenden korrekten Beweisen, wie sie etwa in Vorlesungen präsentiert werden.
Für Studierende stellt dies besonders am Studienbeginn eine große Hürde dar und ist daher
ein aktives Feld hochschuldidaktischer Bemühungen. Wir stellen einen Ansatz vor, der die
Methode der Peer Instruction inmitten von Beweisführungen als aktivierende
Unterstützungsmethode verwendet, um das Beweisverständnis der Studierenden zu fördern.
Wir präsentieren hierfür ein Modell zur Aufgabenkonstruktion und berichten über erste
Ergebnisse.

1 Theoretischer Hintergrund und Fragestellung

1.1 Argumentieren und Beweisen

Beweisen ist eine zentrale mathematische Tätigkeit und stellt ein Wesensmerkmal des Fachs
Mathematik dar. Richtet man den Blick nicht nur auf Beweise innerhalb eines systematischen
Theorieaufbaus, sondern auf mathematisches Argumentieren in einem weiter gefassten
Sinne (siehe Jahnke und Ufer 2015), so ist es auch in der Schulmathematik von großer
Bedeutung und wird durch die aktuellen Bildungsstandards betont (KMK 2003). In
mathematischen Lehrveranstaltungen im Service-Bereich erhält mathematisches
Argumentieren Bedeutung, wenn (in der Regel exemplarisch) bewusst gemacht wird, dass
mathematische Aussagen nicht ohne Einsicht hingenommen zu werden brauchen, sondern
stichhaltig begründet werden können.



In Bezug auf den Umgang mit Beweisen werden verschiedene Fähigkeiten unterschieden, so
betrachten etwa Selden und Selden (2017) vier Komponenten: Beweisverständnis,
Beweiskonstruktion, Beweisvalidierung und Beweisevaluation. Wir konzentrieren uns in
diesem Beitrag auf die Komponente des Beweisverständnisses, die sich auf das Verstehen
von bereits vorliegenden korrekten Beweisen bezieht, wie sie etwa im Rahmen einer
Vorlesung präsentiert werden. Da dies für Studierende besonders am Studienbeginn eine
große Hürde darstellt, ist die Frage nach Unterstützungsmöglichkeiten derzeit ein aktives
Feld hochschuldidaktischer Forschung (siehe beispielsweise Neuhaus & Rach 2018 sowie
Weber 2015).

1.2 Aktivierung durch Peer Instruction

Die Methode der Peer Instruction wurde von Eric Mazur im Fach Physik eingeführt, um
Studierende in Kleingruppen mit herausfordernden konzeptuellen Fragen zu befassen (siehe
Mazur 1997, 2017). Im Fach Mathematik wurden von Miller et al. (2006) Vorschläge für den
Einsatz im Rahmen eines Calculus-Kurses in den USA vorgestellt. Für den Einsatz zur
Aktivierung von Studierenden in mathematischen Übungsgruppen wurde in Bauer (im Druck)
ein Konzept entwickelt. Wesp und Kerber (2016) berichten über die Verwendung von Peer
Instruction in einer Lehrveranstaltung zur Ingenieurmathematik. Bach, Gertis und Nissler
(2016) diskutieren insbesondere die Aufgabenkonstruktion und Meissner (2016) untersucht,
wie Studierende die Methode einschätzen.

1.3 Antizipative und prinzipienbasierte Selbsterklärungsaufforderungen

In der Forschung zum Lernen aus Lösungsbeispielen (worked-out examples) haben sich
Selbsterklärungsaufforderungen (prompts) als lernwirksam erwiesen (Renkl 1997). Man
unterscheidet dabei zwischen prinzipienbasierten und antizipativen Aufforderungen:
Während prinzipienbasierte Aufforderungen den Lernenden zur Reflexion der einem
Lösungsschritt zugrundeliegenden Prinzipien anregen (z.B. bei der Verwendung eines
Begriffs oder der Anwendung eines Satzes), sollen Lernende bei antizipativen
Aufforderungen den nächsten Schritt selbst im Voraus überlegen (siehe etwa Zöttl & Reiss
2019 zum Einsatz von Selbsterklärungsaufforderungen bei heuristischen
Lösungsbeispielen). Wir werden in diesem Beitrag diese Unterscheidung auch bei der
Konstruktion von Peer-Instruction-Fragen nutzbar machen (Abschn. 2).

1.4 Fragestellung

Wir verfolgen die Idee, Peer Instruction inmitten einer laufenden Beweisführung einzusetzen
(im Folgenden kurz als Mid-Proof Peer Instruction bezeichnet) und gehen hierbei zwei
Fragen nach:

1. Wie können Aufgaben für Mid-Proof Peer Instruction konstruiert werden, die mit dem Ziel
eingesetzt werden können, das Beweisverständnis der Studierenden zu fördern?

2. Wie beurteilen Studierende den Einsatz von Mid-Proof Peer Instruction für ihr
Beweisverständnis?



Bei der ersten Frage geht es uns um die Entwicklung theoriebasierter Entwurfsprinzipien für
Peer-Instruction-Aufgaben, während wir bei der zweiten Frage (die wir hier zunächst
explorativ untersuchen) ersten Aufschluss zur Akzeptanz und zu dem von Studierenden
subjektiv empfundenen Nutzen erhalten wollen.

2 Design von Aufgaben für Mid-Proof Peer Instruction

2.1 Zielsetzung und daraus abgeleitetes Modell zur Aufgabenkonstruktion

Der Einsatz von zusätzlichen, aktivierenden Unterrichtsmethoden stellt Lehrende stets vor
eine Optimierungsaufgabe: Die aufgewendeten Ressourcen (insbesondere die
aufgewendete Präsenzzeit) sollen in einem möglichst guten Verhältnis zum Lerngewinn
stehen. Wir streben daher beim Einsatz von Peer Instruction nicht äußere Aktivierung an
(vgl. Leuders & Holzäpfel 2011), sondern zielen auf fokussierte Informationsverarbeitung (im
Sinne von Renkl 2011). Daraus ergibt sich die Forderung, an Stellen im Beweis anzusetzen,
an denen eine verständnisfördernde Intervention besonders notwendig und wünschenswert
erscheint. Dies wiederum führt zu der Fragestellung (siehe 1.4), wie solche Stellen in
systematischer Weise aufgefunden und geeignete Fragen konzipiert werden können. Wir
stellen hier ein Modell für die Aufgabenkonstruktion vor, das wir im Hinblick auf diese
Zielsetzung entwickelt haben.

Als ersten Schritt sieht das Modell eine Beweisanalyse vor: Zum einen wird der Beweis auf
seine Argumentationsstruktur hin untersucht, zum anderen werden die im Beweis
eingesetzten Konzepte (Begriffe, Sätze) ermittelt und es wird herausgearbeitet, welcher
Zugriff auf diese Konzepte benötigt wird (z.B. welche Version der Definition, welche
Vorstellungen zum Begriff oder Satz).

Der zweite Schritt dient der Fokussierung auf einen bestimmten Aspekt, der mittels Peer
Instruction bearbeitet werden soll. Hier kommen einerseits Stellen in Betracht, die für den
Gang des Beweises argumentativ entscheidend sind (im Folgenden einfach „Knackpunkte“
genannt) und andererseits Stellen, bei denen die Verwendung eines Konzepts
Verstehensschwierigkeiten erwarten lässt. Dieser Schritt wird sowohl theoriebasiert als auch
auf Basis der Lehrerfahrung der Lehrenden durchgeführt.

Im dritten Schritt wird schließlich eine Peer-Instruction-Aufgabe konstruiert, die das
Verständnis an der fokussierten Stelle fördern soll. Bei der Arbeit an Konzepten bieten sich
prinzipienbasierte Fragen an, durch die sich die Studierenden der Bedeutung oder gewisser
Eigenschaften eines Begriffs bewusst werden bzw. der Aussage eines Satzes, seiner
Voraussetzungen und/oder Konsequenzen. Bei Knackpunkten in der Argumentation können
sich antizipative Fragen eignen, die sich auf das weitere Vorgehen an der betreffenden Stelle
des Beweises beziehen: Die Studierenden sollen im Voraus einen nächsten Schritt
vollziehen oder entscheiden, welcher Schritt als nächstes möglich und vielversprechend
wäre.

Abbildung 1 bietet eine zusammenfassende Übersicht über das Modell.



Abb. 1: Modell zur Konstruktion einer Mid-Proof Peer-Instruction-Aufgabe

2.2 Beispiele zur Anwendung des Modells

Um die Anwendung des vorgestellten Modells zu illustrieren, betrachten wir als Beispiel
einen Beweis für die Irrationalität der Wurzel aus 2 (siehe Abb. 2). In dieser oder ähnlicher
Form wird er sowohl in einführenden Mathematikvorlesungen (z.B. Forster 2013) als auch in
der Schulmathematik (z.B. Lergenmüller & Schmidt 2008) häufig behandelt.



Abb. 2: Satz und Beweis zur Irrationalität der Wurzel aus 2

Schritt 1: Beweisanalyse

Der Beweis lässt sich in zwei Teile zerlegen. Im ersten Teil wird zunächst von der
Widerspruchsannahme ausgehend eine Darstellung der Wurzel aus 2 als Bruch teilerfremder
Zahlen hergestellt. Durch algebraisches Umformen (Quadrieren und Umstellen) entsteht so
die Gleichung (*). In dem an dieser Stelle beginnenden zweiten Teil geht es darum, zu
zeigen, dass sowohl a als auch b gerade Zahlen sind, was einen Widerspruch zur
Teilerfremdheit darstellt. Während im ersten Teil die Anforderung für die Lernenden im
Verstehen der logischen Struktur eines Widerspruchsbeweises und im algebraischen Kalkül
liegt, ist es für den zweiten Teil entscheidend, mit dem Begriff „gerade Zahl“ in spezifischer
Weise umzugehen: Eine ganze Zahl ist genau dann eine gerade Zahl, wenn sie sich als
Zweifaches einer ganzen Zahl schreiben lässt. Dies wird mit Bezug auf a², dann auf a und
schließlich auf b verwendet.

Schritt 2: Aspektfokussierung

Dreh- und Angelpunkt des zweiten Teils des Beweises ist das an drei Stellen des Beweises
verwendete Paritätsargument. Aus mathematikdidaktischer Perspektive lässt sich hier eine
Schwierigkeit für Studierende ausmachen, die auf dem Unterschied zwischen der
operationalen und der strukturellen Sicht (vgl. Sfard 1991) beruht: Aus der (für Lernende in
der Regel ursprünglicheren) operationalen Sicht würden die geraden Zahlen als diejenigen
beschrieben, bei denen die Division durch 2 keinen Rest lässt. Erst aus der (historisch und



psychologisch in der Regel späteren) strukturellen Sicht werden gerade Zahlen als
diejenigen Zahlen gesehen, die sich in der Form 2x mit einer ganzen Zahl x schreiben
lassen. Da im vorliegenden Beweis die strukturelle Sicht für den Gang der Argumentation
entscheidend ist, fokussieren wir darauf, sie den Studierenden an dieser Stelle bewusst zu
machen.

Schritt 3: Fragenkonstruktion

Der in Schritt 2 fokussierte Aspekt legt eine prinzipienbasierte Aufforderung nahe. Wir
können sie in diesem Fall ausgehend von Gleichung (*) formulieren. Abbildung 3 zeigt zwei
alternative Vorschläge für eine Peer-Instruction-Frage:

Abb. 3: Zwei alternative Peer-Instruction-Aufgaben
für den Einsatz innerhalb des obigen Beweises

Beide Versionen bieten Distraktoren, die aus möglichen Fehlvorstellungen gebildet sind. So
könnte in der ersten Version Antwort (2) aus der Vorstellung resultieren, dass der Faktor 2
vor b² die Teilbarkeit durch 2 erbringen könnte. Bei (3) könnte die Fehlvorstellung darin
bestehen, dass schon das Quadrieren zu einer geraden Zahl führt. Die Abstimmung zu
dieser Frage wird allerdings nicht erkennen lassen, welche Antwort aus welchem Grund
gewählt wurde. Die zweite Version in Abb. 3 lenkt daher die Studierenden direkt auf das
Abwägen vorgegebener Argumente (die mögliche Begründungen der Studierenden
beinhalten). Dies hat sich in Situationen bewährt, in denen die Gefahr besteht, dass sich
Studierende aus den falschen Gründen für die richtige Antwort entscheiden (siehe Bauer, im
Druck).

Wir zeigen als weiteres Beispiel einen Satz aus einer universitären Vorlesung zur Analysis 2,
der das notwendige Kriterium für Extrema beinhaltet (siehe Abb. 4). Wir gehen aus
Platzgründen nicht auf die Einzelheiten der Aufgabenkonstruktion ein, halten aber fest, dass
die an der markierten Stelle eingesetzte Aufgabe einen Knackpunkt der Argumentation
betrifft und die Aufforderung antizipativ ist.



Abb. 4: Satz, Beweis und antizipative Peer-Instruction-Aufgabe
zum notwendigen Kriterium für Extrema in mehreren Veränderlichen

3 Ergebnisse und Diskussion
Wir haben eine Erprobung des hier vorgestellten Ansatzes im Rahmen einer Vorlesung zur
Analysis 2 im Wintersemester 2018/19 durchgeführt. Die Vorlesung ist für das dritte
Fachsemester in den Mathematikstudiengängen (Bachelor, Lehramt) an der Universität
Marburg vorgesehen, es nehmen ca. 60 Studierende teil. An zwei Terminen wurden jeweils
zwei Peer-Instruction-Aufgaben eingesetzt, die auf Basis des im vorigen Abschnitts
vorgestellten Modells konstruiert wurden. Wir berichten hier über den ersten Termin, an dem
die im vorigen Abschnitt gezeigte Aufgabe zum notwendigen Kriterium für Extrema (neben
einer weiteren hier nicht diskutierten Aufgabe) eingesetzt wurde.

An den zwei Abstimmungen zu dieser Aufgabe nahmen 50 bzw. 58 Studierende teil
(internetbasiert per Live-Voting). In der ersten Abstimmung haben sich 6 Studierende für die
(richtige) Antwort 2 entschieden, während die Antworten 1, 3 und 4 von 3 bzw. 9 bzw. 11
Studierenden gewählt wurden und 21 Studierende keine Antwort gaben. In der zweiten
Abstimmung wurde die richtige Antwort dann von 34 Studierenden gewählt, während die
anderen Antworten von 11 bzw. 7 bzw. 13 Studierenden gewählt wurden.

Bei den Abstimmungen zeigt sich der gewünschte „Peer-Instruction-Effekt“, d.h. es lässt sich
eine starke Stimmenwanderung hin zur richtigen Antwort erkennen, die man einer



produktiven Diskussion zuschreiben kann. Der Effekt ist allerdings nicht so stark wie er bei
Bauer (im Druck) beim Einsatz im Übungsbetrieb beobachtet wurde – auch in der zweiten
Abstimmung wurden noch falsche Antworten in recht großer Zahl gewählt. Mögliche
Erklärungen hierfür lassen sich derzeit nur vorläufig formulieren, da noch zu wenig Daten
vorliegen. Kröner und Meissner (2015) diskutieren ein ähnliches Phänomen. Ein
Einflussfaktor könnte die recht geringe Anzahl von nur 6 richtigen Antworten in der ersten
Abstimmung sein. Crouch und Mazur (2001) empfehlen Fragen, bei denen in der ersten
Abstimmung mindestens 35 Prozent richtige Antworten entstehen, damit diese eine Chance
erhalten, sich in der Kleingruppendiskussion durchzusetzen. Da im Hörsaal zudem wegen
der räumlichen Gegebenheiten keine gesteuerte Durchmischung der Teilnehmergruppen
praktikabel war, waren die Diskussionsgruppen möglicherweise zu homogen
zusammengesetzt (bezogen auf ihr Antwortverhalten). Unter diesem Blickwinkel kann es
beinahe erstaunen, dass die richtige Antwort in der zweiten Abstimmung doch mehrheitlich
gewählt wurde.

Um ersten Aufschluss darüber zu erhalten, wie die Studierenden den Einsatz der Methode
beurteilen (Frage 2 in Abschn. 1.4), wurden von den Studierenden Freitext-Rückmeldungen
zur Frage “Wie beurteilen Sie den Wert des Live-Votings und der Diskussion beim Verstehen
von Beweisen?“ erbeten. Von den insgesamt 32 auswertbaren Rückmeldungen lassen sich
24 als positiv und 8 als negativ einstufen. Unter den positiven Rückmeldungen weisen 9 auf
eine verständnisfördernde Wirkung hin, 5 bezeichnen den Einsatz als „hilfreich“ und weitere
10 äußern sich in anderer Weise positiv. Von den 8 negativen Rückmeldungen beziehen sich
6 auf den hohen Zeitaufwand der Methode. Insgesamt lässt sich also eine überwiegend
positive Akzeptanz verzeichnen – die Studierenden begrüßen die Methode mehrheitlich und
schreiben ihr positive Wirkungen zu. Äußerungen wie „Man macht sich mehr Gedanken über
den Beweis und nimmt nicht mehr nur hin, was vorne steht“ zeigen eine gute
Übereinstimmung mit den Intentionen der Methode. Eine Äußerung wie „Ich verstehe
Beweise lieber nachher“ kann dagegen auf eine Inkompatibilität der Methode mit dem
Lernverhalten des Studierenden hinweisen.

4 Fazit und Ausblick
Unsere Erprobungen zum Einsatz von Peer Instruction inmitten von Beweisen (Mid-Proof
Peer Instruction) deuten darauf hin, dass Studierende diesen Einsatz der Methode
mehrheitlich als hilfreich für ihr Beweisverständnis einschätzen. Es zeigt sich, dass sich der
Einsatz in Vorlesungen vom Einsatz in Übungsgruppen sowohl hinsichtlich der Durchführung
als auch hinsichtlich der Ergebnisse unterscheidet. Hier liegt ein wichtiger Ansatzpunkt für
weitere Untersuchungen.

Das vorgestellte Modell zur Aufgabenkonstruktion macht die bislang erarbeiteten Design-
Prinzipien in Form eines Leitfadens verfügbar und hat sich in dieser Funktion bereits gut
bewährt. Es kann darüber hinaus auch zur Analyse bereits bestehender Aufgaben eingesetzt
werden. Die nächsten Iterationen in diesem Entwicklungsprojekt werden dazu genutzt
werden, das Modell weiter zu verfeinern.
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