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Klassische Schulgeometrie. . .

.. wurde von , Euklid & co" im
3. Jahrhundert vor Christus in Alex-
andria gegriindet, spielt sich vor al-
lem in der Ebene ab und behandelt
Themen wie:

Geraden, Dreiecke und Krei-
se: Winkelsumme im Dreieck:
Satze von Pythagoras und
Thales, Strahlensatze. . .

[Dieser und alle weiteren Cartoons dieses Vortrages:

Jean-Perre Petit, ,Das Geometrikon"/ ,,Das Zwillingsuniversum®|



. . reicht nicht zur Formulierung der Relativitatstheorie

Die Kontroverse ums Parallelenaxiom
sowie die bahnbrechenden Ergebnisse
von GauB und Riemann fihrten im
19. Jahrhundert zu einer Neuformu-
lierung und Neuausrichtung der ge-
samten Geometriel!

Die Relativitatstheorie ist bereits in
ihrer Formulierung an eine mathema-
tischen sprache gekoppelt — an die
moderne Differentialgeometrie.

Eine Vorlesung ‘ART’ setzt ein (min-
destens) zweijahriges Mathematik-
Studium voraus.




Die Mathematiker in Einsteins Leben

Lehrer

(wahrend seines Studiums
an der ETH Ziirich, 1896-
1900)

Carl F. Geiser Hermann Minkowski
(1843-1934) (1864-1909)

+Ach, der Einstein? Der schwanzte doch immer die Vorlesungen — dem
hatte ich das gar nicht zugetraut.”

Hermann Minkowski zu Max Born tiber Albert Einstein, um 1907 ,



Kollegen Konkurrenten

Marcel Grossmann David Hilbert
(1878-1936) (1862-1943)

. Grossmann, Du muBt mir helfen, sonst werd ich verriickt!"

A. Einstein zu seinem Freund und ehemaligen Kommilitonen M. Grossmann, Sommer 1912



Mathematisierung, Teil I: Die SRT (1905)

A. Einstein, Zur Elektrodynamik bewegter Kérper, Ann.Phys. 17 (1905), 891-921.
Einstein postuliert folgende Grundprinzipien (5.895):

,1. Die Gesetze, nach denen sich die Zustidnde der physikalischen Systeme
andern, sind unabhangig davon, auf welches von zwei relativ zueinander in
gleichformiger Translationsbewegung befindlichen Koordinatensystemen diese
Zustandsanderungen bezogen werden.”

2. Jeder Lichstrahl bewegt sich im ,,ruhenden” [d.h. in dem die Newton'schen
Gleichungen gelten, I.A.] Koordinatensystem mit der bestimmten Geschwin-
digkeit ¢, unabhangig davon, ob dieser Lichtstrahl von einem ruhenden oder
bewegten Korper emittiert wird."”



Daraus leitet Einstein die Transformationsformeln vom ruhenden (K) zum
bewegten (K') Koordinatensystem (Geschw. v in z-Richtung) her:

1
V1= (v/e)?

(9

' = B(x — vt), y’:y,z’:z,tlzﬁ[t—C—Q} mit 8 =

Er schreibt weiter:

LZur Zeit t =t/ = 0 werde von dem zu dieser Zeit gemeinsamen Koordina-
tenursprung beider Systeme aus eine Kugelwelle ausgesandt, welche sich im
System K mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreitet. Ist (x,y,2) ein von dieser
Welle ergriffener Punkt, so ist also

2242+ 22 = A2
Diese Gleichung transformieren wir mit Hilfe unserer Transformationsgleichun-
gen und erhalten nach einfacher Rechnung:

2?4y 4 22 = 22
Die betrachtete Welle ist also auch im bewegten System betrachtet eine

Kugelwelle von der Ausbreitungsgeschwindigkeit c. Hiermit ist gezeigt, dass
unsere beiden Grundprinzipien miteinander vereinbar sind."



Die Neufassung von Hermann Minkowski

H. Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorgange in bewegten
Korpern, Gott. Nachr. 1908, 53-111.

Idee: Die Gleichung 22 + y? + 22 = c?t? stellen wir um zu
NI B S )

und interpretieren sie als Quadrat der Lange (Norm) eines Vektors bzgl. des
Skalarprodukts (,, Minkowski-Metrik")

<a1, CL2> = T1T2 + Y1Y2 T 2122 — 62751?52, a; = vi c R*.

Die Zeit ist dann die vierte Koordinate, ein Lichtstrahl ein Vektor der Lange
Null (unabhingig vom Koordinatensystem).



Max Planck im Frithjahr 1909 hierzu:

... .diese neue Auffassung des Zeitbegriffs stellt an die Abstraktions-
fahigkeit des Physikers die allerhochsten Anforderungen; sie ibertrifft
an Kiihnheit wohl alles, was bisher in der spekulativen Naturfor-
schung. . . geleistet wurde; die nichteuklidische Geometrie ist Kinderspiel
dagegen.”

Einstein war von Minkowskis neuen ldeen zunachst nicht begeistert, vier Jahre
spater pries er jedoch Minkowskis ,,wichtige Gedanken, ohne die die allgemeine
Relativitatstheorie vielleicht in den Windeln stecken geblieben ware.”

Die Neufassung durch Minkowski ist mehr als reine mathematische Spielerei
— sie bringt wirklich neue mathematische und physikalische Aspekte in die
Theorie!



Die Raum-Zeit (R*, (—, —)) von Minkowski

Der Lichtkegel L = {a € R* : |la]| = 0} trennt die Raum-Zeit in zwei
Bereiche, die miteinander nicht kommunizieren konnen (,, Zukunfts- und Ver-
gangenheitskegel*):

Geometrisch passieren erstaunli-
che Dinge!

Seien a1, as zwei zeitartige Vekto-
ren (||a;|| < 0):

raumartig zeitartig lichtartig

e Es gilt die inverse Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |[{(a1, a2)| > ||la1]| - ||az]|

e Es ex. ein eindeutiges ¢ > 0, genannt der hyperbolische Winkel zwischen
ai und ag, mit (a1,as2) = —||a1]| - ||az|| cosh ¢

e Es gilt die inverse Dreiecksungleichung: |la1|| + ||az|| < ||la1 + az]|.

Die inverse Dreiecksungleichung macht klar, dass der Betrag || — || nichts mit
Abstandsmessung zu tun hat!



Mathematisierung, Teil II: Die ART (1912-15)

Heuristik:
Universalitat der Gravitation

Die Bewegung eines Probekorpers in einem Gravitationsfeld ist, bei gegebenen
Anfangsbedingungen, unabhangig von seiner Masse und Komposition.

Aquivalenzprinzip

Keine lokalen Experimente konnen ein in einem Gravitationsfeld frei fallendes,
nichtrotierendes System (, lokales Inertialsystem®) von einem gleichformig
bewegten System im gravitationsfreien Raum unterscheiden. Salopp gesagt:
Die Gravitation kann lokal wegtransformiert werden (Raumfliige!).

... Diese Heuristik gilt es nun, mathematisch zu formalisieren. Wir
gehen dabei nicht den historischen Weg, da er einige verwirrende Umwege
beinhaltete.
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»lch beschaftige mich nun ausschlieBlich mit dem Gravitationsproblem
und glaube nun mit Hilfe eines hiesigen befreundeten Mathematikers
[M. Grossmann] aller Schwierigkeiten Herr zu werden. Aber das eine
ist sicher, dass ich mich im Leben noch nicht anndhernd so geplagt
habe, und dass ich grosse Hochachtung fiir die Mathematik eingeflosst

bekommen habe, die ich bis jetzt in ihren subtileren Teilen in meiner
Einfalt fiir puren Luxus ansah!”

Albert Einstein in einem Brief an Arnold Sommerfeld, 29. Oktober 1912

Wir beginnen mit ein paar Grundideen der nichteuklidischen Geometrie!
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Am Anfang war Euklid: Das Problem des Parallelenaxioms
In Euklid’'s Elementen wird die Geometrie axiomatisch beschrieben.
Dfn. Geraden heiBen parallel, falls sie sich nicht schneiden.

Satz. Zu jeder Geraden GG und jedem nicht auf ihr liegenden Punkt A gibt es
mindestens eine zu GG parallele Gerade durch A.

Euklid setzte in seinem Werk voraus, dass es nur eine solche Parallele gibt.

Problem: Kann man allein aus den Axiomen beweisen, dass diese

parallele Gerade eindeutig ist? [Parallelenaxiom]

Zahlreiche Versuche eines Beweises scheiterten bis in die erste Hilfte des
19. Jahrhunderts hinein — mussten scheitern, denn die Eindeutigkeit einer
Parallelen ist im Rahmen der axiomatischen Geometrie nicht beweisbar:

Es gibt auch geometrische Ebenen, bei der durch einen Punkt unendlich viele
Parallelen zu einer vorgegebenen Geraden verlaufen!

[C.F. GauB, N.I. Lobatschkewski (1793-1856), J. Bolyai (1802-1860)]
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Carl Friedrich Gau3 (1777-1855)

GauB erkannte, dass eine Neukonzeption der Grundlagen der Geometrie notig
war, u.a. suchte er Antworten auf die Fragen

e Was ist eine ,,Gerade”? eine Kurve ohne Kriimmung, eine kiirzeste Verbin-
dungslinie zwischen zwei Punkten?

e Was heilit , parallel“? keine Schnittpunkte, gleicher Abstand, oder eine
gemeinsame Senkrechte?

e Was ist Krimmung? Wovon hangt sie ab?

Zudem erkannte er, dass einige bereits existierende isolierte Ergebnisse anderer
Mathematiker mit diesen Fragen zusammenhangen.

GU5672972S2

s, DEUTSCHE BUNDESBANK
ZEHN DEUTSCHE MARK
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Was ist Kriimmung?

e I: eine Fliche im R3, = € F ein Punkt darauf

e S: Sphire vom Radius r =1

e ,Normalenabbildung” N : FF— S, x — N(x):
Betrachte in x den Normalenvektor der Lange eins als einen Punkt auf S

Wahle um z eine kleine Scheibe K. vom Radius ¢

Dfn. GauB'sche Kriimmung von F' im Punkt z: G(z) := lim FIUV(Ke))
e—0 FI(Ke¢)

[GauB, 1827] ¢



Was ist Kriimmung — Beispiele

Sphare:
N bildet jeden Punkt auf sich selbst
ab, also ist FI(K.) = FI(N(K.))
G(z)=1
Ebene:
Alle Punkte haben den gleichen Nor-
malenvektor, das Bild von N be-
steht aus einem Punkt, der keinen
Flacheninhalt hat:
G(z) =0
,, Blatt™:
Alle Punkte auf einer Geraden ha-
ben den gleichen Normalenvektor, das
Bild von N st eine Kurve ohne
Flacheninhalt:

G(xr)=0

16



Was ist Kriimmung — erste Ergebnisse
Wie fiir das ,, Blatt” gilt allgemein:

Satz (Theorema Egregium, GauBB, 1827). Die GauB'sche Kriimmung G
einer Flache ist eine GroBe der inneren Geometrie, d.h. sie hangt nicht von
der Lage der Flache im Raum ab.

Allgemeiner kann man der Krimmung noch ein Vorzeichen geben:

Auf sog. Sattelflachen ist z. B. die GauB'sche Kriimmung GG < 0.

17



Gaul}’sche Kriimmung — Anwendungen

Vom Geschenke einpacken sind positive und negative Kriimmung wohlvertraut:

Satz.

e G > 0 < Flache hat weniger Flacheninhalt als eine Ebene

e G = 0 < Flache hat genauso viel Flacheninhalt wie eine Ebene

e (G < 0 & Flache hat mehr viel Flacheninhalt als eine Ebene

18



Welche (mathematischen) Begriffe gehen in die Kriimmung ein?

Kurve: Sei r(t) : R — R" eine parametrisierte Kurve; r/(t) ist ihr Tangen-

tialvektor. Wir setzen voraus: [[7'(t)|| =1Vt € R

Physikalisch: Bewegungskurve (Trajektorie) eines punktformigen Testteil-

chens, das immer Einheitsgeschwindigkeit hat.

YA

Dfn. Die Kriimmung x(t) im Punkt M = r(t) auf
der Kurve ist die infinitesimale Winkelanderung des
Tangentialvektors pro Langeneinheit der Kurve:

Ap 1

L . 7
K(t) = Jim 22 L @)

AS M1

r(t)

A

Wir bendtigen also: v

e Winkel ~ Skalarprodukte, Tangentialvektor ~~ Tangentialraum

e zweite Ableitungen und Bogenlange

xY

e . .. und das alles unabhangig vom umgebenden Raum (,,innere Geometrie")

und der Wahl der Koordinaten (Aquivalenzprinzip)



Immer geradeaus: Geodaten

Diese sind besondere Kurven auf Flachen:

Dfn. Geodate: Kurve zwischen zwei Punkten, deren Lange ein Extremum
annimmt.

— Eine Geodate hat immer kleinstmogliche Kriimmung, d. h. eine , kiirzeste"
Verbindung ist auch immer eine ,, geradeste”!

— Geodaten hangen nur von der GauB8’'schen Kriimmung ab!

Achtung:

______
- -

______

P@Q JS——

e Eine Geodite muss nicht minimale

e Eine Geodate muss nicht zwischen Lange haben, und es kann mehr als 2
beliebigen Punkten existieren! Geodaten zwischen 2 Punkten geben!

20



Geodaten auf der Sphare: GroBkreise

Dfn. Den Schnitt der Sphare mit einer Ebene durch den Mittelpunkt O nennt
man GroBkreis.

Satz (Geodaten auf der Sphare). Jede Geodite auf der Sphére ist Teil
eines GroBkreises.

Die Sphare ist eine besonders einfache gekriimmte Flache, viele Eigenschaften
von Flachen kann man aber gut an ihr veranschaulichen (wahle Radius 1):

21



Der spharische Satz von Pythagoras

Fortan: Betrachte Dreiecke auf der Sphare S, deren Kanten GroBkreisbogen
sind!

Satz. Fiir ein rechtwinkliges Dreieck auf S mit Kanten a, b und c gilt
COSC = COSacosb.
. o . o . 2 4
Entwickeln wir die Funktion cosr in ithre Potenzreihe cosr = 1 —%—l—%—l—. .
so erhalten wir

2

1
l——4+—+... = 1—=(a®>+b°) +....
5 + 4 + 5 (@ +b%) +
In erster Naherung geht also der spharische Pythagoras in den euklidischen

Pythagoras c¢® = a® + b? iiber.

22



Die spharische Winkelsumme im Dreieck

Satz (Harriot, 1603). Winkelsumme im
geodatischen Dreieck A auf der Sphare S
mit Innenwinkeln f;:

Flache(A) = 81 + B2 + B3 — 180°
(d. h. Winkelsumme liegt zw. 180° und 900°)

Warum taucht hier die Flache des Dreiecks auf, obwohl sie in der Ebene
keine Rolle spielt?

23



Die spharische Winkelsumme im Dreieck

Satz (Harriot, 1603). Winkelsumme im
geodatischen Dreieck A auf der Sphare S
mit Innenwinkeln f;:

Flache(A) = 81 + B2 + B3 — 180°
(d. h. Winkelsumme liegt zw. 180° und 900°)

Warum taucht hier die Flache des Dreiecks auf, obwohl sie in der Ebene
keine Rolle spielt?

Gaul3: Flache ist eigentlich das Integral iiber die GauB'sche Krimmung!
(G =0 in der Ebene, G = 1 auf der Sphare)

— das ‘Theorema Elegantissimum’ (1827) verallgemeinert dies fiir Flachen
beliebiger Krimmung.

Ist etwa G < 0, dann ist die Winkelsumme im Dreieck < 180°
24



Wie weiter? Bernhard Riemann (1826-1866)

Habilitationsvortrag 1854 Uber die
Hypothesen, welche der Geometrie
zugrunde liegen™

Er erkannte, wie man das Flachenkon-
zept auf beliebige Dimensionen verall-
gemeinern kann:

- lokal muss ein Tangentialraum im-
mer gleicher Dimension existieren

- Iin jedem Tangentialraum existiert
ein Skalarprodukt (,, Metrik")

.. alles andere (Kriimmung, Geoda-
ten, Winkel usw.) folgt daraus.

—
»Riemann’sche Mannigfaltigkeit”

25



Riickblick in die Analysis-Vorlesung. . .

Richtungsableitung:

Fir f : R™ — R ist die Richtungsableitung in zg in Richtung U € R"
definiert durch

(Vuf)(zo) := lim flwo+ tUt) — f(xo)

= Df(z0)(U)]

Fiir Vektor V wird ViV komponentenweise definiert
Wichtige Eigenschaften:
e RR fiir Multiplikation mit Funktionen, Linearitat. . .
o VyVw = VwVy fiir V = %, W = 8% (f immer glatt)
e Vertraglich mit Skalarprodukt: Fiir die skalare Funktion f := (XY gilt

V(f) = (V.gradf) = (Vv X,Y) + (X, VyY)

26



(Unter-)mannigfaltigkeit:

MP* C R”™ heiBt k-dim. Untermannigfaltigkeit, falls ¥p € MP* offene Mengen
p e U C R”" und V C R" sowie ein Diffeomorphismus h : U — V derart
existieren, dass h(U N M¥) gleich dem Teilraum R* C R™ ist:

M(UNMY) = VAR x{0}) = {geV: ¢Ft=...=¢"=0}.
4 h
)
VA (RF x {0}) SRS
Mk
v
h—l

Intuitiv: Eine k-dim. Mfgkt M?* sieht in der Umgebung jedes Punktes p
wie eine offene Teilmenge von R* aus und hat dort einen Tangentialraum

T,M ~ RF,

‘Abstrakte’ Mannigfaltigkeit kommen ohne die Einbettung in den umgebenden
R™ aus — das macht es technischer, die Heuristik ist aber die gleiche. 27



Zusammenhange

Zusammenhang [Zshg] V: Ableitungs-
vorschrift im Tangentialraum einer Mfkt,
die formal alle Eig. der Richtungsabl. hat

Andere Bezeichnung: , kovariante Ableitung”

Bspl. Fiir Fliche in R3;
Projektion V;V' der Richtungsableitung
ViV auf Tangentialebene = , Levi-Civita-

Lshg" V

Man rechnet fiir die GauBB’sche Kriimmung von Flachen nach:
G(p) — <v€1v€262 o V€2V€162 o v[€1,€2]627 61>

fir jede ONB ey, es der Tangentialebene T}, M.

Das ist eine koordinatenunabhangige Art, die GauB’'sche Kriimmung als eine
2. Ableitung darzustellen! -



KriimmungsgroBen
Metrik (—, —) ~» V, genauer:

Satz. Jede Riemann’sche Mannigfaltigkeit (M, (—, —)) hat einen eindeutigen
Levi-Civita-Zusammenhang V.

e Kriimmungstransformation: R(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ -V x4
e Ricci-Kriimmung: Ric(Y, Z) := tr(X — R(X,Y)Z) [symmetrische Matrix]
e Skalarkriimmung: Scal := tr Ric [skalare Funktion auf M]

|10
0 1
hoheren Dimensionen ist die Kriimmung leider keine skalare Funktion mehr.

Fiir eine Flache ist Ric = G ] fiir jede ONB der Tangentialebene; in

29



Heuristik der ART — mathematische Formulierung

Das Aquivalenzprinzip (,ART meets SRT*)

Das mathematische Modell fiir die Raum-Zeit in Anwesenheit von Gravita-
tionsfeldern ist:

e ecine 4-dim. Riemannsche Mannigfaltigkeit M, deren Tangentialraum
T,M Vp € M isomorph ist zum Minkowski-Raum mit der Minkowski-Metrik

e Die Metrik wird interpretiert als Gravitationsfeld

Mfgktn haben i.a. keine ausgezeichneten Koordinatensysteme, deswegen
macht es keinen Sinn, etwa die Lorentz-Invarianz von Gleichungen zu for-
dern. Vielmehr miissen physikalische Gesetze kovariant formulierbar, d. h. un-
abhangig von der Wahl eines spezifischen Koordinatensystems sein.

30



Satz. Jeder Punkt p € M besitzt eine Umgebung, in der sich ein

sog. geodatisches Normalkoordinatensystem x1,...,x4 einfiihren lasst, wel-
ches
5 ,
1
gp = 1 und Vaz.aj — O,@Z = (‘9/(%%
- _1—
erfiillt.

e Ein solches System interpretieren wir als lokales Intertialsystem. Durch
die Wahl des mathematischen Modells ist das Aquivalenzprinzip also kein
Postulat, sondern ein mathematischer Satz!

In manchen Rechnungen konnen geodatische Normalkoordinaten eminent
niitzlich sein. Zudem impliziert die Forderung, dass die ART die SRT im
Limes enthalten soll, dass physikalische Gesetze sich in geodatischen Normal-
koordinaten auf ihre SRT-Form reduzieren miissen.
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e Lichtstrahlen und Probekdrper bewegen sich entlang (lichtartigen bzw. raum-
artigen) geodatischen Kurven

e die Kriimmung ist ein MaB fiir die Starke des Gravitationsfeldes

e Die Einstein’'sche Feldgleichung verallgemeinert das Newton'sche Gravita-
tionsgesetz und ist ggf. in Anwesenheit weiterer physikalischer Felder (z.B.
eines elektromagnetischen Teilchens) um weitere Feldgleichungen zu erganzen.
Im Vakuum mit kosmologischer Konstante A lautet sie:

Ric(X,Y) = [22l + A] - (X,Y)

Fakt: Wenn die Gl. gilt, muss Scal eine konstante Funktion auf M sein.

32



Bildet man die Spur der Einstein-Gleichung, so folgt
Scal(1 —dim M/2) + Adim M = 0.

Es ergeben sich zwei Falle:

e Ist A =0 (und dimM # 2), so ist M genau dann eine Losung der
Einstein-Gleichung im Vakuum, wenn Ric = 0 ist;

e Ist A # 0, dann ist (M, g) genau dann eine Losung der Einstein-Gleichung im
Vakuum, wenn (M, g) ein (mathematischer) Einstein-Raum ist: Ric(X,Y) =
const - (X,Y).

Die Forderung Ric = 0 ist mathematisch sehr streng — es gilt etwa:

Satz (Hawking / Ellis). Jede kompakte Vakuum-Losung der Einstein-
Gleichung mit A = 0 besitzt geschlossene zeitartige Kurven.

Geschlossene zeitartige Kurven gelten aber als unphysikalisch (Zeitreisen!),
deswegen interessieren uns nur nicht kompakte Losungen der Einstein-
Gleichung.
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Die Kooperation Einstein-Grossmann

Bis 1912 waren Einsteins Versuche zur Gravitationstheorie ad-hoc-Ansatze,
die alle scheiterten.

.Das Problem der Gravitation war damit reduziert auf ein rein mathe-
matisches. Gibt es Differentialgleichungen fiir die g;x, welche invariant
sind gegeniiber nicht-linearen Koordinaten-Transformationen? Solche
Differentialgleichungen und nur solche kamen als Feldgleichungen des
Gravitationsfeldes in Betracht. Das Bewegungsgesetz materieller Punk-
te war dann durch die Gleichung der geodatischen Linie gegeben. Mit
dieser Aufgabe im Kopf suchte ich 1912 meinen alten Studienfreund
Marcel GroBmann auf, der unterdessen Professor der Mathematik am
eidgenossischen Polytechnikum geworden war. Er fing sofort Feuer,
obwohl er der Physik gegeniiber als echter Mathematiker eine etwas
skeptische Einstellung hatte.”

A.Einstein in ,,Erinnerungen-Souvenirs”, 1955
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Die Kooperation Einstein-Grossmann

R

BB S5 oot i)
ENTWURF EINER

Die gemeinsame Arbeit von 1913 enthalt alle i el
wesentlichen Konzepte — aber noch nicht die THEORIE DER GRAVITATION
riChtige Fe|dg|eichung | I PHYSIKALISCHER, TEIL
Die moderne Differentialgeometrie war keine ] o on
fertige Theorie, sondern noch im Entstehen
— z.B. hat Grossmann den Ricci-Tensor neu | &

entdeckt. . .
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Riemann’sche Geometrie

Uber 50 Jahre lang galt die Riemann’sche Geometrie als exotisch und mathe-
matische Spielerei — erst die ART brachte ihr den fachlichen Durchbruch.

1850, Mikhail Valisevich Ostragradsky zu Bernhard Riemann

Horzu, mein Freund, warum sollten
wir soviel Aufwand betreiben, um diese
verdrehten Raume unserer Vorstellung
zu erforschen, da wir in diesem stupiden
euklidischen Raum leben?

Seitdem sind Differentialgeometrie und theoretische Physik eng miteinander
verbunden.

Weiterentwicklungen: Eichfeldtheorie, Superstringtheorie; Mannigfaltigkei-
ten mit G-Strukturen. . . 36
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