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Aufgabe 45 (4 Punkte). Sei En die Einheitsmatrix in Rn×n, SO(Rn) = {A ∈
Rn×n |AA> = En, detA = 1}, Rn×n

sym := {A ∈ Rn×n |A> = A} der R-Vektorraum der
symmetrischen Matrizen und

F : Rn×n → Rn×n
sym , A 7→ AA> .

a) Zeigen Sie: F ist diffbar, und das DifferentialD|AF ist für alle A ∈ SO(Rn) surjektiv.
Folgern Sie, dass SO(Rn) eine Untermannigfaltigkeit von Rn×n ist, und bestimmen
Sie dim SO(Rn).

b) Bestimmen Sie den Tangentialraum TEn SO(Rn) =: so(Rn) ⊂ Rn×n.

Hinweis: Betrachten Sie in beiden Teilaufgaben geeignete diffbare Kurven c : R → Rn×n

bzw. c : R → SO(Rn) mit c0 = A bzw. c0 = En.

Aufgabe 46 (4 Punkte). Gegeben seien die Karten φ und ψ der oberen Halbsphäre mit
Koordinaten xi bzw. yj,

φ−1 : U =]0, 2π[×]0, π/2[→ S2, (s, t) 7→ (cos s cos t, sin s cos t, sin t)

ψ : {y ∈ S2 | y3 > 0} → R2, y 7→ (y1, y2)

und zwei VF X1, X2 in den Koordinaten xi, Xj =
∑
ai

j ∂xi mit

b1 := a1 ◦ φ−1 : U → R2, (s, t) 7→ (−t, s)

b2 := a2 ◦ φ−1 : U → R2, (s, t) 7→ 1

sin t
(sin t cos s sin s, − cos t sin2 s)

a) Geben Sie (so explizit wie möglich) die VF in den Koordinaten yj an.

b) Berechnen Sie jeweils eine Integralkurve cj von Xj mit cj(0) = (0, 1/
√

2, 1/
√

2).

c) Welches der VF hat eine Fortsetzung als VF auf die Sphäre? (Es genügt eine an-
schauliche Begründung)

Aufgabe 47 (4 Punkte). Sei

F : R2 → R4, (x, y) 7→ 1

2π
(cos 2πx, sin 2πx, cos 2πy, sin 2πy)

Zeigen Sie: Die Abbildung φ : T2(= R2/Z2) → R4, [(x, y)] 7→ F (x, y) (also φ ◦ π = F )
ist wohldefiniert und eine isometrische Einbettung des flachen Torus in den R4, d.h. φ ist
eine injektive Isometrie mit RangDφ = 2 auf T2.

Aufgabe 48 (mündlich). Seien (M, g) und (N, h) Riemann-Mf und φ : M → N eine
bijektive Isometrie, so sind die Mf auch isometrisch im Sinne der Flächentheorie (Def.
5.1): Für alle p ∈M existieren Karten ϕ um p von M und ψ um φ(p) von N , für die gilt:

gij(p) = hij(φ(p)) .


