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Aufgabe 9 (4 Punkte). Sei X ein Banachraum, (yj)j∈N eine Folge linear unabhängiger
Vektoren in X und für n ∈ N sei Vj der von y0, . . . , yj aufgespannte Untervektorraum. Sei
λj > 0 induktiv definiert: λ0 = λ1 = 1 und für j ≥ 2 sei

|λj+1| ‖yj+1‖ ≤
1

3
dist(λjyj, Vj−1) .

Zeigen Sie: x :=
∑∞

j=0 λjyj konvergiert (vgl. Aufg. 4) und x 6∈ Vj für alle j ∈ N.
Folgern Sie, dass ein unendlich dimensionaler Banachraum keine abzählbare algebraische
Basis hat.

Aufgabe 10 (4 Punkte). Sei U := {g ∈ L2([−1, 1]) | g = −g(−◦)} die Menge der
ungeraden L2-Funktionen.

a) Bestimmen Sie U⊥ und begründen Sie, dass U abgeschlossener Untervektorraum
von L2([−1, 1]) ist.

b) Sei f = exp |[−1,1]. Geben Sie g ∈ U an mit dist(f, U) = ‖f − g‖2.

c) Zeigen Sie: T : U → L2([0, 1]), g 7→ g|[0,1] ·
√

2 ist ein Norm-Isomorphismus.

Aufgabe 11 (2+2* Punkte).

a) Sei K = R, M = R · id Untervektorraum von C([0, 1]) und f = id−1
2
. Zeigen Sie{

g ∈ M
∣∣ ‖f − g‖ = dist(f, M)

}
=

{
c · id

∣∣ c ∈ [0, 1]
}

.

*b) Sei E der Banachraum ({f ∈ C([0, 1]) | f(0) = 0}, ‖ ‖∞) und

η : E → K, f 7→
∫ 1

0

f(t)dt .

Zeigen Sie:

i) M := Kern η ist abgeschlossen.

ii) dist(f, M) =
∣∣∣∫ 1

0
f(t)dt

∣∣∣ für alle f ∈ E.

iii) Zu jedem f ∈ E \M existiert kein g ∈ M mit ‖f − g‖∞ = dist(f, M).

Aufgabe 12 (4 Punkte).

a) Im Hilbertraum `2(N) sei cc(N) der Untervektorraum der finiten Folgen,

cc(N) =
{
g : N → K

∣∣ supp g kompakt
}

.

Zeigen Sie: cc(N) ist dicht in `2(N) und codim cc(N) = ∞.

b) Geben Sie ein Beispiel eines Hilbertraumes H und eines nicht abgeschlossenen Un-
tervektorraumes M an, so dass M ( H.


