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Aufgabe 32 (4 Punkte). Sei H ein C-Hilbertraum und T ∈ L (H). Zeigen Sie:

a) Es gibt eindeutig bestimmte selbstadjungierte Operatoren T1, T2 ∈ L (H), so dass
T = T1 + i T2.

b) T ist genau dann normal, wenn T1T2 = T2T1; es gilt dann T ∗T = T 2
1 + T 2

2 .

c) Ist T normal, so ist T genau dann invertierbar, wenn T 2
1 + T 2

2 invertierbar ist; es
gilt dann T−1 = T ∗(T 2

1 + T 2
2 )−1.

Aufgabe 33 (5 Punkte). Sei H ein C-Hilbertraum,

f(z) =
∞∑

j=0

ajz
j

eine für |z| ≤ r absolut konvergente Potenzreihe und T ∈ L (H) mit ‖T‖ ≤ r. Zeigen Sie:

a) f(T ) :=
∑∞

j=0 ajT
j konvergiert in L (H).

b) Ist T normal, so ist f(T ) normal.

c) Ist T selbstadjungiert und aj ∈ R für alle j, so ist f(T ) selbstadjungiert.

d) Ist T selbstadjungiert, so ist exp(iT ) unitär.

Aufgabe 34 (5 Punkte). Sei S : C2
R(I) → C(I) der Sturm-Liouville-Operator mit stetiger

symmetrischer Green-Funktion G : I × I → R und

T ∈ L (L2(I)), f 7→
∫

I

G(◦, t)f(t)dt

der Integraloperator mit Kern G, also T |C(I) = S−1 (Aufg. 26). Zeigen Sie:

a) Bild T ⊂ C(I) und Kern T = {0}.

b) Es gibt eine abzählbare ONB (uj)j∈J von L2(I) aus Eigenfunktionen von S zu
positiven Eigenwerten µj.

c) Für alle u ∈ C2
R(I) ist Su =

∑
j∈J µj〈u |uj〉uj, wobei die Reihe in L2(I) unbedingt

konvergiert.

Hinweis: C2
R(I) liegt dicht in L2(I), dies muss nicht (darf aber) begründet werden.


