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Wichtig, bitte beachten:

e Bearbeiten Sie die Aufgaben auf den ausgegebenen Blattern; zusétzliches Papier bei
der Aufsicht.

e Der Schreibblock darf nicht auseinander genommen werden.
e Geben Sie stichpunktartig Begriindungen fiir Thre Schliisse und Rechnungen an.

e Zugelassene Hilfsmittel: Merkblatt.

Viel Erfolg!
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Erreicht




Aufgabe 1 (3 Punkte). Es sei u(z,y) := 22% —6xy*+€¥ cos z. Bestimme alle Funktionen
v(x,y), so dass f(x+iy) = u(z,y) +iv(z,y) eine auf ganz C holomorophe Funktion ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei v eine geschlossene C'-Kurve in C mit 44 ¢ S(v). Bestimme
alle moglichen Werte des Integrals
/ dz
5 1+ 22

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei f: C — C holomorph mit der folgenden Eigenschaft:

durch Angabe geeigneter Kurven ~.

(¥) Es existieren M >0 und n € N, so dass |f(2)| < M |z|" fiir alle z € C mit |z| > 1.
Beweise:

a) f ist ein Polynom vom Grad < n.

b) Umgekehrt hat jedes Polynom vom Grade < n die Eigenschaft (x).
Aufgabe 4 (4 Punkte). Bestimme die Laurent-Entwicklung von

z
&) =273

um 2i auf D; = {z € C|0 < |z —2i| < 4} und Dy = C\ D;.

Aufgabe 5 (4 Punkte). Sei f:B — C stetig und f|g holomorph. Es gelte |f(z)| = 1 fiir
alle z € 0B. Beweise:

a) |f(z)| <1 fiir alle z € B,

b) f ist entweder konstant oder hat eine Nullstelle in B.

Aufgabe 6 (5 Punkte). Bestimme fiir folgende Funktionen die Menge der isolierten
Singularitéiten, ihre Typen und die jeweiligen Residuen.

a) sinl+ % b) %5 c) exp (%)
Aufgabe 7 (4 Punkte). Es sei

(t) = t+1isint , t €10,3m)
T s (e300 1)t e Bran]

Skizziere die Spur von v und berechne

1+sinz
/—dz
5 COSZ

Aufgabe 8 (4 Punkte). Berechne fiir |a| # 1 das Integral

mit Hilfe des Residuenkalkiils.

/271' dt
o 1 —2acos(t) + a?

durch Integration von Wl(z_l) tiber OB.



Aufgabe 1 (3 Punkte). Es sei
u(z,y) = 22° — 62y + ¥ cosx .

Bestimme alle Funktionen v(z,y), so dass f(x +iy) := u(z,y) + i v(z,y) eine auf ganz C
holomorophe Funktion ist.



Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei v eine geschlossene C'-Kurve in C mit 44 & S(v). Bestimme
alle méglichen Werte des Integrals
/ dz
L 1+ 22

durch Angabe geeigneter Kurven ~.



Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei f: C — C holomorph mit der folgenden Eigenschaft:
(¥) Es existieren M >0 und n € N, so dass |f(2)| < M |z|" fiir alle z € C mit |z| > 1.
Beweise:

a) f ist ein Polynom vom Grad < n.

b) Umgekehrt hat jedes Polynom vom Grade < n die Eigenschaft (x).



Aufgabe 4 (4 Punkte). Bestimme die Laurent-Entwicklung von

z

&)=y

um 2i auf D; = {z € C|0 < |z —2i| < 4} und Dy = C\ D;.



Aufgabe 5 (4 Punkte). Sei f:B — C stetig und f|g holomorph. Es gelte |f(z)| = 1 fiir
alle z € OB. Beweise:

a) |f(2)] <1 fiir alle z € B,

b) f ist entweder konstant oder hat eine Nullstelle in B.



Aufgabe 6 (5 Punkte). Bestimme fiir folgende Funktionen die Menge der isolierten
Singularitéiten, ihre Typen und die jeweiligen Residuen.

a) sinl+ % b) %5 c) exp (%)

1—2



Aufgabe 7 (4 Punkte). Es sei

(t) = t+1isint , t €[0,3m)
= 3 (e73m 4 1) | t € [3m,dnm]

Skizziere die Spur von v und berechne

1+ sinz
/—dz
5 COSZ

mit Hilfe des Residuenkalkiils.



Aufgabe 8 (4 Punkte). Berechne fiir |a| # 1 das Integral

/27r dt
o 1 —2acos(t)+a?

durch Integration von m iber 0B.
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