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(1) (4 Punkte)
Beweise die Additionssätze

sin (a + x) = sin (a) cos (x) + cos (a) sin (x)
cos (a + x) = cos (a) cos (x)− sin (a) sin (x)

für a, x ∈ R durch Betrachtung der Funktion

F (x) := (sin (a + x)− sin (a) cos (x)− cos (a) sin (x))2

+(cos (a + x)− cos (a) cos (x) + sin (a) sin (x))2.

Hinweis: Bestimme F ′(x) und F (0).

(2) (4 Punkte)
Untersuche die folgenden Teilmengen von C auf die Eigenschaften offen/
abgeschlossen/zusammenhängend/kompakt (mit Begründung).

(i) A = {z ∈ C : 1 ≤ |z| ≤ 2}
(ii) B = {z ∈ C : |z − i| < |z + i|}
(iii) C = {z ∈ C : Re z ≥ 1

2}
(iv) D = {z ∈ C : Im (z2) = a}, a ∈ R (unterscheide a > 0, a = 0, a < 0)

Stelle die Mengen graphisch dar.

(3) (4 Punkte)
Für a, b ∈ R definiere ea,b : C → C durch

ea,b(x + iy) = eax [cos (by) + i sin (by)].

(i) Begründe, dass die Funktionen ea,b beliebig oft reell-differenzierbar auf C sind und
bestimme

∂m

∂xm
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ea,b

für alle m,n ∈ N.

(ii) Für welche a, b ist ea,b komplex-differenzierbar, d.h. erfüllt die Cauchy-Riemann Dif-
ferentialgleichungen?

(4) (4 Punkte)
Sei D ⊂ C ein Gebiet, d.h. offen und zusammenhängend, und sei L ⊂ C eine Gerade
(nicht notwendigerweise durch den Nullpunkt). Beweise mit Hilfe der Cauchy-Riemann
Differentialgleichungen:
Jede komplex-differenzierbare Funktion f : D → C mit f(D) ⊂ L ist konstant.
(Hinweis: Untersuche zunächst Spezialfälle wie L = R oder L = iR).


