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1 Transformationsformel

Fiir gewohnlich werden die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir eine Ab-
bildung f : U — R? mit U C R? beziiglich der Standard-Koordinaten des R? angegeben,

Opu=0yv , Oyu= —0yv mit fz,y) = (u(x,y), U(:c,y)) .

In einigen Fallen ist es aber giinstiger, andere Koordinaten zu verwenden, da die be-
trachtete Funktion hierin eine ,einfachere Gestalt® annimmt. Der Hauptzweig der k-ten
Wurzelfunktion ist hierfiir ein Beispiel:

) 4 t t
fr:U—=C, z=re — ¥re'xs = (Wcosé,%sin%)

mit U := C\ R<p, r € Ryg, t € (—m, 7). Fithren wir in diesem Fall Polarkoordinaten
o:U — U, (r,t)— (rcost, rsint) mit U =Rsgx (—m, 7)

ein, so kdnnen wir statt fr nun g := fr o ¢, d.h.

g : U = C, (r,t) — (Ir cos%,%sin%) ,

betrachten, was der Definition von f; eher angemessen ist. In diesem Schritt haben wir
dem Urbildraum neue Koordinaten gegeben.
Da das Bild von g ebenfalls in U enthalten ist, kénnen wir auch fiir das Bild Polarkoor-
dinaten verwenden. Dann betrachten wir hy := ¢! o fi, 0 ¢, d.h.
t
hy : U — U, (r,t) — (\k/;, %) .

Diese Darstellung des Hauptzweigs der k-ten Wurzelfunktion ist offensichtlich wesentlich
einfacher als die urspriingliche.



Es stellt sich nun jedoch die Frage, wie die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen in diesen Koordinaten ausgedriickt werden konnen, um die gegebene Funktion auf
Holomorphie zu testen.

Zur Klirung dieser Frage betrachten wir folgende Situation: Seien U, U’, V, V' C R?
offene Mengen, f : U — R? eine reell differenzierbare Funktion mit f(U) C V und
©:U — U, : V' — V Diffeomorphismen. Dann definiert g := 1)~! o f o ¢ eine neue
reell differenzierbare Funktion.

U N V
1l
U —=v
Die entscheidende Idee fiir die Transformation der Cauchy-Riemannschen Differential-

gleichungen liegt darin, die Gleichungen als spezielle FEigenschaft des Differentials von f
zu betrachten.

Lemma 1.1. Eine reell differenzierbare Funktion f : U — R? erfiillt genau dann die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in p € U, wenn das Differential Df‘p

folgende Relation erfillt
(0 1 0 -1
Dfl, = (1 0>Df’p<1 0) ‘
0-1

Aquivalent hierzu ist die Forderung, dass Df ‘p mit der Matrix (1 0 ) kommutiert,

was wiederum bedeutet, dass D f ’ nicht nur reell- sondern auch komplex-linear ist.
Dieses stellt aber gerade die urspriingliche Motivation fiir die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen dar.!

Mit dieser Uberlegung konnen wir nun das Ergebnis formulieren.

Satz 1.1. Die Abbildung f erfillt genau dann die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen in p € U, wenn das Differential von g in q := o~ (p) folgende Relation
erfullt:

Dy, = $;' Dyl T, (1)

wobei

-1 (0 -1 -1 (0 -1
S ::D¢|g(q) <1 O)leg(q) und T, ::D<p|q <1 O>Dg0‘q.

Wir nennen (1) transformierte Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen.

Berechnet man in konkreten Beispielen linke und rechte Seite von (1), so erhélt man
ghnlich den gewohnlichen Cauchy-Riemann-Gleichungen Relationen zwischen den parti-
ellen Ableitungen von g (sieche Abschnitt 2).

!Genaueres siche ,Notizen zur komplexen Differenzierbarkeit.



Beweis. Wir setzen voraus, dass f in p die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillt und folgern Relation (1). Die Umkehrung kann analog gezeigt werden.

Zuniéichst bestimmen wir das Differential von g im Punkt ¢ = ¢~1(p) mit Hilfe der
Kettenregel:

_ 1

Dg‘q =Dy ‘f(w(q)) Df'so(q
1

- Dw‘IPOf(sO(Q)) Df‘p D(p}q

-1
- Dw‘g(q) Df‘p D(qu ’

)D(p‘q

Setzen wir dies in die rechte Seite von (1) ein (beachte S, ! statt S;), so erhalten wir

—1 o -1 0 1 0 -1
S Dyl Ty = Doy (-1 o) b, (1 o) Del,

wobeil wir Lemma 1.1 verwendet haben. O

Bemerkung 1.1. Gilt f(U) C U, so kénnen wir sowohl fiir den Urbild- als auch den
Bildbereich dieselbe Koordinatentransformation ¢ verwenden. In diesem Fall sind T,
und S, formal identisch, es ist jedoch zu beachten, dass T im Punkt ¢ und S, im Punkt

g(q) ausgewertet werden, d.h. es gilt Sy = Ty(g).

Bemerkung 1.2. Verwenden wir fiir den Bildbereich (bzw. fiir den Urbildbereich) keine
Koordinatentransformation, d.h. setzen wir ¢ = id (bzw. ¢ = id), so folgt S, = ((1) _01)
(bzw. T, = ((1] _01 )) Im Spezialfall gar keiner Transformation erhalten wir wie erwartet

die Relation von Lemma 1.1.

2 Beispiele

Wir beschranken uns hier auf die Diskussion von Polarkoordinaten. Diese fithren wir
zunédchst nur im Urbildbereich ein, und anschlieffend auch im Bildbereich.

2.1 Polarkoordinaten im Urbildbereich

Wie im ersten Abschnitt schon erwidhnt werden Polarkoordinaten iiber die folgende Ab-
bildung beschrieben

0:U — U, (r,t) — (rcost, rsint) mit U’ =Rsgx (-7, 7).

Hierbei miissen wir im Bildbereich die Ebene R? auf die geschlitzte Ebene U := R?\
(Rgo X {0}) einschrénken, um einen Diffeomorphismus zu erhalten. Es gilt

cost —rsint
sint rcost

Dy(r,t) = ( > und det Dp(r,t) =1,



d.h. fir r # 0 ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus, der durch die Einschrankung auf U
(Bijektivitét!) auch global diffeomorph ist.

Da wir im Bildbereich keine Transformation verwenden, setzen wir ¥ = id und erhalten
Sq=(%74'). Fiir die Transformation ¢ errechnen wir fiir ¢ = (r,t)

-1 (0 -1
JZ—DMQ<1 O>Dﬂq
_} rcost rsint 0 -1 cost —rsint 2)
" p \—sint cost 1 O sint rcost

B <O —T>
=3 )
1 9
Betrachten wir nun die Abbildung g := foy, d.h. g: U — R2, (r,t) — (u(r, t), v(r, t)),
wobei wir verkiirzend u(r,t) := wo ¢(r,t) und v(r,t) := v o ¢(r,t) schreiben, was in der
Anwendung in der Regel nicht zu Schwierigkeiten fiihrt, da die urspriinglich karthesischen

Koordinaten mit x und y bezeichnet werden.
Damit erhalten wir als transformierte Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

0 1 0 —r
o= (5 o8 7).
d.h.

D‘ (0w O\ 1 (0 1\ (Ou O\ (0 —r\ _ %ﬁtv —r0pv
Il = ov Ow) \—=1 0/ \o,v Ow % 0/) —%@u royu )’

d.h.

oru = %8,51) und Ou=—-rdv| . (3)

In diesem Fall hat das Differential von g z.B. die folgende Gestalt:

Oru —10Opv
Dﬂmw‘(av r&u>'

Aufserdem konnen wir iiber die Identifikation von z = x + iy mit = (55 _xy) die Ableitung
f'(z) tber die partiellen Ableitungen von g in einer einfachen Formel ausdriicken.



Fiir z = re' = ¢~ 1(r,t) gilt
/ _ . -1 _ -1
['(z)=Df|,=D(goy )‘z_Dg}(r,t)Dspl(r,t)
Oru  —10pv 1 rcost rsint
Orv ropu ) r \—sint cost
costOpu +sint Opv  sint Ou — cost Opv
costdyv —sint Opu  sint dpu + cost d,v

cost sint\ [du —Opv
—sint cost orv  Oru

=" (Oru+i0w)

Definieren wir naheliegender Weise 0,.g := d,u + i0,v, so gilt folglich

fllz)=e"0yg| . (4)

Beispiel. Wir priifen den Hauptzweig der k-ten Wurzelfunktion f; auf Holomorphie,
indem wir die Transformierte g := fi. o ¢, d.h.

t t
g : U = C, (r,t) — (Ir cos%,%sin%) ,

untersuchen. Es ist ug(r,t) = ¥/7 cos £ und vi(r,t) = ¥/r sin £, und die partiellen Ab-
leitungen ergeben sich zu

1 1 1
+-1 t % qin &
Oply, = Erk cos Oy, = —%rk sin 7
1 1 1
_ L1 . ¢ _ 1 t
Opvg, = %rk sin Oy, = %rk cos

Damit ist leicht zu priifen, dass die transformierten Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen (3) erfiillt sind, d.h. der Hauptzweig der k-ten Wurzelfunktion ist eine auf U
holomorphe Abbildung. Fiir die Ableitung in z = r e gilt

r%fl eit(%_l) .

| =

o (1 1
filz) =e " </<: rEl cos § +i z ri~! gin };) =

2.2 Polarkoordinaten in Urbild- und Bildbereich

Verwenden wir nun sowohl fiir den Urbild- als auch fiir den Bildbereich Polarkooridinaten,
soist ¢ = ¢~ o f o p eine Abbildung

g:U =U, (rt)— (R(T,t), T(r, t)) )

Nach Bemerkung 1.1 gilt fiir die Transformationsmatrizen S; = Ty(,), d.h. nach Rechnung
(2) des vorigen Abschnitts erhalten wir

0 —r 0 —R(r,t
T(r,t) = (1 0 ) und S(r,t) = <R1 (() )> )

r (r,t)



und somit

Dy (R R\ 1 (0 R\ [(0.R R\ (0 —r
Nen =\o,r ar) = \-% o)\oT a1)\L 0
:<f@T —4R&T>
-LOR  LO.R

Die transformierten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen lauten nun

OrR = R 0T und O,R=-rRO.T| . (5)

r

Fiir die Ableitung f’(z) = f’(re®) erhalten wir in diesem Fall aus dem Vergleich mit (4)
wegen u(r,t) = R(r,t) cosT(r,t) und v(r,t) = R(r,t) sinT(r,t)

f'(z) = e (8Tu +1 87,1))
=¢ " ((0,R) cosT — RsinT 0, T +i(9,R) sinT +i R sinT 0,T)
=e O, R (COST + isinT) +ie " ROT (cosT + isinT)
=T (9,R+iRO,T) ,

also

f(z) =T (9,R+iRO,T)| . (6)

Beispiel. Priifen wir erneutden Hauptzweig der k-ten Wurzelfunktion auf Holomorphie,
diesmal durch Betrachtung der Funktion g, = ¢~ o fz 0 ¢, d.h.

g U = U, (rt)— ({“/?,%) )

Es sind Ry (r,t) = ¥/r und T (r,t) = £, und die partiellen Ableitungen vereinfachen sich
zu

1
Or Ry, = T ?”%71 OiRL =0
1
0T =0 0Tk = -

Einsetzen in (5) zeigt erneut die Holomorphie von fj, und als Ableitung f’(z) erhalten
wir ebenfalls

f'(z) =T (8, R+iRO,T) = ek ~1) (% -
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