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1. Aufgabe (4 Punkte) : Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume der Matrix

1 -2 -1
A= -2 1 —-1],
-1 -1 2

und geben Sie eine orthogonale Matrix U an, so dass U AU Diagonalgestalt hat.
2. Aufgabe (4 Punkte) : Essei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt <, > und zugeho-

riger Norm || || . Zeigen Sie: Fiir einen Endomorphismus f € L(V, V') sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a) f ist unitdr (bzw. orthogonal) ;

b) (lzl=1 = [lf(x)[ =1) firalle z €V ;

c) |zl = f (@) firalle zeV

d) Fir jedes ON-System {by,...,b.} von V ist {f(b1),..., f(b.)} ein ON-System .

(Hinweise: Zu c¢) = d) : Betrachten Sie ||f(bx+)|* fiir k#1. Zud) = a) : Zeigen
Sie < f(z), f(y) >=< x,y > fiir linear abhéngige und fiir linear unabhéngige =,y € V.)

3. Aufgabe (4 Punkte) : Im R? - mit dem Standardskalarprodukt - sei die Abbildung
f:R?® — R?® gegeben durch Multiplikation mit der Matrix

1 1 -1
A = -1 1 V2
1 -2 1

Zeigen Sie, dass f normal ist. Geben Sie ihre Normalform geméaft Satz 6.17 an, und
bestimmen Sie die zugehorige Orthonormalbasis.

Bitte wenden!



4. Aufgabe (4 Punkte) : Es seien V ein euklidischer Vektorraum mit dimV =n > 1
und f € L(V,V) ein anti-selbstadjungierter Endomorphismus, d.h. mit f% = —f .
Zeigen Sie: Es gibt eine Orthonormalbasis B C V' mit

0 0

oo

wobei @Q); = 0 =7 mit 8, €¢R fir j=1,...,s.
Bi 0

5. Aufgabe (4 Punkte) : Es seien V' ein euklidischer Vektorraum mit dimV' = n und
f € L(V,V) ein selbstadjungierter Endomorphismus mit den Eigenwerten A; < Ay <
... < A,. Die Abbildung F': V — R sei gegeben durch

F(z) = <uz f(z)> fir alle x € V
Zeigen Sie: Ist B :={zx € V; ||z|| = 1} der Rand der “Einheitskugel” in V', so gilt:
min F(z) =X\, , max F(z)=\,.

z€B z€B

Zusatzaufgabe (3+2=5 Punkte) : Es seien V,W endlich-dimensionale Vektorrdume
mit Skalarprodukt, f:V — W eine lineare Abbildung und U C W ein Unterraum von
W . Zeigen Sie:

) fue) = ().

(Hinweis: Betrachten Sie die Zerlegungen V = f~Y U)o Vi, W = U @ f(V;}) @ W,
wéahlen Sie eine Basis {b1,...,b,} von V; und zeigen Sie, dass {f(b1),..., f(b.)} eine
Basis von f(V}) ist.)

2) fUUY) = (fTHO)



