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3. Übungsblatt
”
Zinsstrukturmodelle“

Hausaufgaben

1. Hausaufgabe: 4 Punkte
Man zeige, dass

r(t) = r0e
βt +

b

β
(eβt − 1) + σeβt

∫ t

0
e−βs dW ∗(s)

die eindeutige Lösung der SDE (Vasicek Modell)

dr(t) = (b+ βr(t)) dt+ σ dW ∗t , r(0) = r0

ist.

2. Hausaufgabe: 6 Punkte
Es bezeichne W = (W1, . . . ,Wd)

T einen d-dimensionalen Wienerprozess und X1, . . . , Xd seien
Lösung der SDE

dXi(t) = cXi(t) dt+ ρdWi(t)

Man zeige, dass Y = X2
1 + · · ·+X2

d die SDE

dY (t) = (b+ βY (t)) dt+ σ
√
Y (t) dB(t)

für einen geeignet zu definierenden Wienerprozess B und geignete Konstanten b, β und σ löst.

3. Hausaufgabe: 10 Punkte
Betrachten Sie das Black-Scholes Modell mit endlichem Zeithorizont [0, T ], d.h. das Finanz-
marktmodell bestehend aus einer Aktie (S(t))t∈[0,T ] mit

dS(t) = µS(t) dt+ σS(t) dW (t), S(0) > 0

und einer risikolosen Anleihe B(t) = ert (Numeraire), wobei µ ∈ R und σ > 0 konstant sind.

(a) Geben Sie die explizite Lösung der SDE an. Was ist der zugehörige diskontierte Preispro-
zess?

(b) Beweisen Sie die Existenz eines äquivalenten Martingalmaßes auf [0, T ].

(c) Ist das Black-Scholes Modell vollständig, wenn (Ft) die von W erzeugte Brownsche Fil-
tration ist?

(d) Man bestimme den Marktpreis des Risikos.



(e) Stellen Sie den Preis (zur Zeit 0) einer Option mit Ausschüttung f(ST ) zur Zeit T mittels
eines Erwartungswerts E[ϕf (X)] dar, wobei X eine standardnormalverteilte ZV bezeichne
und ϕf eine geeignet zu wählende Funktion ist.

(f) Man starte zur Zeit 0 mit Vermögen 1 und investiere zu jeder Zeit den festen Bruchteil
α ∈ R seines Vermögens in die Aktie. Konstruieren Sie eine selbstfinanzierende Handels-
strategie, die dieser Investition entspricht. Angenommen der Zeithorizont T konvergiere
gegen unendlich, welches α ist optimal?


