Kapitel 10

VERTEILUNGEN

Fassung vom 18. Januar 2001
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VERTEILUNGEN Zufallsvariable. 10.1

10.1 Zufallsvariable.

Hiufig wird statt des Ergebnisses w € € eines Zufalls-Experiments eine zugeordnete Zahl
X(w) € R angegeben, z.B. sei

() . Stichprobenraum einer Personengruppe
und fiir w € Q

X(w) : Alter oder Korpergrofie.

BEISPIEL Wir betrachten nochmals das unabhéngiges Dreistufen-Experiment aus Beispiel
9.4.3. Auf dem Stichprobenraum

Q={+++++—+-++-———++—+———+———}
definiert man fiir w € 2
X(w) :==k falls Rh_ k — mal auftritt.
Diese Funktion erzeugt eine Einteilung von 2 in 4 Klassen
(X =k)={we Q| X(w) =k},
fir K =0,1,2,3 , ndmlich die Ereignisse, dass Rh_ gerade k—mal auftritt.
Die Wahrscheinlichkeiten P(X = k) sind fiir K = 3 und k£ = 2 schon berechnet. Fiir k =1
erhélt man
P(X=1)=P(++-)+P(+—+)+P(—++)=3-(0.85)*-0.15~ 0.325 ,
und insgesamt

k| o | 1 | 2 | 3
P(X =k) | 0.614 | 0.325 | 0.057 | 0.003

Diese Zahlen kann man auch in einem Histogramm (oder Balkendiagramm ) veranschauli-
chen.

DEFINITION Sei 2 ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsfunktion P . Eine
Funktion

X:Q—R:w— X(w)
heiflt Zufallsvariable . Die Funktion

Py: X(Q) —R:z— P(X =2x),
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VERTEILUNGEN Zufallsvariable. 10.1

wobei
(X=2z)={we| X(w) =z},

heifit Verteilung von X . Die Zahl P(X = z) ist die Wahrscheinlichkeit, dafl X den Wert =
annimmt.

BEMERKUNG 1 Bei vielen Berechnungen wird nur die Verteilung von X und nicht die
Wahrscheinlichkeiten auf €2 benotigt.

BEMERKUNG 2 Die Menge X (w) ist mit der Verteilung P, wieder ein Wahrscheinlich-
keitsraum.
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VERTEILUNGEN Erwartungswert und Varianz. 10.2

10.2 Erwartungswert und Varianz.

DEFINITION Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum €2 mit der Ver-
teilung Px und den Werten x1, xs,--- ,z, . Man definiert

Die Zahlen
po=EX) =) pi-ay,
j=1
Var(X) == >y (2 — )
j=1
und

o(X) :=+/Var(X)

heiflen Erwartungswert, Varianz und Standard-Abweichung von X .
Nimmt die Zufallsvariable unendlich viele Werte an, so werden diese Groflen entsprechend
durch unendliche Reihen definiert.

Diese Zahlen kann man folgendermaflen interpretieren : Der Erwartungswert gibt den Mit-
telwert der Werte von X bei hiufiger Wiederholung des Experiments. Die Varianz oder die
Standard- Abweichung ist ein Maf fiir die Streuung um den Erwartungswert.

BEISPIEL Wir betrachten nochmals das unabhéngige Dreistufen-Experiment in Beispiel
10.1. Es gilt

E(X)=0.614-0+0.326 - 1 4+ 0.057 - 2 4+ 0.003 - 3 = 0.449 ~ 0.45 .
Die exakte Rechnung ergibt mit p = 0,15 und ¢ = 0, 85

E(X) = ¢¢-0+3-¢-p-14+3-q-p"-2+p"-3
= 3:p(¢" +2p0+4") =3 plg+p)
= 3-p-1=0,45.

Fiir die Varianz erhilt man

Var(X) = 0.614 - (0 — 0.45)% + 0.326 - (1 — 0.45)% 4+ 0.057 - (2 — 0.45)? 4+ 0.003 - (3 — 0.45)? ~ 0.38 ,

und #hnlich wie oben die exakte Formel
Var(X) = 3pg = 0,3825 .
Viele Zufallsvariablen haben als Verteilung eine von vier Standard- Verteilungen :

Gleich- , Binomial- , Poisson- , Normal-Verteilung.
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Beispiele zur Gleichverteilung finden sich in den Beispielen 9.2.1 und 9.2.3 , die iibrigen Vertei-
lungen werden in den nichsten Abschnitten behandelt.
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VERTEILUNGEN Binomial-Verteilung. 10.3

10.3 Binomial-Verteilung.

DEFINITION 1 Ein unabhéingiges n-Stufen-Experiment, bei dem in jeder Stufe der gleiche
Wahrscheinlichkeitsraum €2 = {A, A} auftritt, heifit ein n—stufiges Bernoulli- Experiment .

Der Stichprobenraum wird mit 2" bezeichnet. Er besitzt 2" Elemente. Jedes Element
w € Q" ist ein ”Wort” der Liénge n mit den Buchstaben A und A , das man im Baumdiagramm
als Zweig darstellen kann.

Mit p := P(A) und ¢ := P(A) (= 1 — p) werden die elementaren Wahrscheinlichkeiten
bezeichnet, und mit X die Zufallsvariable auf Q" | die das Auftreten von A in w z#hlt, d.h.

X(w)=~Fk falls Ain w k — mal auftritt.

DEFINITION 2 Die Verteilung
bnp:{0,1,2,... ,;n} — R: kb, (k) :=P(X =k)
heifit die Binomual- Verteilung .

SATZ Fiir die Binomialverteilung gilt

n
bn’p(k) — (k) .pk . qn—k ]

Ist' Y eine Zufallsvariable mit Werten in {1,2,... ,n} , die binomialverteilt ist, so gilt
EY)=n-p und Var(Y)=n-p-gq=n-p-(1—p).
Man vergleiche dazu die Berechnungen in Beispiel 10.2 .
BEISPIEL Eine Bevolkerungsgruppe habe zu 3 % die Erbanlage F . Es werden 100 Personen

zufillig gewdhlt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl genau 2 Personen die Erbanlage F
haben 7 Es gilt

p=20.03, ¢q=0,97

und

100

PIX =2) = b,y = (]

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl mindestens 2 Personen die Erbanlage F haben ?
Man betrachte das Gegenereignis (X < 2) : Es gilt

100
) .0.03%.0.97109 (

) -0.032-0.97% ~0.225 .

100

1

P(X<2):P(X:0)+P(X:1):(O

) -0.03'-0.97% ~0.195 ,

also

P(X>22)=1-P(X <2) ~0.805 .
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Der Erwartungswert von X ist

E(X)=100-0.03 =3,

d.h. im Mittel gibt es 3 Personen, die die Erbanlage E haben, wenn man mehrmals eine Stich-
probe von 100 Personen auswiéihlt.
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10.4 Poisson-Verteilung.

BEISPIEL 1 Ein radioaktives Priiparat sendet a-Teilchen (Heliumionen) aus, wobei m die
mittlere Anzahl pro Sekunde ist. Diese Teilchen werden unabhiingig voneinander ausgesandt.
Das Aussenden von a-Teilchen im Zeitintervall [0, 1] (eine Sekunde Beobachtungszeit) lisst sich
dann als n—stufiges Bernoulli-Experiment interpretieren: Sei p die Wahrscheinlichkeit, dass in
einem Zeitintervall der Lénge 1/n ein Teilchen ausgesandt wird, so gilt nach Satz 10.3 fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass k& Teilchen im Zeitintervall [0, 1] ausgesandt werden

PIX =) = buyl0) = () o+ (L=

Ist nun n > m , soist p ~ ™ | und demnach

P(X =k) ~ bn,%(k) ,
und zwar umso genauer, je grofler n € N wird.

S.D. Poisson hat fiir den Grenzwert lim,, o by, m (k) Folgendes gezeigt:

lim,, .., (Z) . (%)k (- %)n—k _ % e )

DEFINITION Die Verteilung
N—R:k—ppk)=—-e™

heiflt Poisson- Verteilung .

In obigem Beispiel erhélt man z.B. fiir m = 10

108
P(X =6) = p1(6) = - e 1% = 0.063055... ~ 6,3%
und
1010
P(X = 10) = plo(lO) = 1—0' . 6_10 =~ 12,5% .

SATZ Ist Y eine Zufallsvariable mit Werten in N , die poissonverteilt ist, d.h.
P(Y = k) = pm(k) fir alle k € N,
so gilt
EY)=m wund Var(Y)=m.
BEMERKUNG Mit denselben Uberlegungen wie in dem Eingangsbeispiel erhilt man, dass

auch zufillig auf einer Fliche verteilten Partikeln -z.B. vom Wind verteilte Samenkorner oder
Blutkorperchen auf einem Objekttriger- poissonverteilt sind.
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VERTEILUNGEN Poisson-Verteilung. 10.4

BEISPIEL 2 Bei zufillig auf einer Fliche verteilten Partikeln soll die Wahrscheinlichkeit
berechnet werden, dass auf einem Einheitsquadrat ) mindestens ein Partikel liegt.

Statt P(X > 1) ist es hier wesentlich giinstiger, das Gegenereignis P(X < 1) zu betrachten,
man erhélt damit

PX > 1)=1-P(X<1)=1-P(X=0)
0
= 1- ae_
Um m zu ermitteln, muss ein Durschnittswert durch Auszihlen aller Partikel auf einer grofleren
Fliche berechnet werden. Fiir m = 1 erhélt man dann z.B.

m m

=1—-e"

P(X>1)=1—-¢1~0,63.
Ungefihr 63% aller Quadrate mit derselben Fliche wie Q enthalten zumindest einen Partikel.

BEMERKUNG Fiir die obige Formel (*) gilt folgende prizisere Aussage
Z| bp(k) — Prp(k) | < 2n - p” .
k=0

Ist 2n - p* < 1, so kann in sehr guter Niherung die Binomial-Verteilung b, ,(k) durch die
Poisson-Verteilung p,,,(k) ersetzt werden. Letztere ist wesentlich einfacher zu berechnen.
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