Kapitel 11

Die Normal-Verteilung

Fassung vom 2. Februar 2001
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Die Normal-Verteilung Definition der Normal-Verteilung 11.1

11.1 Definition der Normal-Verteilung

Bisher haben wir nur diskret verteilte Zufallsvariable betrachtet. Bei physikalischen Mes-
sungen, wie z.B. Léinge, Gewicht, usw., mufl man aber kontinuierlich verteilte Zufallsvariable X
zulassen, deren Wertebereich R oder Intervalle in R sind. Dementsprechend ist der Wahrschein-
lichkeitsraum sehr kompliziert. Im Allgemeinen ist man aber nur an der Wahrscheinlichkeit P
von Ereignissen der Gestalt

{lwe| Xw)el},
wobei [ ein Intervall in R ist, interessiert, z.B.
Pla< X <b):=P{weQ|a< X(w) <b}
oder
P(X <b):=P{we Q| X(w)<b}

fiir a,b € R, und dazu geniigt es, die Verteilung von X zu kennen. Die wichtigste Verteilung
bei kontinuierlich verteilten Zufallsvariablen X ist die Normalverteilung.

DEFINITION Die Funktion ® : R — R : 2z — ®(2) definiert durch

1

(I)(Z) = \/—27 / e_% dt

heilt Standard-Normal-Verteilung . Die Funktion ¢ : R — R definiert durch

nennt man die Dichtefunktion von ®.
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0.8 1

0.6 |

BEMERKUNG 1 &(z) ist nicht durch eine einfache Formel, sondern in Tabellen gegeben.
Da nach Beispiel 7.6.4

oo 2

1 t
= ema =,
\/27T /—oo

folgt mit der Zerlegungsregel
O(—2)=1—P(z) firallezeR.

Demnach wird nur ®(z) fiir z > 0 tabelliert:
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DEFINITION Eine Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit Erwartungswert p und Va-
rianz o2 , man schreibt dann

X ist N(u, o) — verteilt ,

wenn

—,u) fiir alle b € R
gilt.
BEMERKUNG 2 Ist X N(u,o0)—verteilt, so gilt

PIX<b)=P(X <b)=1-P(X>b) =1-P(X >b)

und

Insbesondere gilt

Plp—r-p<X<p+r-p)=PX<p+r-p)-PX<p—r-p)=

() e () e ()
o o o
BEISPIEL Bei einem Priiparat sei das Gewicht X des Wirkstoffes in den Tabletten N (u, 0)-

verteilt mit 4 = 80 mg und 0 =2 mg .

Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dafl bei einer Tablette die Menge an Wirkstoff um
hochstens 5% von p abweicht ? Es ist

0.05 -
g

PW—Q%-M<X<M+0mym:4-¢( )—1:2xwm—1:

=2-0.97725 -1 =0.955=95.5%

mit Hilfe der Tabelle.
Wie grof} ist die Standard-Abweichung o zu wihlen, damit mindestens 99 % der Tabletten

hochstens 5% Abweichung von p haben ? Nach obiger Rechnung muf gelten

0.05-

2. &
o

)—1>0.99,

d.h.
4 1.99

> — =0.995 .
0') 2

Nach der Tabelle ist dies gerade erfiillt, wenn

4
— > 2.58
o

gilt, also folgt
4

<— =155,
75958
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11.2 Berechnung der Normal-Verteilung

Ist X eine N(u,o)-verteilte Zufallsvariable, so gilt

P(ng):qD(b;M):\/%-/o e dt =

1 b ew? 1t t—
— . / e tz:z dt = — - / ) ( 'u) dt
o-V2r J_w 0 J_s o

nach der Verschiebungs- und Streckungsregel. Die N(u, o)—Verteilung b — @(b%“) hat also
die Dichte t — 2 - (©£) |

o

08 +
06 +
04 1

02 +

22
tHga(t—Z):\/%_w-e_g_;)_ dt , t2-0(2- (t—5)) = FE= e 209" dt

Die Wendepunkte dieser Dichten liegen bei £+ 0o, dh. 2+ 1 und 5+0.5 .

ANWENDUNG Zu einer Zufallsvariable X ist eine Mefireihe 1 x4, - , 2, gegeben, und
man vermutet, dafl sie normalverteilt ist.

(a) Zuerst werden p und o mit Hilfe dieser Mefidaten geschétzt :
1 n
,UJ::E'ZI']' und  o? :ZE'Z(I']'_/JJ)2.
j=1 j=1

(b) Dann untersucht man graphisch, ob eine Normal-Verteilung vorliegt. Man unterteilt das
Messintervall [a,b] (mit z; € [a, b] fiir alle j ) in m Teilintervalle Iy, I5 - - - , I,,, der gleichen Lénge
L , wobei m < n , am besten so, dal m ~ \/n . Man definiert dann eine Treppenfunktion @
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durch

1 k
Q= T auf I; falls k der MeBwerte x4, --- ,x, in I; liegen.
n

Die Normierung ist gerade so gew#hlt, dass das Integral iiber ¢ , ebenso wie das iiber %-gp (“’—;E)
, den Wert 1 hat.

Ist @ eine gute Approximation von 1 - ¢ (£
so geht man davon aus, daffl X normalverteilt ist.

) , wobei p und ¢ wie in (a) bestimmt sind,

BEMERKUNG Eine naturwissenschaftliche Zufallsvariable X (z.B. das Geburtsgewicht)
setzt sich aus vielen Faktoren X; zusammen (z.B. genetischen Faktoren, Ernéhrung der Mutter,
...). Es gilt der Zentrale Grenzwertsatz :

Ist X = X1+ Xo+ -+, und sind alle X; klein gegen X und paarweise unabhdngig, so ist
X normal verteilt.

Dies erkldrt das héufige Auftreten von Normal-Verteilungen bei naturwissenschaftlichen
Experimenten. Eine typische Situation wird auch durch Satz 11.3 beschrieben.

BEISPIEL Gewicht der Gesamtbevolkerung : Es ist nicht normalverteilt. Z.B. sind Alter
und Geschlecht nicht kleine Einflulgrofien.
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11.3 Normal- und Binomial-Verteilung

Ein typisches Problem der Statistik ist die Schitzung von Wahrscheinlichkeiten. Wir dis-
kutieren dies am Beispiel der Binomial-Verteilung. Ausgangspunkt ist der folgende

SATZ Ist X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert p = n-p und Varianz
o>=n-p-q,undist o> 1, (i.a. geniigtc >3 ), so ist X annihernd N (u,o)-verteilt, d.h
es gilt

k
n C k—p
P(X <k)= " =D .
xR (5) vorr=o ()
7=0

Mit Hilfe von Bemerkung 11.1.2 erhélt man daraus
P(n-p—z-aéXén-p%—z-a)22-@(2)—1:2@)(2)—1::7(2).

o

Fiir eine Stichprobe w gilt also mitWahrscheinlichkeit v(z)
np—z-o< Xw)<n-p+z-o.
Wihlt man als Schitzwert fiir p den Wert

X(w
Do = ()7
n
so erhilt man
zZ-0 zZ-0
p———— <ps<pt+t—,
n n

und mit 0?2 =n-p- (1 — p) daraus

22.(71-1;-2(1—17)) :'jjp(l_p)

(p—po)® <

KOROLLAR st X b, ,—verteilt mit *> > 1, so gilt (niherungsweise): Mit Wahrschein-
lichkeit v(z) = 2 - ®(z) — 1 gilt fiir den Schatzwert

Po = Xf:d)
aus einer Stichprobe w
2
(p —po)? < %p(l —p).

BEMERKUNG Die Zahl v(z) wird als Konfidenzzahl bezeichnet.

Aus der Tabelle fiir ® liest man die folgenden, héufig benutzten Werte fiir y(2) , und damit
Néherungswerte fir P(n-p—z-0 < X <n-p+z-0)ab:

z | 1 |196]258] 2.97 | 3.29
v(z) | 0.683 ] 0.95 [ 0.99 | 0.997 | 0.999
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BEISPIEL 1 Innerhalb einer Population tritt eine allergische Reaktion auf eine Chemikalie

ein.
Von 200 zufillig ausgewihlten Personen reagieren 11 allergisch, es ist also

X(w) =11 und —£—O 055

w) =11und po = 575 =0, .

Zu einer Konfidenzzahl v < 1, wir wéhlen hier v = 0,95 , wird ein Konfidenzintervall [py, ps]
gesucht, d.h. mit Wahrscheinlichkeit v soll
P1<p<p2

gelten. Aus dem Korollar erhilt man

2
ya
p* —2ppo +pi < . (p—1p?),

also

22 2

ya
(1+=)p*—(2po+—)p+p; <0.
n n

Mit den Werten n = 200, py = % und z = 1,96 aus der Tabelle fiir v erh&lt man daraus
(gerundet)

f(p):==p*—0,13p+0,003 <0 .

Das gesuchte Konfidenzintervall ergibt sich aus den Nullstellen p; » von f :

0,13 0,13
’ i\/( ) 0,003,

P12 =

und damit p; = 0,03 und p, = 0,1 .
Mit 95% Sicherheit liegt also die Wahrscheinichkeit p fiir eine allergische Reaktion zwischen
0,03 und 0,1 .

BEISPIEL 2 Man mochte die Schiitzung von p aus dem Beispiel 1 durch eine Vergréflerung
des Stichprobe verbessern. Um 100 % Sicherheit zu bekommen, miifite man fast alle Personen
untersuchen, man wihlt deshalb wieder eine Konfidenzzahl v < 1 . Wir benutzen weiter den
Wert aus dem Beispiel 1, also v = 0,95 , und suchen ein n so, dass mit Wahrscheinichkeit + der
Wert von p im Konfidenzintervall [p — o, p + ] liegt, wobei z.B. a = 0.02 sei. Der Schétzwert
po sei wieder durch &nﬂ gegeben.

Wihlt man n so , dass

also

so gilt nach dem Korollar
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Im Allgemeinen ist zwar p nicht bekannt, aber es gilt
1 1

1
p-(l=p)=p-p =7-(p—3) < firalepeo,1].

02 +

01 +

Wahlt man also

so folgt

Im obigen Zahlenbeispiel ergibt sich mit Hilfe der Tabelle

1.962
2=196 und n>-———- =2401.
4-0.022

Besitzt man Vorinformationen iiber p , z.B. wird man nach Beispiel 1 p < 0,1 annehmen
konnen, so folgt

p-(1—p)<0.1-0.9=0.09
und es geniigt dann

2 .
S 1.96° - 0.09

> = 864.36 ,
n> == = 86436

d.h. n = 865 zu nehmen.
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