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13.1 Difféomorphismes

13.1 Difféomorphismes

Soient X et Y des ouverts de R" et R respectivement.

DEFINITION On dit qu’une application
d: X —Y

~1
est un difféomorphisme si ® est bijective et si ® et ® sont contintiment dérivables.

PROPOSITION Soient £ € X et & : X — Y un homéomorphisme dérivable en & . Pour

—1
que ® soit dérivable en ® (€) , il faut et il suffit que DP (§) soit inversible.
Dans ce cas, on an=m et

DR@(©) =D ou Do ()= D2 (D)

en posant n = ® (£) .

Posons 7 := ® (¢) . La condition est nécessaire, car de
—1 —1
(I)Oq)zidx et (I)O(I):idy,
on déduit
-1 -1
D® () o DB (€) = Didy (€) =Idgn et D® (£) 0 D® (1) = Didy () = Idgnm

par la formule de dérivation des fonctions composées 11.12. Ceci montre bien que D® (£) est
inversible, donc que n = m , ainsi que la formule.
Réciproquement, pour tout x € X , on a

®(x) =2 (&) + D2 (&) (z—&) +¢(x)
avec lime, ¢ % = 0, puisque P est dérivable en £ . En posant pour tout y € YV,

-1

by) =0 (y) — © (n) - DBE) " (y—1) .
il nous suffit de prouver que

¥ (y)

i Ty ] =

6) =02 (y=n-D2(© [20) - 2 )] ) =-Do©) "¢ (2 0)
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Difféomorphismes 13.1
donc
-1
pwi<lpee]- o (20)

par le corollaire 11.8.
Il nous reste ainsi & montrer que

@ (;Dl (y)) i

lim, 2, _,
nNF#Y—n |y — 77|
-1
Puisque ® est continue, on a
~1
@ (QP (v) o (2)
limmy 2y 7= 7 = Mgz w—¢ 0, (%)
®(y)— 77)‘
donc en particulier
-1
‘s& <‘I> (y)) ‘ 1
< si ly—n[ <9
—1 -1 2. M
() - 2 )

pour un certain § > 0 , en ayant posé M := ||D® (f)_ln .Si|ly—mn| <04, il vient alors

-1 -1 -1

B 5) = @ ()] < 0 )]+ DB O =) <01 (@ )|+ M-l ] <

<%' ZIDl(3/)—21'}(77)‘+M~|y—77| :
donc
g(y)—g(n)'élM‘!y—nl .
Ainsi
o (y) ® (y) ®(y) - @ (1)  (y)
wg:> N <I>:D(y<)i)1(n) Ty—nl n ‘ sz M ;(iyl?n) ’
ce qui finit de prouver la proposition par () . O

LEMME La partie GLg (n) de £L(R™) ~ Mg (n xn) ~ R™" des applications linéaires
1nversibles est ouverte et les applications

det: L(R") — R:T+—detT et GLg(n) — GLg(n): T +— T

sont continiment dérivables.
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13.1 Difféomorphismes

En effet si T = (cg,) , alors det T' est un polynome en les ¢ , donc contintiment dérivable.
On en déduit que

GLg (n) = {det # 0}

est ouverte. Finalement la régle de Cramer montre que chaque coefficient de 7! est le quotient
d’un polynoéme en les c;; par detT , donc est aussi continiment dérivable. ————————— [

COROLLAIRE Soit ® : X — Y est un homéomorphisme contintiment dérivable.

(1) Si&e X et DO () est inversible, alors il existe un voisinage ouvert U de £ tel que D® (x)
soit inversible pour tout x € U . En outre V := ® (U) est un ouvert et ® est un difféomorphisme
de U surV .

(i1) Si D® (x) est inversible pour tout x € X , alors ® est un difféomorphisme.

Démonstration de (i) La premiére partie est évidente, puisque det oDP : X — K est
continue. Puisque U est ouvert dans X et que X est ouvert dans R" , il en est de méme de
U (cf. exercice 10.12.1.d). D’autre part comme ® est un homéomorphisme et que Y est ouvert

-1
dans R™ , V' est ouvert dans Y , donc aussi dans R” . Finalement ® : V' — U est continiment
dérivable car, pour tout y € V , on a

Do (y) = D% (<I>1 (y)>1 :

ce qui montre que D® : V — Mg (n x n) est la composition des applications

-1
®:V—U , DP:U—GLg(n) et T+—T':GLg(n) — L(R") .

Démonstration de (ii) C’est immediat par (i). O
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Théoréme de la fonction réciproque 13.2

13.2 Théoréme de la fonction réciproque

Nous allons maintenant améliorer substantiellement le corollaire précédent en supprimant
I’hypothése que ® est un homéomorphisme et que Y est ouvert.

THEOREME (TFR) Soient X un ouvert de R" , £ € X et & : X — R™ une application
continiment dérivable telle que D® (§) soit inversible. Alors il existe des voisinages ouverts U
de & dans X etV den:= & (&) tels que ® soit un diffeomorphisme de U sur'V .

Il nous suffit, d’apres le corollaire 13.1.i et en considérant si nécessaire des voisinages ouverts
un peu plus petit, de montrer qu’il existe des voisinages ouverts U de £ dans X et V' de n dans
R™ tels que ® soit un homéomorphisme de U sur V', ce qui revient essentiellement & montrer que
® est localement bijective, donc que 'on peut résoudre localement et univoquement 1’équation
® (r) = y . Mettons-la sous la forme équivalente

(2,y) = DO (y—d (@) 4o =1,
qui est une équation a point fixe avec
U: X xR"— R".
Pour pouvoir utiliser le théoréme de Banach-Caccioppoli 12.5, il nous faut considérer une res-

triction de W .
Choisissons r > 0 tel que B (¢,7) C X et que

(€)' D2 (2)] <

ce qui est possible puisque 'application x —— Id —D® (5) D
continue et est égale & 0 en £ . Posons alors

1

su =
pZ‘GB 2
O (z): X — Mg (n xn) est

r
2-||pe @)

pi=

et considérons
U:B(&r)xD(np — R".
Pour tout u,v € B(&,r) et y € D(n,p) , on a
W (u,y) = ¥ (0,9)| = |u—DP (&) @ (u) — [v = DE (&) " 2 (v)]| <

< SUD,ep(en) HId —D® (5)_1 Dd (m)” cJu—v| <

l\')l»—t

Su— vl
par l'inégalité de la moyenne 11.14 appliquée a I’application
id=D® () ' ®:B(&r) — R 2z —DPE) P (z)

dont la dérivée est Id —D® (¢£) ™" D® (z) . Ceci prouve que ¥ est s-lipschitzienne en la premiére
variable. D’autre part, en utilisant ce que nous venons de démontrer pour v =& , on a

@ (u,y) = €| = ¥ (u,9) = ¥ (&, 9) + DR (&) (y — ()] <

—_

% fu—&+[|D2O7 -y~ @I <5-r+ D27 p<r
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13.2 Théoréme de la fonction réciproque

par le corollaire 11.8. Ceci montre que ¥ prend ses valeurs dans B (§,7) . Par le théoréme de
Banach-Caccioppoli 12.5 et 'exemple 12.5.1, il existe une application continue

¢:D(n,p) — B(&T)

telle que, pour tout y € D (n,p) , ¢ (y) soit 'unique point fixe de ¥ (-,y) dans B (z,7) , i.e.
'unique solution de ® (x) = y dans B (&, r) . Ceci montre que ® est une bijection de ¢ (D (1, p))
sur D (n, p) . Posons

-1
U= (Dmp)ND(Er)=2(Dmp)ND(Er) e V:=0U)=¢(U).
Ce sont des parties ouvertes de X respectivement D (7, p) , donc de R™ . Finalement

b:U—V

~1
est un homéomorphisme, puisque ® = ¢y, . O

REMARQUE Soit ® : X — R" une application contintiment dérivable. Le théoréme de
la fonction réciproque peut s’exprimer en disant que si D® (&) est inversible, alors ® est un
difféomorphisme au voisinage de £ . Mais méme si D® (z) est inversible pour tout x € X | alors
® est localement un difféomorphisme sans étre nécessairement un difféomorphisme, puisque ®
peut ne pas étre injective, comme le montre ’exemple 2 qui suit. On a toutefois le

COROLLAIRE Si ® : X — R" est injective, continiment dérivable et si D® () est
inversible pour tout x € X | alorsY := ® (X)) est ouvert et ® : X — Y est un difféomorphisme.

En effet, pour tout z € X , il existe des voisinages ouverts U, C X et V, dans R" de z et
® () respectivement tels que ® soit un difféomorphisme, donc un homéomorphisme, de U, sur
V. . On a alors

ye=ox)=Jew)=JV.

reX zeX

~1

ce qui montre que Y est ouvert dans R" . Puisque ® : V, — U, est continue, on en déduit
~1

que ¢ : Y — X est continue, d’ou le résultat par le corollaire 13.1.ii. 0

EXEMPLE 1 L’hypothese que ¢ soit continiment dérivable est indispensable comme le
montre 'exemple suivant :

Soit @ : R — R définie par
m+\x]%-sin% x#0
O () := si

0 x=0
Cette fonction est dérivable, ' (0) =1 et

B (2) =1+ ° s b sint e cost s
x)—1—|—2-51gnumx-|3:| -sin — |z|72 - cos— siz#0.
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Théoréme de la fonction réciproque 13.2

Comme @’ est non-majorée et non-minorée dans tout voisinage de 0 , la restriction de la fonction
® a ces voisinages n’est jamais strictement croissante, et par suite jamais injective.

0.17

0.057

-0.1 -0.05 0.05 0.1

-0.05

-0.1-

3 -1
T+ |z|? -sin 2

Il est bon de remarquer que pour les valeurs petites de x le graphe n’est pas parfait, le pas
d’échantillonnage étant trop grand !

EXEMPLE 2 Coordonnées polaires dans R? .

Soit
Py R* — R%: (r, ) — (r - cosp,r-sinp) .
On a
[ cosgp —r-sing
D&, (r,¢) = < singp r-cosp ) ’
donc

det DOy (1, ) =1 .

Le théoréeme montre alors que
Py Ry xR — R?
est localement un difféomorphisme, mais ®5 n’est pas injective, puisque
Oy (r, o+ k-2m) = Oy (r, ) pour tout k € Z .

Quant au corollaire, il montre que si X est un ouvert de R% x R sur lequel ®, est injective,
alors Y := @, (X) est un ouvert de R? \ {(0,0)} et ®, un diffeomorphisme de X sur YV . En
posant

r=r-cospety=r-sing pourtout (r,p) € X ,
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13.2 Théoréme de la fonction réciproque

la proposition 13.1 montre que

-1 . x Yy
D®; (2,y) = D®, (7"»<P)_1: ( 1COSQ0 1Slngp ) = ( \/90_2;1/2 V2 ty? )

—1.q] £ T
- sin @ - COos e prea

Nous avons donc pu, sans connaitre explicitement 1’application réciproque, en calculer sa déri-
vée. Utilisant les résultats de 7.7, puisque R? s’identifie & C par (z,y) — x +1i -y , on voit
que

Py : R* X |—m, [ — R*~ (R_ x {0})

est une bijection, donc un difféomorphisme.

On a
-1
Dy (z,y) = (\/xQ + 2, arg (z, y)) ,
en posant arg (z,y) := arg (z +1i-y) . Rappelons que la fonction arg se calcule a l'aide des
formules
arccos xfﬂﬁ y=0
arg (2, ) = s
— arccos —— y <0
CE2+y2

Mais ces formules ne permettent pas de calculer la dérivée de arg lorsque y = 0 , puisque arccos
n’est pas dérivable en £1! On est obligé de considérer une troisiéme formule

arg (x,y) = arcsin Y siz>0.
22 + 2

~1
Le calcul de D® ci-dessus montre que, sans connaitre ces formules, on a

oy arg (x,y) = ——— et Oyarg(zr,y) = —— .
g(z,y) Ry , arg (z,y) Ry

EXEMPLE 3 Coordonnées polaires dans R? .
Comme dans R? on vérifie que I’application

p - cosv - cos
®3:]0,00[ x |—m, [ x | -2, Z[ — R*\R_x {0} xR: (p,0,9) —> | p-cosd-sing
p - sind

est un diffeomorphisme et que det D®; (p, p,9) = p* - cos ¥ .

EXEMPLE 4 Coordonnées polaires dans R" .
L’exemple précédent montre comment ramener le cas n = 3 au cas n = 2 . Ceci se généralise
et permet de ramener le cas n au cas n — 1 . Par récurrence on montre que

n—2

q)ni]0,00[X]—ﬂ',ﬂ'[X]—g,%[ — R" <\ R_ x {0} x R"2
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Théoréme de la fonction réciproque 13.2

PCOSP, *COSPy 1 .. - COS (3 + COS (P
PrCOSWP, * e © COS (0, * COS (3 - SIN Yy
PrCOSY, * i © COS Py - SIN (g
(D) Par o0 PrCOSY, * v - sin @,
p-sing,
est un diffeomorphisme et que
det D®,, (p, 0o, ..., 0,) = p" t-cos" 2, -cos" P, ;... CO8p; .

EXERCICE 1 Simplifier la solution de I’exercice 10.20 a I'aide de la nouvelle méthode.

EXERCICE 2 Considérer pour a € |0, oo| la spirale
S, = {(agp - cos @, ayp - sin ) € R? ‘ Y E [0,00[} ,
ainsi que la bande oblique

Ba::{<r,£+¢) € R? T€Ri,w€]0,27r[} )

(a) Montrer que
U:B, — R*\ S, : (r,9) — (r-cosp,r - singp)
est un difféomorphisme.
(b)  Soit
X :={(¢,¥) €]0,00[ x0,27[ | p > I} .
Déduire de (a) que
P: X —R*: (p,9) — (afp — ] cosp,alp— ] -sinyp)
est un difféomorphisme de X sur R? S, , en écrivant
d®="Vo0O
a ’aide d’une transformation linéaire © .

(c) Etant donné ¢y, ¢, € ]0,00[ et Jy € (0,27) tels que Yy < p; < ¢, , décrire 'ensemble
E:=2 (]9017()02[ X ]07190[) .

EXERCICE 3 Soient X :=]0,00[ x |0, 27[ et
d: X — R?*: (s,t) — (st —sint],s[1 —cost]) .

(a) Décrire, pour s € |0,00[ et t € ]0,27] , les ensembles
Cs:=®({s} x]0,2n[) et D;:=P(]0,00] x {t}) .

(b) Montrer que ® est un difféeomorphisme local en prouvant que la fonction f définie sur
10, 27| par

f(t):=t-sint—2(1—cost)
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13.2 Théoréme de la fonction réciproque

est strictement négative.
(c) Décrire I’ensemble image Y := & (X) et montrer que ® est un difféeomorphisme de X sur

Y .
(d) Soient sq,s9 € ]0,00] et t1,ts € ]0,27] tels que s < s9 et t; < ty . Décrire I’ensemble S
délimitée par les courbes Cy, , Cs, , Dy, , Dy, .

EXERCICE 4 Pour a,b € R} on considére les ensembles
P, = {(s,asz) ‘ s € R:} et Qp:= {(t, —t? +bt) ‘ te ]O,b[} )

(a) Décrire les ensembles P, et @ .
(b) Déterminer un difféomorphisme
¢ :RY xRy — R} x RY
tel que, pour tout a,b € R, on ait
o ({a} X ]R*Jr) =P, et & (]Ri X {b}) =Qy -
Est-il complétement déterminé ?
(¢) Soient 0 < a; < az et 0 < by < by . Décrire ensemble S délimité par les courbes P,, ,

Paqubl 7Qb2~
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13.3 Théoréme des fonctions implicites

Soient X un ouvert de R"™ et ' : X — R™ une application. Nous nous intéressons a
I’ensemble des zéros de [, i.e. a ’ensemble

{F=0}={(z,y) eR"™ | F(z,y) =0} .

Notre intention est de décrire cet ensemble comme le graphe d’une fonction définie sur une
partie de R™ et & valeurs dans R™ | ce qui revient a résoudre ’équation F' (z,y) = 0 par rapport
a y en fonction de x . Ceci est faisable, au moins localement moyennant certaines hypothéses
de dérivabilité.

Le lemme 11.17, conduisant & ’existence d’un multiplicateur de Lagrange (théoréme 11.17),
démontre pratiquement le

THEOREME (TFI) Soient X un ouvert de R"™™ | F : X — R™ une application conti-
ndment dérivable et (§,m) € X tels que F (&§,1n) =0 .

Si DoF (€,1m) : R™ — R™ est inversible, alors il existe un voisinage ouvert W C X de (€, n)
dans R"™™  un voisinage ouvert U de & dans R"™ et une fonction g : U — R™ contindment
dérivable tels que

Grg={F=0}nW,
i.e. telle que pour tout x € U , g (z) soit Uunique y € R™ tel que
(x,y) eW et F(z,y)=0.

En particulier g (§) =n .
En outre on a

Dg (x) = —=DaF (z,9 ()" DiF (x,9(x)) .
Dans la situation ici présente, 'espace R"* = R™ x R™ est déja décomposé et ’hypotheése
montre que DF (£, n) : R"™™ — R™ est surjective car
DF (&) (R™™) D> DF (§,n) ({0} x R™) = Dy F (§,n) (R™) =R™ .
Grace au lemme 11.17
© = (pry, F): X — R"™ =R"xR": (2,9) — (z, F (2,7))

est un difféomorphisme d’un voisinage ouvert W de (£,7) dans X sur un voisinage ouvert de
O (&,m) =(£,0) de la forme U x V et

O{F=h}NnW)=U x{h} .
Comme
-1 -1 -1
(pry,pry) =id=®o0 ¢ = (prloq),Fo <I>> ,

-1
on a pr; o® = pr; et en introduisant l'injection canonique

J:U—UxXV:z+— (2,0) .
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13.3 Théoréme des fonctions implicites

~1
on obtient pr; o® o j = pr; oj = idy , donc

~1 —1 —1
doj= (prlo(I),prQOCI)> oj=(id,g) ,
en ayant posé
~1
g:=pryodoj : U — R™.
On en déduit que
~1 ~1
{F=0}nW =0 (Ux{0})=®0j(U)=(id,g)(U)=Grg .
Puisque pr, et j; sont linéaires, on a
. . Id
Dpry =pry = (0,1d) et Djp=ji=| o |
donc
~1 Id
Dg(z)=(0,1d) D® (z,0) R

Mais

-1

Do (,0) = D® <<I> (J (:v)))_ = D® (z,9 ()" = < DIF(Eg(x)) D2F(a?,g(:v)) )_ B

B < Id 0 )
~\ ~DeF (2,9 (2))" o DiF (x,9(x)) DsF (2,9(z))"" )~

donc

Id 0 1d
Dg () = (0,1d) < _DyF (2,9(2)) "} 0 DiF (2,9 (x) DoF (2.9 (x))"" ) ( 0 ) N

Id ~1
~ 010 (oo D (g ) = ~PeF @) e D g )

O

EXEMPLE La condition du théoréme n’est pas nécessaire comme le montre I’exemple sui-
vant.

Soit F: R? — R : (z,y) — y*> . On a {FF =0} = R x {0} et ,F (z,0) = 0 pour tout
r € R . Mais 'équation F (z,y) = 3?> = 0 est trivialement résoluble par rapport & y; il vient
g=20.

REMARQUE Un ensemble est en général décrit comme une partie d’'un ensemble “connu”
X , i.e. comme 'ensemble des éléments de X satisfaisant & une certaine propriété, par exemple
a une équation. C’est une description externe .

On peut aussi décrire un ensemble comme 'image d’une application, ce qui revient & énumé-
rer ses éléments a ’aide d’un ensemble “connu” de parameétres . On dit aussi un paramétrage .
C’est une description interne .
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Théoréme des fonctions implicites 13.3

Le théoréme des fonction implicite donne une condition suffisante pour que 'on puisse
paramétriser I’ensemble des zéros d’'une fonction comme un graphe, i.e. a I’aide d’une application
de la forme

yirr— (7,9(7)) .

Une reformulation utile est donnée dans le lemme de la section qui suit.
EXERCICE 1 Soient M € Mg (n x n) et A\ € R une valeur propre simple de M . Montrer
qu’il existe un voisinage ouvert W de (A, M) dans R x Mg (n X n) , un voisinage ouvert U de

M et une application g : U — R continiiment dérivable telle que, pour tout A € U , g (A)
soit I'unique valeur propre u de A telle que (u, A) € W .

EXERCICE 2 Montrer le plus simplement possible que la bijection de I'exercice 7.13 est un
difféeomorphisme.
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13.4 Owuverts avec bord

Notre but (cf. définition 13.6) est d’introduire la notion de sous-variété avec bord de R" .
C’est une partie de R™ se comportant localement comme 'intersection d’un ouvert de R™ avec
un demi-espace fermé.

DEFINITION 1 Soit m € N* . Si 4 est une forme linéaire sur R™ et a € R, on dit que
H, .= {p < a} est un demi-espace fermé et que 0H, , := {t = a} est son bord .

Nous dirons qu'une partie ouverte U dans H, , est un ouvert avec bord de dimension m et
que

oU:=UNoH, .
est le bord de U . Si U = () , on dit que U est sans bord .

Rappelons qu’un ouvert de H,, , est 'intersection de H, , avec un ouvert de R™ .

EXERCICE Si U° désigne l'intérieur de U dans R™ d’un ouvert avec bord, alors
U°=U~0U ou 0U=U\U".

En particulier U est ouvert dans R™ si, et seulement si, U est sans bord.

Rm—l
//— T
/
/
/ s
I \
| \\ oU
\ U
\ /
\
AN R
< )
\\
T =0

REMARQUE 1 Le bord 0H,, de H,, est égal a sa frontiere topologique dans R™ :
Frpm Hyo = Hyo ~H, o' ={p<al~{u<at={p=a}=0H,,

Mais attention, il ne faut par confondre en général le bord de U avec sa frontiére topologique
Frgm U := U ~ U° dans R™ , adhérence et l'intérieur étant pris dans R™ , ni avec sa frontiére
topologique Fry, , U := U~ U dans H ua » L'adhérence prise dans H,, , étant égale a celle dans
R™ , puisque H,,, est fermé!
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Ouverts avec bord 13.4

REMARQUE 2 En pratique il est utile d’avoir cette généralité. Mais pour simplifier les
notations comme dans la figure ci-dessus on peut se ramener par une transformation bijective
affine convenable, — on peut méme supposer que c’est une rotation suivit d’une translation —,
au cas ou H, , est de la forme

H

pry,

0= R_ x Rmil .
Dans beaucoup de cas nous supposerons donc que U est un ouvert de R_ x R™! . On a
oU = [{0} xR™ '] NU .

On peut montrer

THEOREME Soient U un ouvert avec bord et v : U — R™ une application. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i)  Pour tout uw € U , il existe prolongement local continiment dérivable vy, : U, — R™ de
v, donc défini dans un voisinage ouvert U, de u dans R™ et tel que

Yonv, = Yuunu, -

Rm—l

R’n

(i1) Pour tout u € U , il existe A, € L(R™ R™) tel qu’en écrivant
W(U) ZV(U)'i“Au(U—U)-i-sOu(U) pour tout v € U

on ait

©y (V)

th\{u}SvHu "U — U,| =0 ’

et que 'application
ur— A, : U — L(R™ R")

soit continue.
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110 est contindment dérivable dans U° et D o) posséde un (unique) prolongement conti-
8 Ywe) P que) p
nu

Dy:U— LR™R"):v+— Dvy(v) .

Dans ce cas on a
D~ (v) = A, = Dy, (v) pour toutv € U, .
En outre si U est un ouvert de R_ x R™! | pour tout w € U , on a
Dy (u) = (O (u)k=1,...n

=1,....m

dans les bases canoniques de R™ et R" ; si u € OU , alors 017, (u) est la dérivée partielle a
gauche de 7y, en u .

DEFINITION 2 Soit U un ouvert avec bord. Nous dirons qu'une application v : U —
R™ est contintiment dérivable si I'une des propriétés équivalentes du théoréme est satisfaite.
L’application

Dvy:U — L(R™R"): ur— Dvy(u)

s’appelle la dérivée de v sur U .

Nous n’aurons pas besoin de ce théoréme, la définition (i) sera suffisante et elle nous permet
d’appliquer directement le théoréme de la fonction réciproque.

LEMME La composition d’applications continiment dérivables au sens ci-dessus est conti-
ndment dérivable et la formule de dérivation des applications composées est encore valable.

La vérification est immédiate et laissée au lecteur. O

DEFINITION 3 Si U est un ouvert de R_ x R™! | alors
U?:={weR™! | (0,w) € 0U}
est un ouvert de R™~! et
oU = {0} x U? .
Si~vy:U — R"™ est une application, on définit

70 U? — R w—s 7y (0,w) .

Si m > 2 et v est contintiment dérivable, il en est de méme de 77 et on a
D+ (w) = Dgm-17 (0,w) .
Sim =1, on identifie R x R? avec R et application 77 est triviale :
79 U? = {0} — R": 0+ 7(0) .

PROPOSITION Soient U et V' des ouverts avec bord de dimension m , respectivement p ,
-1
et ® : U — V un difféeomorphisme, i.e. ® est une bijection telle que ® , ® soient contindiment

dérivables.
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Alors D® (u) est inversible pour tout u € U , en particulier m =p , et on a
oU)=V°" , PQU)=09V .

En outre, si m > 2 , Uapplication ®° : U? — V9 induite par ® est un difféomorphisme.

Pour tout v € U , on obtient évidemment

D® (@ (1)) DO (1) = idgm et DD (1) DD (@ (u)) = idgs |

ce qui montre que D® (u) : R™ — RP? est bijective, donc que m = p . Comme la restriction de
® & U° satisfait aux hypothéses du corollaire 13.2, ensemble ® (U°) est ouvert dans R? , donc

-1
contenu dans V° . Par symétrie on obtient ® (V°) C U° , donc
-1
Ve=2a (q) (V°)> cCoU°)cVe.

Le reste est évident. O
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13.5 Paramétrages réguliers

La premiére des propriétés du théoréme suivant décrit localement la notion de sous-variété
avec bord a l'aide d’un paramétrage ; c’est la maniére la plus intuitive et celle en général utilisée
pratiquement. La deuxiéme est un pont technique avec la troisiéme donnant une description
externe dont la condition est souvent facile & vérifier.

Rappelons que 1'on identifie R x R® avec R™! Mais attention on a bien R® = {0} , par
contre dans R” x {0} C R" , {0} est un sous-espace vectoriel de R"~" .

THEOREME Soient X une partie de R" , x € X et m € N* tel que m < n . Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un ouwvert avec bord U de dimension m et une application continiment dérivable
vy:U—R",

tels que 7y soit un homéomorphisme de U sur v (U) , que v (U) soit un voisinage ouvert de x
dans X et que

D~y (‘71 (x)) .R™ — R"
soit injective.
(ii) 1l existe un voisinage ouvert W de x dans R™ et un difféomorphisme
O W —(W)CR"=R"xR"™
tel que
(X NW)=[R_xR"™ ' x {0} n® (W) .
(111) 1l existe un voisinage ouvert W de x dans R™ et des applications contindment dérivables
O0:W—0R e F:W-—R"™
telles que l’on ait
XNW={6<0}n{F =0}
et que,
(a) sid(x)=0, les vecteurs de R™
gradd (x) et grad Fj(xz) pourj=1,...,n—m

sotent linéairement indépendants.
(b) sid(x) <0, les vecteurs de R"

grad F; (z) pourj=1,....n—m

sotent linéairement indépendants.

Dans ce cas on peut supposer en plus que U est un ouvert de R_ x R™~! | et en considérant
des voisinages suffisamment petits, que

-1 —1
y=Pojrmy , ¥ = Prrm P xrw ,
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Ux{0}=3(XNW) , ~rU)=XnW,

Dy (u) est injective pour tout u € U ,

0=, et F =prgn—mo®,
W ={6 <0} siU est sans bord.

En outre

7(8U)—{5—0}H{F—0}—{<g):()} |

REMARQUE 1 Sim =n, il faut considérer la fonction nulle F : W — R°? = {0} comme
n’ayant pas de composante; on a alors W = {F = 0} . La condition (iii.a) est alors satisfaite si
grad 0 (z) # 0, tandis que (iii.b) est trivialement satisfaite, puisque vide. Dans ce dernier cas
id : W — W satisfait a (i).

Démonstration du théoréme :

) .e -1 . ,

(i) = (ii) Posons u := ~ (x) € U . Comme nous 'avons signalé dans la remarque 13.4.2,
nous pouvons supposer que U est un ouvert avec bord de R_ x R™ ! et qu’il existe une
application continiment dérivable v,, : U, — R™ définie sur un voisinage ouvert U, de u dans

R™ telle que vyny, = Yyunu, €t que
(R xR NU,=0UNU,.
Puisque D (u) = D, (u) est injective, Im D~y (u) est de dimension m . Il existe donc au moins

n — m vecteurs de la base canonique de R" qui ne sont pas dans ce sous-espace vectoriel. On
peut alors supposer en permutant les composantes de v, que, dans la décomposition

R" =R™ xR"™™ et Dy (u)= ( D%Zﬁfmm% ) ’
on ait
Im Dy (u) N [{0} x R*™] = {0} .

La restriction de prg. & Im D~ (u) est donc injective, et par suite bijective, puisque ce sous-
espace vectoriel est de dimension m . Il en donc de méme de l'application D7y, gm (u) =

PIrm OD’Yu (U) .

Définissons
L:U, xR"™™ — R": (vy,v9) — 7, (v1) + (0,v9)
ie. ' =7, o prgm +Jjrn—m O PIgn—m . Il vient alors
_ q _ D/yu,Rm (U) 0 _
DF (u, 0) = nyu (U) (o] erm +]Rn—m @) ernfm — ( D’}/u7Rn_m (u) (Id, O) + Id (0, Id) ==

_ D’Yu,]Rm (U) 0 + 0 0 _ D’yu,]Rm (u) 0
~\ Dyyga-m (u) 0 0 Id )  \ Dy,ge-m(u) Id J’
ce qui montre que DT (u,0) est inversible. Utilisant le théoréme de la fonction réciproque 13.2,

on voit donc que I' est un difféeomorphisme d’un voisinage ouvert V' de (u,0) dans U, x R*™™ |
donc dans R™ | sur un voisinage ouvert W de = dans R" .
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Posons

—1 —1
L’ensemble jgm (V') est ouvert dans R™ et est contenu dans jgm (U, x R"™™) = U, , donc
-1
[RoxR™ ] Njpm (V) C [RoxR™ ] NU, =UNU,

-1
est un ouvert avec bord contenu dans U . Remarquons que jgm (V) x {0} = [R" x {0} NV .
Puisque 7 est un homéomorphisme sur v (U) , qui est un ouvert de X , 'image

. ([R_ <« R™1] A g (V)) =T Q(R_ x R™1) N jan (V)} x {0}> =

=T ([R- x R™ " x {0}] nV)

est ouverte dans X ; il existe donc un ouvert O de R" tel que l'on ait

I'([RoxR™ x {0} nV)=XNnO.
Il vient alors

I'([RoxR™ x {0} n@(WNO)) =T ([R. xR™ ' x {0} nVN&(WnNO)) =
=T ([R.xR™ " x{0}|NnV)NTo®(WNO)=(XNO)N(WNO)=XN(WNO) .

En remplagant W par W N O et V par ® (W NO) , on peut supposer que

I'([RoxR™ < {0} nV)=XnW .
On a ainsi

[RoxR™ ' x {0} Nn@(W)=[R_xR" ' x{0}|]nV =

-1

T (R xR™ % {0}] V)] =@ (XN W) .
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-1
(ii) = (i) T suffit de poser U :=R_ x R™ 1 N jgm (® (W)) et

-1
vi=®ojrmpy : U — R".

En effet v est continiment dérivable et

oo (U) = [R- xR (0}] 1 (e (@ (07) ) =

= [R.xR™ ' x {0} n®(W)=d(XNnW) ,

donc
1 1

Y(U) = @ (jar (U)) = 2 (R(XNW)) =XNW

. . -1
est un voisinage ouvert de x dans X . On a v = prgm 0@ xrw .
D’autre part, pour tout v € U , 'application linéaire

-1
D~y (u) = D® (u,0) o jgm

est évidemment injective.
(ii) = (iii) Il suffit de poser

0= W —R et F:=prgpnmo®: W —R"™.

Mais comme

B}
®,
(I): ’
(I)m
F
PUSLOIN{F=0})=0{recW |§(x)<0, F(z) =0} =
= [R.xR™ " x {0} n@(W)=2(XNW) ,
donc

{0<0InN{F=0}=XNnW.

En remarquant que

100 . m—1 n—m n—m n—m
(O 0 Id>'RXR x R — Rx{0} xR"™™~R xR

est la projection canonique de R x R™1 x R*™™ sur R x R"™™ , on a

D6 (z)
(o) -8 )| o ) [-(4 8 &)evern
DF (z)
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et cette application est évidemment surjective. Par transposition ceci est équivalent a ce que
I’application

( 52(@)) )T = (grad 0 (z),grad Fy (x),...,grad F,,_,, (x))

de R x R*™ dans R x R™~! x R*™ soit injective, donc que les vecteurs de R™
gradd (x) et gradFj(z) pourj=1,....n—m

soient linéairement indépendants.

(iii) = (ii)  Supposons tout d’abord que J (x) = 0 . Puisque les vecteurs de R"
gradd (x) et gradFj(z) pourj=1,....n—m

soient linéairement indépendants, il existe m — 1 vecteurs de la base canonique qui ne sont
pas dans le sous-espace vectoriel engendré. Dans la décomposition correspondante R” = R X
R™1 x R*™™ | considérons 'application

O = (6, prgm-1, F) : W — R" .

On a
D6 (x)
D®(z)=| prgm1 | :R"—R",
DF (x)
et comme

D® (z)" = (grad 6 (z), j2, grad Fy (z),...,grad F,,_,, (z))

est bijective, il en est de méme de D® () . Par le théoréme de la fonction réciproque 13.2, on
peut supposer, en rapetissant W au besoin, que ® est un difféomorphisme de W sur ® (W) . 1l
vient alors

O(XNW)=Dd({d<0}N{F=0}) = [R, x R™1 x {0}} nNe (W) .
Si maintenant on J (x) < 0 , il suffit de remplacer ¢ par pr; et de considérer I’application

¢ = (prgm, F): W — R".
Finalement on a = € v (9U) si, et seulement si, x € X NW et 7yl (x) €U ,ie.z e XNW
et pry <_71 (a:)) =0 . Mais
-1
prz (7 (2)) = pra (prgn (@ (2))) = prs (@ (2)) = @1 (2) = 6 (2) -

donc

FEU)={0<0}N{F=0}n{=0}={6=0}n{F=0}={|o)+|F| =0} .

DEFINITION Soit X une partie non-vide de R" et m € N .
(a)  Ondit que v : U — R" est un paramétrage régulier local (de dimension m ) de X si

(i) U est un ouvert avec bord de dimension m .
(i) v est un homéomorphisme de U sur un ouvert de X .
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(iii) ~ est contintiment dérivable et D~y (u) est injective pour tout u € U .

Rm—l
s

et ©

(b) Si W est un ouvert de R" et & : W — & (W) C R™ est un difféomorphisme tel que
(X NW)CR™ x {0}

et que ® (X NW) soit un ouvert avec bord de dimension m , on dit que ®|xqy est une carte
de X . On dit aussi qu’il définit un systéme de m coordonnées locales sur X .

PROPOSITION  Soient v : U — R"™ un paramétrage régulier local de X , V un ouvert
avec bord de dimension p et 9 :V — R™ une application continiment dérivable satisfaisant &
W (V) C~(U) . Alors l'unique application V., : V — U telle que

U =7vyo0d,
est continiment dérivable.
On doit évidemment poser 9., = 7yl o, puisque v : U — v (U) est une bijection. D’autre
part, au voisinage de tout v € V', on a
Uy = prgm 0P oV,

en utilisant les équivalences du théoréme au voisinage du point ¥ (v) € X | ce qui montre que
v, est continiment dérivable. 0
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REMARQUE 2 Cette figure représente seulement le cas particulier p =1 et 0 € 9V'!

COROLLAIRE Siv:U — R" et9:V — R" sont des paramétrages réguliers locaux de
X tels que v (U) =9 (V) , ou U etV sont respectivement des ouverts avec bord de dimension
m et p , alors l'unique application v,y : U — V telle que v = 1 o v, est un difféomorphisme.
En outre on a

m=p , vQU)=90V) et Dvy(u)(R™) =DV (yy(w)(RP) pourtoutuecU .

C’est immédiat, puisque v, et ¥, sont manifestement réciproque I'une de I'autre. L’éga-
lité des dimensions et la formule concernant les bords découle alors de la proposition 13.4.
Finalement on a

Dy (u) (R™) = D0 (v, () (Dyy (u) (R™)) = DI (v, (u)) (R) .
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13.6 La notion de sous-variété avec bord

DEFINITION Soient X une partie de R™ et m € N* . On dit que X est une sous-variété
(avec bord) dans R™ de dimension m si, pour tout x € X | il existe un paramétrage régulier
local v : U — R™ au voisinage de x . Si € v (0U) , on dit que x appartient au bord de X .
L’ensemble de ces points s’appelle le bord de X et sera désigné par 0X . Si 90X = ) , on dit
que X est sans bord .

Nous dirons qu’une partie discréte de R™ est une sous-variété (sans bord) de dimension 0

de R"™ .

REMARQUE 1 Rappelons qu’une partie Y d’un espace topologique X est dite discréte si
Y munie de la topologie induite est un espace discret (cf. exemple 10.12.6). Cela signifie que

toute partie de Y est ouverte dans Y , donc que pour tout y € Y | il existe un voisinage ouvert
V de y dans X tel que VNY = {y} .

Le corollaire 13.5 montre que les notions de dimension et de bord sont bien définies.

THEOREME Si X est une sous-variété avec bord de dimension m dans R™ | alors 0X est
une sous-variété sans bord de dimension m — 1 dans R™ .

Pour tout x € 0X , si m > 2 et v est un paramétrage régulier de X au voisinage de x ,
alors 79 est un paramétrage régulier de X au voisinage de z . Sim = 1 , alors {z} = v ({0}) =
v (OU) = 0X N~ (U) est ouvert dans 0X , ce qui montre que 0X est une partie discréte de
R™ , donc une sous-variété de dimension 0 . U

REMARQUE 2 Soit x € X . Pour montrer qu’il n’existe aucun paramétrage régulier local
au voisinage de x , il est souvent préférable d’utiliser la condition (iii) du théoréme 13.5.
Utilisant des courbes paramétrées judicieuses contenues dans X , on peut souvent montrer
que les vecteurs grad d (x) et grad Fj (x) , pour j = 1,...,n —m , ne sont pas linéairement
indépendants, par exemple que I'un de ces vecteurs est 0 . Cette méthode n’est pas applicable
a 7, de 'exemple 5 ci-dessous.

Mais attention, si v n’est pas un paramétrage régulier, on ne peut pas en déduire que
v (U) n’est pas une sous-variété! Par exemple t — t? : R — R est une paramétrisation
non-réguliere de R, , mais R, est une sous-variété de dimension 1 . Plus généralement

EXEMPLE 1 Tout ouvert avec bord de dimension n est une sous-variété avec bord de di-
mension n de R" , en particulier tout ouvert de R™ est une sous-variété (sans bord) de dimension
n de R .

L’application identique id est évidemment un paramétrage régulier.
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EXEMPLE 2 La boule B" (r) de centre 0 et de rayon r > 0 est une sous-variété avec bord
de dimension n dans R" . Son bord dB" (r) est la sphere S*~! (r) de centre 0 et de rayon r;
c’est une sous-variété sans bord de dimension n — 1 dans R" .

En effet, en considérant la fonction continiiment dérivable

§:R* —R:z+— |z)* —1%,

on a
B"(r)={6<0} et S"'(r)={0=0}.

Dans ce cas la fonction F : R® — R n’a pas de composante. La condition du théoréme
13.5.iii.a avec W := R™ est satisfaite si z € S"~! (r) = {6 = 0} , puisque grad§ (z) =2-z #0 .
SizeD"(r)=B"(r)~S" ! (r) ={6 < 0} c’est la condition 13.5.iii.b qui est. Il existe donc,
au voisinage de chaque point = € B" (r) , un paramétrage régulier. Attention, il faut choisir W
plus petit que R™!

Décrivons maintenant certains paramétrages réguliers locaux de B" () . L’ensemble

T T2
10,7] x J=m, 7 x | -2, 7
est un ouvert avec bord de dimension n et la restriction v, := @,y (cf. exemple 13.2.4) est un
paramétrage régulier de
v, (U) =B"(r) ~R_ x {0} x R"?%,

Pour tout z € B” (r)~{0} , il existe une rotation A € SO (n) telle que Ao+, soit un paramétrage
de B" (r) au voisinage de z .
Par exemple si n = 3, la rotation

A (IE, Y, Z) — (—l’, <, y)
permet de paramétrer
B*(r) "Ry x R x {0} " :
—7r-cost - cosp

]0,7’]X]—W,W[X}—%,%[%RSI(T,gp,ﬁ)i—> 7 sind
r-cost - sin

Remarquons qu'un paramétrage régulier de S*~! (r)\R_ x {0} x R"~2 est 42 . En particulier
la sphére S? (1) est complétement paramétrable a 1’aide des 2 paramétrages réguliers :

|—m, 7| X}—g,g[—ﬂR?’:
r-CcosY - cosp —7r-cosv - cosp
(p, ) — | r-cos?-sinp et (p,0)— r - sin?
r - sin r-cost - sinp

On vérifie immédiatement que

2 2
(T1y .oy Tpoy) — (ml,...,xn1,\/7“2—x1—...—33n_1)

est un paramétrage régulier (sous forme de graphe) de la calotte supérieure sans bord

{z eR"| |z|=retx, >0} .
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Si 'on veut paramétrer S? (r) sous forme de graphes, on a besoin de 6 paramétrages de
cette forme.

EXEMPLE 3 La calotte supérieure avec bord
SZ(r):={z eR®| |z| =ret x5 >0}
est une sous-variété avec bord de dimension 2 dans R3 . Son bord
OST(r):={z eR®| |z| =ret a3 =0} =S"(r) x {0}

est une sous-variété sans bord de dimension 1 dans R? .

C’est immeédiat en considérant les fonctions contintiment dérivables

§:R*—R:zr— —253 , F:R —R:z+z|° =12,

En effet on a

S2(r) = {6 <O0}N{F =0} et OS2 (r)={6=0}N{F =0}

et
0 211
gradd (z) = 0 et gradF(x)=| 222 | =2 2.
—1 2[)’23

Sixz € 9S%(r) = {0 =0} , la condition du théoreme 13.5.iil.a est satisfaite, puisque grad d (z)
et grad F' (x) sont linéairement indépendants. Si z € S2 (r) N\ 9S2 (r) = {0 < 0} , la condition
du théoréme 13.5.iii.b est aussi, puisque grad F' (z) # 0 .

L’ensemble U :=]—m, 7| x [0, 2 est un ouvert avec bord de dimension 2 et

v:U — R?: (p,09) — @3 (r, 0,9)
est une paramétrisation réguliere de S2 (r) N R_ x {0} x R . D’autre part V := [0, 7[ x |-%, 2|
est aussi un ouvert avec bord de R? et

—7r-cost - cosp
V— R (p,9) — - sind
r-cost - sinp

est une paramétrisation réguliere de S% (r) N Ry x R x {0} .

EXEMPLE 4 Soit J est un intervalle de R tel que J° # ) . Rappelons (cf. définition 11.1.1,
p. 368) qu’une fonction continue 7 : J — R" est dite une courbe paramétrée .
Si v est contintiment dérivable, v’ (t) # 0 pour tout ¢ € J , et si v est un homéomorphisme

de J sur v(J) , alors v (J) est une sous-variété de dimension 1 dans R" dont le bord est
y(J N J°) .

Si J n’est pas de la forme [a, b] , c’est immédiat par définition puisque J est un ouvert avec
bord et
Dy(t):ar— a-4'(t):R—R"

est injective. Si J = [a,b] , choisissons ¢,d € R tels que a < ¢ < d < b . Alors v, 4 €t 7). sont
des paramétrages réguliers locaux de v (J) qui recouvrent cette courbe.
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En pratique le point difficile est de prouver que 7 est un homéomorphisme. Cela est en
particulier vrai si 7y est la restriction & J d’une fonction continue injective définie sur un intervalle
compact (cf. théoréme 10.20).

Plus généralement supposons que 7y est injective et soit ([ax, bg]) est une suite (croissante)
d’intervalles contenus dans J telle que ([ag, bx] °) soit un recouvrement ouvert de J . D’apres le
corollaire 10.20 pour que v soit un homéomorphisme, il faut et il suffit que les parties v ([ax, bx] °)
soient ouvertes dans v (J) , i.e. que v ([ak, bx] °) = v ([ax, bx]) © . L’exemple 74 ci-dessous illustre
bien le probléme.

EXEMPLE 5 Voici tout d’abord deux exemples ol v n’est pas un paramétrage régulier et
v (J) n’est pas une sous-variéteé.

0.57 1

-0.5}

-1.57

2 —1 12
71zt|—> t3_t 72:t'—> t3

non-injective homéomorphisme, mais singulier

La démonstration que 7, (R) n’est pas une sous-variété est laissée en exercice.

Pour v, (R) nous allons montrer que la condition du théoréme 13.5.1 n’est pas satisfaite en
(0,0) = 5 (0) . Supposons qu’elle le soit avec m =1 ou 2 , U un ouvert avec bord dans R™ et
un paramétrage régulier

v:U—~y(U) telque ~(u)=(0,0) .
Nous pouvons supposer que

UcCR_xR™! et V(U):%(R)m[]—g,e[xl@}.

(a) Sim =2, Dy (u) est une bijection de R? sur lui-méme. Soit donc ¢ tel que Dy (u) € =
1) Soit J un intervalle contenant 0 et tel que u + J - £ C U . La courbe paramétrée
continiment dérivable

Yeitr—y(u+t-&):J—~vU)C[0,e[xR
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peut s’écrire

ﬁﬁ(t)zt-Dv(u)g-Hp(t):( ¢ () )

t+ o, (1)
avec lim 5,0 @ = 0 . Pour ¢ suffisamment petit on a | (¢)| < ¢, donc
t t t
0<901(t)<§ et —§<902(t)<§-
On a alors
t <t+p,y(t) < 31
2 ~ ()02 ~ 2 I

ce qui montre que Y (t) € v, (R) N [Ry x Ry] . En posant 6 := pr, oe , on a

donc

((1))_19,5(75)_<69(§tt))3 )/_ ( g.gl(t); ) 0 (1)

[égalité des premieres composantes entraine 6’ (t) = 0 , ce qui contredit ’égalité des secondes
composantes.

(b) Sim =1, considérons les courbes paramétrées continiment dérivables

u
ﬁii[0,€[—>R2:u»—>(iug) .

On a ¥4 ([0,e[) C v (U) et la proposition 13.5 nous permet d’écrire ¥, = v o 5, pour une
fonction contintment dérivable ¥4 , : [0,e] — U C R_ . Puisque les images Y4 ([0, [) n’ont
que (0,0) en commun et que 7y est bijective, les images 94 - ([0, €[) sont des intervalles recouvrant
U et n’ayant que u en commun. On en déduit que 19/+w (0) et 19'_77 (0) ont des signes différents.
Mais

(6)=70 =00

donc 4 (u) = 0 et 74 (u) - 9., (0) = 1, ce qui n'est possible que si v} (u) = 0 . On a donc
v (u) =0, ce qui est absurde.

EXEMPLE 6 Voici deux exemples ou vy est injective, mais n’est pas un homéomorphisme.

L’application
( t
( ) -2<t<0
-1
3 9 sint . 3
73:[—2,7+1{—>R:tv—> ( ) si 0<t <=

-1 3T 3
(3_7r_ ) 7<t<7+1
\ 2

n’est pas un homéomorphisme car, pour tout ¢t € [—2, 37“ + 1[ ,on a [—2t]° = [-2,t] et

Y5 ([=2,1])° = 75 ([~2,t[ ~ {~1}) . Bien que [-2,t[ soit ouvert dans [—2, 2% + 1] , son image
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5 ([—2,t[) n’est pas ouvert dans v ([—2, 2 + 1[) . En effet tout voisinage de 5 (—1) contient
une partie de la forme L !

. L4 Y

Ce n’est pas une sous-variété, mais la démonstration n’est pas immédiate. Par exemple I'image

de

Yy: (0,27 — Rt —s ( Z?ﬁ:) . te[0,2n]

étant S en est une; on a besoin de deux paramétrages réguliers locaux pour décrire cette
sous-variété (cf. exemple 2). Ce n’est pas un homéomorphisme car, pour tout ¢ € [0,27[ , on
a [0,t]° = [0,t] et v, ([0,%])° = v, (]0,¢[) . Bien que [0,¢] soit ouvert dans [0, 27| , son image
v, ([0, ¢]) n’est pas ouvert dans v, ([0, 27[) = S! . En effet tout voisinage de 7, (0) contient une
partie de la forme

v4 ([0,e[U )27 — €, 27[) !

EXERCICE 1 Soient y € R*™ |7 >0 et
St (y) ={zeR"™ | Jz—y|=r} .

(a)  Montrer que 'inversion par rapport a la sphére S?' (y)

2
r
Iy,r:R"“\{y}—>]R”+1\{y}:3:v—>y+—‘2-(a:—y)

[z —y
est un difféomorphisme.
(b) Pour a € Ret x € R", on pose

(0,a) := (0,...,a) € R et (2,0):= (21,...,27,,0) € R*".
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Montrer que

v:R* — R i 2 g2 (2,0)
est un paramétrage régulier de S (0,1) \ {(0,2)} .
(¢) Donner une description géométrique de 7 .

EXERCICE 2 On considére les fonctions définies sur R? par
F(x,y):=2>—y" et G(x,y):=2"—y*.

Esquisser les courbes de niveaux {F' =0} et {G =0} . En quels points peut-on paramétrer
ces ensembles par rapport & z , i.e. sous forme de graphe x — (z,¢g(x)) , avec g continue
respectivement continiment dérivable ? Est-ce que ces ensembles sont des sous-variétés de R? ?

EXERCICE 3 On considére les courbes paramétrées
¥:R—R*:t+r—s (t2—1,t3—t) .

et v := ;Vl]—oo,\/i] .

(a) Esquisser v (]—o0,v2]) .

(b) Montrer que v est dérivable au sens de la définition 13.4.2.

(c) Montrer que D7 (t) est injective pour tout ¢ € |—o0, V2] .

(d) Trouver un polyndéme F : R? — R du troisieme degré tel que 7 (R) = {F =0} . En
déduire que v (] —00,v/2]) \ {(0,0)} est une sous-variété avec bord de dimension 1 de R? .

(e)  Montrer que 7y G —00, \/ﬂ) n’est pas une sous-variété.

EXERCICE 4 Soient a,b,c > 0 et considérons I’ellipsoide

2 2 2
E = {(x,y,z)G]RS ¥+b—2+§:1} :

(a) Donner un paramétrage régulier v de £, := ENR x R x R* sous forme de graphe.

(b) Donner des paramétrages réguliers y_ et v, de £~ R_ x {0} x R respectivement £ \
R, x R x {0} en composant des applications bien connues.

(c) Soient x € E, et &, tels que v (§) = v, () = x . Calculer les images des applications
Dy (&) et D, (n) et montrer explicitement qu’elles sont égales en calculant 1’équation de ces
plans.
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13.7 Sous-espace vectoriel tangent

Soit X une sous-variété de dimension m dans R™ . Le corollaire 13.5 montre que I'on peut
poser la

DEFINITION 1 Pour tout x € X , nous dirons que le sous-espace vectoriel
Tx () :== Dy (u) (R™)

de R™ | ou v est un paramétrage régulier au voisinage de x = v (u) , est le sous-espace tangent
a X en x . Nous désignerons par P, l'orthoprojecteur de R" sur Ty (z) .

Ce sous-espace vectoriel est de dimension m . En fait, c’est le sous-espace affine z + T’y (2)
qui est tangent (au sens géométrique) & X en x comme le montre le théoréme qui suit.

REMARQUE 1 L’espace tangent en tout point d’une sous-variété de dimension 0 est {0} .

THEOREME Soit © € X . Pour tout intervalle J de R et toute courbe paramétrée conti-
niament dérivable

V:J —R" tellequeOeJ ¥ (0)=zetd(J)CX,
on a9 (0) € Tx (z) . En outre
(i)  L’ensemble de ces vecteurs ¥ (0) est égal a Tx (x) .
(i) Sixz e 0X , il existe un unique vecteur n(z) € Tx (z) tel que
n(z)|=1 , n(x)LTox(z) ,
et tel que l'ensemble des vecteurs V' (0) avec J C R, soit égal a
{teTx(2) ] (tn(2)) <O} .

Si U est un ouvert de R_ x R™ ! et v : U — R" un paramétrage régulier au voisinage de
x =y (u) , la proposition 13.5 montre qu'’il existe une application continiment dérivable
~1
D0 (y(U) — U
telle que ¥ =y 04, . On a alors ¥, (0) = u et
¥ (0) = Dy (u) 19; (0) € Tx (x) .
Démonstration de (i) Pour tout t € T'x (x) = D~y (u) (R™) , il existe un unique £ € R™

tel que t = Dy (u) & . Il est clair que ’ensemble {t € R |u+1¢-£ € U} contient un intervalle [
de R tel que 0 € I et I° # ) . La courbe paramétrée

Ve:tr—y(u+t-&): 1 —R™
est évidemment continiment dérivable; on a J¢ (I) C v (U) C X et
7.(0) = Dy (u) € =t
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Démonstration de (ii) Si maintenant x € 0X , on a z =7 (0,w) pour un w € Uy et
Tox (2) = Dvy (w) (R™7Y) = Dy (u) ({0} x R™7Y) C Dy (u) (R™) = Tx (x) .
Comme Tyx (z) est de dimension m — 1 et que
Oy (u) = Dy (u)ex & Tox (x)
puisque e; ¢ {0} x R™~1 | il existe un unique vecteur n (z) € Tx (z) tel que
n(x)=1 , n(x) LTox(x) et (v (u)n(x))>0.

Comme Dy (u) e; € Tyx (z) pour j =2,...,m , pour tout t € T’y () et £ comme en (i), il vient

m

(tn (@) = (Dy(u)én(2) = D & (Dy(w)ejn (@) = & - (a7 (w)| n (@) .

=1
Si(¢t{n(x)) <0,onaf <0, donc
Ic{teR|u+t-(eU}C{teR|u+t-£cR_xR" '} CRy

et t = 9 (0) . Réciproquement si J C Ry , on a ¢ ;(0) <0, puisque Im?J, C R_ x R™" et
9,1 (0) =0, donc (¢ (0)|n(x)) <O . O

DEFINITION 2 Le vecteur n(x) s’appelle la normale extérieure & X en x (par rapport a
X ). Sl faut préciser nous écrirons ngx () .

PROPOSITION  Soient U un ouvert de R_xR™ ! ety : U — R™ un paramétrage réqulier
au voisinage de x = v (u) € X .

(i)  Pourxz € 0X , le vecteur n(x) € Tx (z) est univoquement déterminé par les conditions
n(z)]=1 , n(z) LTyx(z) et (Ory(u)|n(x))>0.
On a
Tx (z) = Tox (z) BRn(x) ,
la somme directe étant orthogonale.
(i) Sixz e X , les vecteurs
;v (u) = Dy (u)e; pourj=1,...,m

forment une base de Tx (x) . Cette base n'est pas nécessairement orthogonale, ni normée. Re-
marquons aussi que 0;7y (u) est le vecteur tangent en 0 a la courbe paramétrée

t—y(u+t-e;) .
Six € 0X , les vecteurs
0;y(u) pourj=2,...,m
forment une base de Tyx () , et 017y (u) pointe a lextérieure de la sous-variété.
On utilise les notations du théoréme 13.5.
(i11)) Pourxz € X , on a
Tx (z) = DF (2)7 (R*™)" = {grad Fj (z) | j = 1,..,n —m}* .

Claude Portenier SOUS-VARIETES DE R”» 505



13.7 Sous-espace vectoriel tangent

(i) Pourz e dX , ona

Tox (z) = ( gg(é)) )T (RH"’”‘)L = [{gradd (z)} U {grad F; (z) | j =1, ..,n —m}]"

et

P,grad ¢

n(z) = Legrado(@)

| P, grad d (z)|
Démonstration de (i) C’est de cette maniére que n (z) a été défini dans la démonstra-
tion du théoréme précédent.
Démonstration de (ii) On a en effet Dy (u) = (957 (u));_, ., €t D (u) est injective.
Démonstration de (iii) Rappelons que

DF (z)" = (grad Fy (), ...,grad F,,_,,, (v)) .

est injective, donc que les vecteurs grad F; (x) pour j = 1,..,n — m sont linéairement indépen-
dants. Pour tout v,w € R™ | il vient

(DF (x)"v| Dy (u) w) = (v| DF (z) Dy (u) w) = (v| D (F o) (u)w) =0,

car v (U) C X , donc Foy = 0. Ceci montre que grad F}; () L Tx (z) pour tout j =1,..,n—m
ie.

Tx (x) C{grad Fj(z) |j=1,..,n— m}L — DF (2) (Rn—m)L ‘
On en déduit que
m = dim Ty (x) < dim DF (2)7 (R*™)" = — dia DF (2)" (R*™) = — (n — m) = m

ce qui prouve 'égalité.

Démonstration de (iv) Rappelons ici que I'on peut supposer que 6 = ®; , donc que
gradd () = grad @1 () = D® (z)"e; .
Pour tout j = 2,...,m , il vient alors

(gradd ()] 0;v (u)) = (D@ (z)" e1| Dy (u) ;) =
= (1| D@ (z) D7 (u) 5) = (e1]| D (P 07) (u) ;) = (e1]e;) =0,
‘I)OVZ(I)O;}}OJRMU:J'RMUZU%RWZX{O}CRn-

Par (iii) on obtient

Tox (z) = < gg((xx)) > (Rlﬂ%m)L :
D’autre part
(grad 6 (2)| 91y () = (e1] D® (2) Dy (u) e1) = (ex] e1) = 1;

% satisfait aux condition de (i). O

il est alors clair que

REMARQUE Le calcul de lorthoprojecteur P, sur Ty (z) peut se faire de différentes ma-
nieres.
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(a) Silon a orthonormalisé les vecteurs grad Fj (z) pour j =1,...,n—m et si (¢;)._
désigne ces vecteurs, alors

Px:Id_Z(€J| )€ s
j=1
ie.
P,gradd (z) = grad § (x Z (€jl gradd (z)) - €; .
7j=1

(b) Si X est une sous-variété avec bord de dimension n dans R™ et x € 0X , alors
dé
n(z) = 200
|grad 6 ()]
En effet, dans ce cas Tx () = R" | donc P, = Id et il suffit de normaliser. ——— [

(¢) Si X est une sous-variété avec bord de dimension n — 1 dans R" et x € 90X , alors

(grad F (z)| grad d (z))
grad F' (z)|?

P,gradd (z) = grad d (z) — rad F' (x)

ce qui permet de calculer n () .

(d) On a également

P, = Dy (u) [Dy (w)" Dy (u)] ™" Dy (u)T

En effet, pour tout v € R” , on a

{18 =D () [Dy ()" Dy ()] ™ Dy ()" } v L Tx ()

({14-Dx (u) (D ()T Dy ()™ Dy ()"} o| Dy () €) =
= (] Dy () €) ~ (1D ()" D3 (0] Dy ()" o] (D ()7 D ()] ) =
= (v| Dy (u) &) — (Dvy(u)"v[§) =0
pour tout £ € R . -

EXEMPLE 1 D’aprés 'exemple 13.6.2 la boule B" (1) est une sous-variété de dimension n
dans R™ , dont le bord est la sphere S"7! (r) .

L’espace tangent en tout point = de B™ (1) est R™ . Pour tout € S"~! (r) , on a immédia-
tement

grad ¢ (z) 2z

1
n— r -_— -_— -_— t n— r _— n— r
Ns 1(r) (I) |grad5(x)| |2$| — € ZS 1(r) (l‘) {ng 1(r) (J})}
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par la remarque (b) ci-dessus.

EXEMPLE 2 D’apreés exemple 13.6.3 la calotte supérieure S7 (r) est une sous-variété de
dimension 2 dans R? | dont le bord est S* (r) x {0} .

Tg2q) ()

grad F (z) _
|grad F* ()|

\ 4 nas_z'_(,.) (1:) = —e3

L’espace tangent en tout point = de S2 (r) est

Tz ) (2) = {a}"

puisque grad F' (z) = 2z . Pour tout z € dS2 (r) , la remarque (c) ci-dessus montre que

2
P,gradd (z) = grad § (z) — (grad F' (z)| grad25 (z)) cgrad F' (z) = —e3 — (2] 623) ‘2r = —eg
jgrad F (2) 20]
donc que
Nos2 () (2) = —es et Tog2 () (3) = {es, 2} = {es} n{a}" =R* x {0} n{a}"
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EXEMPLE 3 D’aprés 'exemple 13.6.4, si vy : J — R™ est contintiment dérivable, v (¢) # 0
pour tout t € J , et v est un homéomorphisme de J sur v (J) , alors v (J) une sous-variété de

dimension 1 , dont le bord est v (J ~ J°) .
Pour tout t € J , I'espace tangent en v (t) est
Ty (v (1) =R-~'(t) .
Si inf .J , respectivement sup J , appartient & J ~. J° , on a

, ~/ (inf J) 7' (sup J)
o) (v (inf J)) = —m , Tesp. Ny (7 (sup J)) = Iy (sup J)|

C’est immédiat par la proposition, en remarquant que
J—infJCR, et J—supJ CR_.
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