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Analysis 1

Losungsblatt 1

Aufgabe 1

(a)
Th : A=C
Li(A,C,C) : (
MP : (CVA=(CVC) (%)
Ly (A,C) @ (AVC)=(CVA)
Kettenschlu8 (Bsp. 1.2.2) : (AvC) = (CVC)
Th : B=C

A=C)= ((CVA) = (CV(O))

Li(B,C,A) : (B=C)= ((AVB)= (AV )

MP : (AVB)= (AVC)

Th : AVB
MP : AvC
MP : CvVvC
L,(C) : cvC=C
MP : C

(b) Fallsz >0, ist = |z| und daher

Falls x < 0, ist
Es folgt

Da (—z)* = 22 ist, gilt
o =z .
(c) Falls z = 0 ist, gibt es nichts zu beweisen. Ist z # 0, so folgt aus
=2

durch Kiirzen von z , dal z = 1 ist. Insgesamt gilt also

(?=2z)=(x=0vVz=1) .

Aufgabe 2 Angenommen, — (A A B) ist ein Theorem, d.h.
—-—(=AV-B) .
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Nach Bsp. 1.4.2 gilt
—-=(-AV-B)= (-AV-B) .

Anwendung des MP ergibt (A V =B), d.h. A = =B . Nach Voraussetzung ist A ein Theorem,
deshalb liefert MP, dafl =B ein Theorem ist. Das ist jedoch ein Widerspruch dazu, dafl B ein
Theorem ist, was vorausgesetzt wurde. Aus diesem Grund ist die Annahme, = (A A B) sei ein
Theorem, falsch, d.h. A A B ist ein Theorem.

Aufgabe 3 Angenommen, v/3 € Q . Dann existieren Zahlen p,q € Z , ¢ # 0 , so daB gilt

2
,d.h. 3¢ =p*.

Wir diirfen annehmen, dafl g¢T (p,q) = 1 ist, da wir sonst kiirzen konnten. Nach obiger
Gleichung ist p? durch 3 teilbar. Dann ist aber schon p durch 3 teilbar, denn wire das nicht
so, so hétte p die Form

p=3k+1 oder p=3k+2
mit einem geeigneten k € Z . Falls p = 3k + 1 , so folgt
3 =p* =9k +6k+1.
Damit wére
1=3¢"—9k* — 6k =3 (¢* — 3k* — 2k) ,

d.h. die rechte Seite der Gleichung ist durch drei teilbar, die linke aber nicht. Widerspruch !
Falls p = 3k + 2 , so folgt analog

P’ =3¢ =9k + 12k + 4,
also
4=3 (3K +4k —¢*) .

Da vier nicht durch drei teilbar ist, ergibt sich auch hier ein Widerspruch. Es folgt, dal p durch
drei teilbar ist, d.h. es gibt eine Zahl n € Z mit p = 3n . Es folgt

3¢ = p* = (3n)® = 9n?
und daraus
¢* =3n*,

d.h. ¢? ist durch drei teilbar. Die gleiche Argumentation wie oben zeigt, da§ dann auch ¢ durch
drei teilbar ist. Somit ergibt sich ein Widerspruch dazu, dafl gg7T (p,q) = 1 ist, und daher gilt

V3¢ Q.
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Aufgabe 4

Th

Aufg. 1.2.1.iii
MP

Ly (_'_'Aa _'B)
MP

Ly (—lA, -B, —|B)
MP

Ly (~B)
Kettenschlufl
L3 (A, —B)
Kettenschlufl
Aufg. 1.2.1.vi
MP

Aufg. 1.2.1.iii
Kettenschlufl
Th

MP

i.e.

A

A=A

——A

-—A = (—-—AV -B)
-A= B

(wA= -B)=[(-BV-A) = (-BV -B)]
(wBV -A) = (-BV -B)
(—|B V —|B) = B
(-BV-A)=-B
(mAV -B) = (-BV-A)

(—|A V —|B) = B

[(wAV -B) = -B] = [-—B = - (-AV —-B)]
=B = - (—|A V —|B)

B = --B

B = - (—lA V —|B)

B

— (—|A V —lB)

AANB

Losungsblatt

1
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Aufgabe 1

(a) Sei {z,y} ={x,z} . Esfolgt (y =)V (y = z) . Falls y = z ist, folgt
{IE,Z} = {-T,y} = {x,x} = {.’JJ}

und daher x = z . Damit ist y = z = z in beiden Fille.

(b) Falls z # u ist, ist auch {z} # {u} , und aus

{{z} {z, 01} = {{u} {u, v}}

folgt dann {x} = {u,v} , also z = u , doch das ist absurd. Es gilt also z = v . Damit ist
{z} = {u} und Teil (a) liefert

{z,y} = {w,v} ={z,v} ,

also y = v , wieder mit (a).

Aufgabe 2 Zu zeigen ist zunichst: ® ist injektiv. Seien dazu f,g € ZX>*Y mit
O (f)=2(9) -
Dann ist fiir alle (z,y) € X x Y

f(z,y)=1[2(f) (@)](y) =[®(9) (@) (y) =g (z,y) ,

d.h. f =g . Somit ist ® injektiv.
Nun ist zu zeigen, dass ® auch surjektiv ist. Sei g € (ZY)X beliebig. Definiere f € ZX*Y
durch

f(z,y):=g()(y)
fiir alle (z,y) € X x Y . Dann ist
(@ (f) ()] (y) = f(z,y) =g(2)(y) .

Es folgt @ (f) = g ,d.h. ® ist surjektiv.
SchlieBlich ist ® (f) () fiir alle f € Z**Y und z € X zu berechnen. Es gilt ® (f) (z) € ZY ,
d.h. ®(f) (z) ist eine Abbildung Y — Z | und zwar

(f)(z):Y — Z:y—[2(f) @)](y) = f (z,9) ;
d.h. ®(f) (z) ist die Abbildung f mit ”festgehaltenem” 1. Argument z .

Aufgabe 3 Sei
FiX —PX)



Analysis I Losungsblatt 2

eine beliebige Abbildung. Betrachte die Menge
M ={zeX|z¢ f(x)} .

Es gilt M € P (X). Angenommen, es giibe ein z € X mit f (z) = M . Wiare x € M , so wiirde
folgen:

r¢ flz)=M,
Widerspruch ! Damit ist x ¢ M . Aber es folgt

z€fz)=M,

auch ein Widerspruch! Daher existiert kein z € X mit f (z) = M und f kann nicht surjektiv
sein.

Aufgabe 4

-1
(a) Seize f (UjeJ Bj) . Dies bedeutet, dass

f@)elJB;.

jeJ

-1
Damit gibt es ein k € J , so dass f (z) € By , mit anderen Worten, = € f (By) . Insbesondere
gilt

-1
T e U f (B]) .
jed
Da z beliebig gew#hlt war, ist also

7 (U Bj> < 7B .

jeJ jeJ

—1 -1
Sei nun umgekehrt x € (J,.; f (B;) .Es gibt dann ein k € J mit z € f (By), dh. f(z) € By .
Insbesondere gilt f (z) € U,c; B; , d-h.

jeJ

Somit ist auch die andere Inklusion bewiesen, und es folgt Gleichheit.
-1
(b) Esgilt z € f (ﬂjej Bj> genau dann, wenn f (z) € ;.; B; genau dann, wenn fiir alle

-1
j € Jgilt f(x) € B; . Dies ist dazu dquivalent, dass fiir alle j € J gilt z € f (B;) , und dies

-1
gilt genau dann, wenn x € (¢, f (B;)) -
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(c) Seiyef (U]EJAJ) . D.h., es gibt 2 € J;c; Aj mit f(z) =y . Es gibt ein k € J mit
z € Ay . Damit ist y = f (z) € f(Ay) . Alsogilt y € U e, f(4;) -

Sei umgekehrt y € |J,.; f (4;) . Dann gibt es ein k € J mit y € f (Ay) . Dies bedeutet,
dass es ein z € Ay gibt mit y = f (z) . Da insbesondere z € |J;.; 4; , folgt somit y = f (z) €

f (UjeJ AJ’) :

(d) Seiye f <ﬂj€JAj> , d.h., es gibt ein z € (;; A; mit y = f(z) . Da also z € A; fiir

alle j € J , folgt, dass fiir alle j € J gilt y = f () € f(4;) , alsoy € ;c; [ (4;) -
In der letzten Formel gilt im allgemeinen keine Gleichheit. Sei etwa

X=J={12} , A ={1} , Ay={2} , f:X—X:zr—1.
Dann gilt
FAINAY) = f(0) =0 {1} ={1}n{1} = f(A) N [ (A) .
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Aufgabe 1
(a) Behauptung: Es gibt eine Abbildung

[iXm — Xo,
die

(i)  injektiv ist, genau dann wenn m < n ist.
(ii) surjektiv ist, genau dann wenn m > n ist.
(iii) bijektiv ist, genau dann wenn m = n ist.

Beweis von (i). Seim <n,d.h. m Cn . Dann ist die Inklusionsabbildung
jim—mn:k+—jk):=k
injektiv. Da #X,, = m , #X,, = n existieren bijektive Abbildungen
p:m— X, und v:n— X, .
Wir definieren nun
fi=vojout:X, —X,.
Dieses f ist als Verkettung injektiver Abbildungen selbst injektiv.
Umgekehrt existiere nun eine injektive Abbildung
f:Xm— X, .
Da die Vereinigung
X = [ (Xm) U (Xp \ f (X))
disjunkt ist, folgt nach Hauptsatz 3.7
#(Xn) = #(f (Xm)) + # (X \ [ (X)) Z #(f (Xw)) ,
also
m =t (Xm) = # (f (Xm)) < # (Xn) = n
(Schubfachprinzip: Wenn man m Gegensténde auf n Schubfiicher verteilt und wenn m > n ist,

so liegt in wenigstens einem Schubfach mehr als ein Gegenstand.)

Beweis von (ii). Sei m > n , also m D n . Mit den gleichen Bezeichnungen wie oben ergibt
sich, daf die Abbildungen

k , k<n

p:m—>n:kr—>p(k)::{n_1 k> n

und
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f=vopout:X, —X,.
surjektiv sind.
Sei nun eine surjektive Abbildung
f: X, — X,
gegeben. Dann existiert eine injektive Abbildung
g:Xn — X
(mit fog=idy, , vgl. Satz 4.1). Aus (i) folgt damit n < m .

Beweis von (iii). Durch Kombination der ersten beiden Aussagen folgt, dal m = n sein muf,
falls eine bijektive Abbildung f : X,, — X,, existiert.

Ist m = n , so ist die Abbildung
vou ™t X, — X,
bijektiv.
(b)  Definiere

z n gerade
fN—Z:n— falls

_n+l

> n ungerade

Dann ist f bijektiv, denn sei f (n) = f (m) . Es folgt, dal entweder m und n beide gerade oder
beide ungerade sein miissen, da sonst f (n) und f (m) unterschiedliche Vorzeichen hétten. Also
ist entweder

nom
2 2

oder

2 2

In beiden Fillen folgt sofort m = n , d.h. f ist injektiv. Sei m € Z beliebig vorgegeben. Falls
m < 0, so ist

—(n+1) —%m+D.

m=f(-2m—1) .
Falls m > 0, so ist m = f (2m) . Also ist f auch surjektiv.

Aufgabe 2
(a)
(i)  Reflexivitét: Fiir alle A € P (X) gilt

A<A , daACA.
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(ii) Antisymmetrie: Seien A, B € B (X) mit
A<B und B<A,
d.h.
BCA und ACB,

also A=DB .
(iii) Transitivitét: Seien A, B,C € P (X) mit

A<B und B<C,
d.h.
BcA und CCB.

Wegen der Transitivitidt der Inklusion (vgl. Vorlesung) folgt C' C A ; also A< C'.
Die Ordnung ist genau dann total, wenn #X < 1 ist. Dies sieht man so: Sei
#X < 1. Dann ist P (X) = {0, X} . Wegen

pch , 0cX , XcX

ist die Ordnung in diesem Fall total. Ist #X > 1, so existieren Elemente z,y € X mit
x # vy . Dann gilt

{z} £{y} wnd {z} £ {y},

also ist die Ordnung in diesem Fall nicht total.
(b) Seien A, B € P (X) . Dann gilt fiir C:= AN B, daf§
A<C und B<C
ist.
(c) Wegen ) C A fiir alle A € P (X),dh. A<D, ist M := 0 das groBte Element.

Aufgabe 3
(a) Seia € A ; wir filthren den Beweis durch Fallunterscheidung. Ist a € B, so ist
ace ANBC(ANB)U(ANB) .

Ist a ¢ B, so folgt dhnlicha € AN BC (ANB)U(ANB) .
Sei umgekehrt a € (A~ B) U (AN B) , so folgt

a€(ANB)CA oder ac(ANB)CA,

alsoaec A .
Fiir die Disjunktheit ist fiir alle y die Relation y ¢ (A~ B) N (AN B) zu zeigen. Wir
nehmen im Gegenteil y € (A~ B) N (AN B) an. Dann folgt

ye(ANB) und ye€(ANB)
also y ¢ B und y € B ; ein Widerspruch.

(b) Seive AUB,dh. (ve A)V (ve B). Wieder gehen wir durch Fallunterscheidung
vor, wobei fiir v € B bereits v € (AN B) U B gezeigt ist. Sei also v ¢ B . Da weiterhin
(ve A)V (v e B),ist auch hier v € (A~ B) U B Klar erfiillt.
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Die umgekehrte Inklusion ist trivial, und die Disjunktheit wird wie oben bewiesen.

(c) Die zu folgernden Formeln sind eine direkte Konsequenz von Hauptsatz 3.7 und geeigneter
Kombination.

Aufgabe 4

(a) Induktionsanfang: n =0

4
k=0
Induktionsvoraussetzung (IV') :
k3 — (n
4
k=0

Induktionsschritt: n ~n +1

n+1 n 2 2

1
SR =(n+1) + mipﬁqﬁ+ﬁﬁ%il:

k=0

(n+1)*(n*+4n+4)  (n+1)*(n+2)°
4 N 4

(b) Induktionsanfang: n =1

i N SR O
hﬂkk+1 1(14+1) 2 = 1+41°

Induktionsvoraussetzung:

3

1,1
p k(k+1) n+1
Induktionsschritt: n ~» n + 1
n+1
1 1
Y s - > e
kk—l— (n+1 n~|—2 kk—l— (n+1)(n+2) n+1
B n+2)—-1 1
(n+1)(n+2) n+2"
Aufgabe 5 Wir definieren die Abbildung
v T #a
fu: X —Y x+— falls
U r=a

Wegen a # b ist dann
= pr, (fu) 7é pry (fu) =,

10
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also pr, # pry .

11
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Aufgabe 1 Es gilt fiir alle a,a’,b,0' € R
1 1
(a,b) o (a', V) = (aa' + 0, 5 (ab’ + a'b)) = <a'a +0'b, 5 (a'b+ ab’)) = (a’, V') o (a,b) .

Damit ist o kommutativ.
Andererseits gilt

(1L1)o(1,1) = (2,1) und (1,1)0(0,1):<1,%),

also

((17 1) © (17 1)) o (07 1) = (17 *) # (gv ) = (17 1) o ((17 1) © (07 1)) )

also ist o nicht assoziativ.

Aufgabe 2

(a)  Zu zeigen ist: Fiir alle k > 1 ist 2k + 1 € M . Beweis durch Induktion. Es gilt 2- 141 =
3eM.

Es gelte nun £ > 1 und 2l + 1 € M fiir alle 1 <1 < k. Die Zahl k ist entweder gerade
oder ungerade.

Sei zunéichst k gerade. Dann ist k 4+ 1 ungerade. Da k > 1 | ist

E+1<2k+1.

Nach Induktionsvoraussetzung sind alle ungeraden Zahlen < 2k+11in M . Also folgt k+1 € M .
Damit ist aber auch

2(k+1)+1e M.
Sei nun k£ ungerade. Dann ist auch k + 2 ungerade; da k > 1 , gilt
E+2<2k+1,
liegt also wie eben in M . Also gilt auch
2k+1)+1=2(k+2)—1€ M.
Damit ist die Behauptung bewiesen.
(b) In der Tat gilt
2" <n! firalle n>14.
Denn fiir n = 4 gilt
28 =16 < 24 = 4!

12
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Sei n > 4 und gelte 2" < n! . Dann folgt

n>1

ot —9.9" L 2. 1" (n 1) nl = (n+ 1),

also die Behauptung.

Aufgabe 3

(a) Zu festem k > 1 fithren wir eine Induktion nach n . Fiir n = 0 ist

()= () - (0)

J

Sei n > 0 und gelte

Damit folgt

(¢) Beweis durch Induktion nach k . Fiir k£ = 1 gilt:

#Mm:l:(n):(n—i—l—l) fiir alle neN .

n n

Sei k > 1 und gelte
k—1
HM, = <n + ) fiir allen € N
n

Fiir n,k € N, 0 < j < n definiere die Menge

k
Ank+1,5) = {SENIFrl } Zsl:n—j,8k+1=j} )
=1

Dann ist (A (n,k +1,7)),-, ., eine Partition von M (n, k + 1) und

#A(n,k+1,5) =#M (n—j, k)

13

Losungsblatt 4
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Es folgt
HM (nk+1) =Y #AMmk+1,5) =Y #M(n—jk)
j=0

J=0

also durch Umsummation und mit Teil (a)

MGkt ) = 3 =) C 3 (IR
=0

Aufgabe 4
(a) Zunéchst gilt fiir alle a € K
a0 = 0=a+(-a)>-a

also, indem man dies auf —a anwendet,

a>0 & —-a<0.
AuBlerdem gilt

a,b>0 = a+b>=b>0.
Seien nun z,y € K . Sind beide > 0 , so folgt sofort
zyz2x-0=0.

Sind beide < 0 , so sind —z und —y beide > 0 , also auch

0< (=2)(-y) =2y .

Umgekehrt sei nun xy > 0 . Zu zeigen ist: x und y beide > 0 oder beide < 0. Ist x =0
oder y = 0, so ist dies stets der Fall. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sind also x # 0
und y # 0 . Ist z > 0, so folgt y > 0 , denn sonst wiire

0<ay=—(z(-y) <0,

Widerspruch! Ist z < 0, so ist —z > 0 , und aus dem obigen folgt —y > 0 . Die Behauptung
ist bewiesen.

(b) Seiz > 0und zy > 0. Nach (a) ist y > 0 und weiterhin ist y # 0 , also ist y > 0 . Ist
umgekehrt y > 0, so folgt wegen x > 0, dass xy > 0. Aber zy # 0, also folgt die Behauptung.

Aufgabe 5

(a) Bezeichne 1 das neutrale Element der Gruppe (K ~\ {0} ,-) , d.h. das eindeutig bestimmte
Element 1 € K , welches
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fiir alle @ € K erfiillt. Dann ist 1 # 0 . Da K total geordnet ist, gilt dann

1<0 oder 1>0.
Wire 1 < 0, so wire —1 > 0 und somit

0<(-1)(-1)=1<0,

Widerspruch ! Also gilt 1 > 0 und insbesondere

2:=14+1>1>0.
Insbesondere ist 2 invertierbar in K. Da

0<1=2-27"1

ist, folgt aus (b), dass 0 < 271 .Definiere nun

2 =2 (z+y) .
Aus z < y folgt

r=x+rx<zxt+y<yt+y=2y,
also
r=212r<z<2 . 2y=y.

(b)  Angenommen, K sei endlich. Sei z € K das kleinste Element von K und y das kleinste
Element von K ~ {z}. Es gilt also z < y . Aber es gibt ein z € K mit x < z < y, Dann ist
z € K~ {z} , aber kleiner als y , Widerspruch!

15
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Aufgabe 1
(a) Es gilt
2% — 2bxy + b*y? = (x —by)®> >0,
also folgt 22 + b*y? > 2bxy . Nun ist b~! > 0 (vgl. Aufgabe 4, Blatt 4). Damit folgt
1
2zy = b "2bry < b (2% 4 b%y?) = gsc2 + by* .
(b) Die Ungleichung x —I—% < y+§ ist genau dann erfiillt, wenn x —y < % — % ; was dquivalent
ist zu

r—Yy

Ty
Wegen 1 < z < y ist xy > 1, deshalb ist die letzte Ungleichung und mit ihr die Behauptung
erfiillt.

rT—y<

Aufgabe 2

(a)  Wir unterscheiden die Féllea=0,a>0und a <0 .

Fall a =0 und b=0 :  Es folgt sofort aus der Definition der Mengen A und B , daf

0 c<0
A={zeR|c>0}= falls
R c=0
und
0 c>0
B={zeR|c<0}= falls
R c<0

Fall a =0 und b#0 : Esist

b-x+c{ z }0

C < c
}_E falls b>0 , x{>}—g falls b<O0.

genau dann wenn,

g

NV

Somit ist

16
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[—%,oo[ b>0 }—oo,—ﬂ b>0
A= falls und B = falls
}—oo,—‘ﬂ b<0 [—%,oo[ b<0
Fall a >0 : In diesem Fall hat man

b b
A:{xER|x2+—~x+E>O} , B:{x€R|x2+—-x+E<O}
a a a a

und es gilt

genau dann, wenn

Deshalb ist
A=R und B=0 fallsb?®—4ac<0.

Wenn b? — 4ac > 0 , dann ist (x) mit Lemma 4.11 dquivalent zu

(2}

< 2a

Jrb
x —_—
2a

Definiert man

_ =b+ Vb —dac —b —Vb% —4ac

und x5 = )
2a 2a

so bedeutet (xx) einerseits (Fall > )

b b2 —4 b Vb2 —4
:L*—i——}iac oder — |z+ — >7ac7
2a 2a 2a 2a

X1 .

d.h.
r>x, oder x <z,

und andererseits (Fall < )

2a 2a

b) o Vb2 — 4dac

b b2 — 4dac
r+—<—— und —|(z+ — ,
2a

d.h.

Somit ist

A =]—00,x3]U[z1,00] und B = [z2,24] .

17
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b2 - dac=0
\ b? - dac >0

Tr1 = To T )

b? - dac < 0

Fall a <0 :  Multipliziert man alle Ungleichungen mit —1 , sieht man sofort, dal man
nur A und B vertauschen und a,b,c durch —a, —b, —c ersetzen mufl. Formal kann man dies
folgendermaflen schreiben: Sei

Afa,bc):={zeR|a-2>+b-z+c>0}
und
B(a,bc):={ze€R|a-2*+b-z+c<0} .
Es gilt dann
A(a,b,c):={zeR| (-a) 2>+ (=b) -z + (—c) < 0} = B(—a,—b,—c)
und
B(a,b,c):={z eR| (—a)-2* + (=b) -z + (—c) 2 0} = A(—a,—b,—c) .

(b)  Weil Quadrate reeller Zahlen stets positiv sind, gilt

2

2
22+ azy + by? = (m—i—gy) +yz(4b—a2) >0 fir allex,y € R

genau dann, wenn 4b — a? > 0 ist. Es folgt

C={(a,b) eR*| 4b—a® >0} .

Aufgabe 3

(a) Diese Gleichung ist trivial, da ohne Einschréinkung a < b, d.h.
min (a,b) =a und max(a,b) =05

angenommen werden kann.

(b) Da beide Seiten der Gleichung invariant unter Vertauschung von a und b sind, kann man
OE a > b annehmen. Dann ist |a — b| = a — b und damit

1
§(a+b+|a—b|):a:max(a,b) .

(c) Die dritte Gleichung wird analog bewiesen, oder man fiihrt sich mittels min (a,b) =
—max (—a, —b) auf die vorige zuriick. Als weiterer alternativer Beweis kann man die Gleichung
(b) von der in (a) abziehen.

18
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Aufgabe 4 Wir setzen
sx:=supX und sy :=supY .

Da nach Voraussetzung X und Y beschrénkt sind, gilt sx, sy € R und da R total geordnet ist,
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf3

Sx < Sy
ist, d.h. max (sx, sy) = Sy .

(a)  Da X UY nichtleer und beschrénkt ist, existiert sup(X UY) € R. Firallez € X UY
ist z < sy , so daf} sy eine obere Schranke von X UY ist.

Kein £ € X UY mit £ < sy kann obere Schranke von X U Y sein, denn nach der
Approximationseigenschaft des Supremums existiert ein y € Y mit

E<y<sy.
Der Beweis fiir das Infimum verlduft analog, indem man die Ordnungsrelation umdreht. Alter-
nativ kann man sich auch auf das bereits Gezeigte zuriickziehen, indem man inf A = —sup (—A)
verwendet.

(b) Da X NY nichtleer und beschrénkt ist, existiert sup (X NY) € R . Firallez € X NY
ist z € X und deshalb x < sx . Es ist also sx eine obere Schranke von X NY und folglich

sup (X NY) < sx = min (sx,sy) .
Es kann auch strikt kleiner gelten, wie man an dem Beispiel
X :={-1,0,1} , Y :={-2,0,2}
sehen kann, denn es ist
0=sup(XNY)<min(sup X,supY)=1.

Der Beweis fiir das Infimum verlduft erneut analog.
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Aufgabe 1
(a) Es gilt
2\" 3 2\" 3
Supn,m}l _g + = = Supn}l 5 + Supm21 -
m 3 m
Falls my > my > 1, folgt mil < % . Damit ist
3 3
SUPysy — == =3
- m 1

Weiter gilt (—%)n > ( genau dann, wenn n gerade ist, und es gilt fiir n;y > ny > 1, dass

(5 [<103)

)2 = g . Es folgt

su 2 n—i-i —3—1—é
Prmz1 1\ 73 | Ty 9

also gilt Gleichheit, und dies ist ein Maximum.
Wie oben gilt

: 2\" 3] . 2\" . 3
1nfn,m21 —g +E :1nfn>1 —g —+—1nfm>1% .

Nach der obigen Uberlegung ist
- 2\" 2\' 2
inf,, — ) =(—-z) =—%.
3 3 3

. 3 .
inf,,>1 —=3-inf,,>; — =0,
m m

<

Damit ist sup, - (—%)n = (—

wrno

Weiter gilt

also
2\" 3 2 2
i fnm -5 —| =73 -9
inf,, 1 {( 3> —i—m} 3+0 3
Aber
2\" 2
(__> +§>—— fir alle n,m >1,
3 m 3

also ist dies kein Minimum.
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(b) Seiz, :=+v/n+1—y/n. Dannist z, > 0 fiir alle n € N und damit inf X > 0. Tatséchlich
gilt inf X = 0 . Denn mit der binomischen Formel folgt

N  (Wn+1-n) (WVn+1+n) 1 1
" Vn+1+n S VnFl4+vn  Vn+l o

Nun sei € > 0 . Zu zeigen ist: Es gibt ein n € N mit x,, < ¢ . Denn dann folgt die Behauptung
mit der Approximationseigenschaft des Infimums. Nach dem Satz von Archimedes gibt es aber
einneNmitn>a%—1,also

1
vn+1

und die Behauptung ist bewiesen. Da stets x,, > 0 , ist inf X kein Minimum.
Sein € N. Es gilt

>

Z T,

xn+1—xn:\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ<0.

Denn es gilt

Vnn+2)=vn2+2n<vVn2+2n+1=n+1
und somit

2

(\/m+\/ﬁ)2:2n+2+2\/m<4(n+1)= (wm)

Die Folge (zn),cy ist also streng fallend. Es folgt sup X = 29 = 1 . Dies ist offenbar ein
Maximum.

Aufgabe 2 Es gilt

2_5i—(2_5i)(4_3i)—i(8—6i—20i—15)——1+z’-( 26)

44+30  (4+30)(4—3i) 25 25 25
und
9 4 . (.2)5 . (1 2) 2
4.1 ( EEN() —2) — 2 1
L) = . . = —[(—4-i—i)(1—2i)]
1+ 2 (14 2¢) (1 —2q) 25
= 1( 10—5-4)% = 1(100 25+100-t) =3+4-i
~ 25 YT o5 - -
Aufgabe 3
(a) Es gilt
: _ 1
inf,cz, |2| = infp, 21 H >0.
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Ist €> 0, so gibt es ein n € N mit n > max(l 1) also gilt mit z:=mn,dass |z| =n>1und

‘—i‘ 1 <. Alsoist das Infimum = 0 . Da fiir alle |z| > 1 gllt n >0 1st dies kein Minimum.
Da Welter ‘Z| < 1 und dies fiir z = 1 zu einer Gleichung wird, 1st max |Z1\ =sup|Z|=1.

/1 ist die punktierte Kreisscheibe mit Radius 1 und Mittelpunkt 0 , inklusive des Randes.
(b)  Wieder gilt
z—1
z+1

=

inf |ZQ| = inf1m2>0

Andererseits gilt fiir z =7 , dass 2_4: = 2%. =0 . Also ist das Infimum = 0 und ein Minimum.

Andererseits gilt fiir Imz > 0
lz—i’=(z—i)(Z+i) =2 - 2Imz+1 < |2+ 2Imz 41 = |z + 4|

also
Z—1
z+1

<1 und insbesondere sup|Z;| <1

Es gilt sogar sup |Z3| = 1 . Ist ndimlich 0 < e < 1, so gibt es nach Archimedes ein n € N mit

2e

n > .
1—¢

Es folgt
e-li-(n+1)+il=ec-n+2)<n=1i-(n+1)—1,
also mit z:=1i-(n+1)

i-(n+1)—
i-(n+1)+i

Z—1
z+1

e < und Imz=n+1>0.

Damit ist sup |Z2| = 1 und dies ist kein Maximum, da stets }ZT} <lwennImz>0.

Die Menge Z ist die Kreisscheibe mit Radius 1 und Mittelpunkt 0 , ohne den Rand.

Aufgabe 4 Man sieht von auflen nach innen die Kugeln beziiglich der Metriken d, ds, d; :
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Sei (z,y) € B(0,r,d;) . Dann ist
d2(0’ <‘r’y)) _‘T +y z +2|$| |y| +y _dl (07 ('Tay))Z < T2 )

also ds (0, (z, y)) r und somit (z,y) € B(0,r,ds) .
Sei (z,y) € B(0,7,ds) . Dann ist

B
dos (0, (2,9))” = (max |z, [y]))” = max (2%, 4°) <2® +¢* = (0, (,9))" <%,

also dw (0, (z,y)) < r und somit (z,y) € B(0,7,dx) -
Sei (z, )GB( ,T,ds) . Dann ist
(

dy (0, (z,9)) = [z[ + [y| < 2max (2], |y[) = 2dw (0, (z,y)) < 2r,
also ist (z,y) € B(0,2r,d;) .

Es gilt

T
B(0,p,d) C B(0,r.dy) <= p<—.

(0, p,d>) ( 1) P 2

In der Tat: Sei (z,y) € B (0, Lz,dg) . Dann gilt
r 2
2 2 2 2
0, (o) = ()" =+ 7+ 2ol ol < 2 1o+ ) <2 () =,

da
2 (|2 + [y”) = (&% + v* + 2]l [y]) = [ = 2|2 |y| + |y[* = (|z| = [y))* > 0
Damit ist d; (0, (z,y)) < 7, mithin (z,y) € B(0,r,d;) .
Andererseits gilt fiir (a:, y) = ( VoL \/5> , dass

b0, () =22 =,

d.h. (z,y) € B(0,p,dy) . Gilt also B (0, p,dy) C B(0,7,d;) , so folgt (z,y) € B(0,r,dy) , das
heift

r=di(0,(z,y)) = =V2-p,

\/’
mit anderen Worten, p < % . Damit ist die obige Aquivalenz bewiesen und der maximale
Radius ist p = % .
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Aufgabe 1
(a) Es folgt aus der Dreiecksungleichung, dass
d(z,2) —d(z,y) <d(z,y) .
Da d(y,z) = d(z,y) , kann man = und y auf der linken Seite vertauschen, und es gilt
d(y,z) —d(z,2) <d(z,y) .
Insgesamt gilt also |d(x,z) —d(z,y)| < d(z,y) .
(b)  Mit der Dreiecksungleichung fiir |-| und (a) folgt
|d(z,y) —d(z,w)| = |d(z,y) —d(y,2) +d(y,2) — d(z,w)] <

<ld(z,y) —d(y, 2)| +1d(y, 2) — d(z,w)| < d(z,2) +d(y,w) .
(c) Nach der Vierecksungleichung ist
|d (zn,yn) — d(2,y)] <d(2n, @) +d (Yn,y) -

Da nach Voraussetzung

limy, o0 d (2, ) = limy, o0 d (Yn,y) =0
gilt, folgt lim,, o d (2, yn) = d (x,y) .
(d) Es folgt unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften fiir d , dass

6(x,y) >0 firallex,ye X

und

6(x,y) =0 genau dann, wenn z =7y .

Fir a,b > —1 gilt

a<h e L b
1+a 1+
Denn
2 éL<:>a+ab:a-(1~l—b)gb-(1+a):b+ab<:>a<b.
1+a 1+
Es folgt

_d(z,y) d(z,z)+d(z,y)
6 (x,9) = 1+d(z,y) S L+d(z,2)+d(z,y)

_ d(z,2) n d(z,y)
1+d(z,2) +d(zy)  1+d(z2)+d(zy)
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_ d@e) _d)
S 1+d(z,2)  1+d(zy)

=6(x,2)+6(z,y) ,

d.h. ¢ erfiillt ebenfalls die Dreiecksungleichung. Somit ist auch (X, ) ein metrischer Raum.
Es gilt 6 (z,y) < 1 fiir alle z,y € X , denn fiir z = y gilt ¢ (x,y) = 0 und sonst ist

d(z,y) d(z,y)
@) = T iy “ Ay

Insbesondere gilt B (x,1,6) = X fiir alle z € X .

Aufgabe 2 Wir zeigen zuniéichst mit vollstandiger Induktion, daf§ die Folge (z,),y streng
monoton wichst. Es ist

T —20=3—-2=1>0
und setzen wir voraus, daf} x,, — x,,_1 > 0 ist, so folgt

T Ly 1
xn+1—xn:7+2— 21—2:§(a:n—xn,1)>0.
Des weiteren ist x, < 4 fiir alle n , wie wir ebenfalls durch Induktion sehen. Der Induktions-

anfang xo = 2 ist klar und ist x,, < 4, so ist auch

Tn 4
xn+1:7+2<§+2:4

Es folgt aus Monotonie und Beschréinktheit, da8 die Folge (), .y konvergiert. Der Limes x
erfilllt die Gleichung

r=—=4+2,

T
2

also folgt = = lim,, oo x, =4 .

Aufgabe 3

(a) Fiirn # 0 ist

n? (T+24+5) T+24%
nd(3+4)  3+4

Unter Benutzung der Grenzwertregeln folgt, daf3 die Folge konvergiert mit

Ay =

7 T4 2ilim, e+ limy, e 5o

> = lim,, o ay -
3 3+ 4ilim,, . & Hhinoo @
(b) Ist n von der Form n = 4k + 2 fiir ein k € N | so ist
=2 (i = —1F = —1

und damit

agpro = VaAk + 2+ VAk + 3 > Vk ,
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d.h. die Folge (ay),,cy ist nicht beschrénkt und deshalb auch nicht konvergent.
(c) Esist

9" 4 i |n? — 42) LT
|an| = o +(=1) Vol <

< 2n  n? 42 7

\m-f—m-i-m —8n4+1\
2" n? 42 7

< 4 - max N Ty Ty s )
n!' ' n'n!" ¥nt+1
wobei wir die Dreiecksungleichung benutzt haben sowie die Identititen |i| = )(—1)"! =1.

Man kann nun leicht zeigen, z.B. mit vollstéindiger Induktion, daf} fiir n > 6 gilt
2" n? 42 7 o 7
max{ —, —, —, ——— ¢ < — .
n!’n!’nl’ ¥nt+1 vn
49

Sei ein € > 0 beliebig vorgegeben. Nach Archimedes existiert ein ng € N mit ng > 16 - %5 . Fiir
alle n > max (6, ng) ist dann

7 7
lan| <4 —— < —.
\/ o g

Es folgt, daB (ay),.y gegen Null konvergiert.

(d) Die Folge (ay),,cy ist genau dann konvergent, wenn (a,,), . ,ger: konvergiert. Fiir allen > 1
ist ¢/n > 1, wie sofort durch Potenzieren mit n folgt. Setzen wir

bp = Yn—1,

so ist 6, > 0 fiir alle n > 1 und mit der Abschétzung aus Aufgabe 4 folgt
1
n=1+6,)"> §n(n— 1)62 .
Fiir n > 2 folgt 62 < % . Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Dann gilt fiir alle

2
n}N(e)::1+€—2,

5 2 2
—_— =
" n—-1"\1+2-1

ist. Es folgt, daf3 ((Sn)@2 eine Nullfolge ist, also gilt lim,, .., a, =1 .

daf

N

Aufgabe 4 Wir beweisen die erste Aussage mit vollstéindiger Induktion nach n . Fiir n = 0

ist wegen 0 < k <n
0y (0 - 0!
k) \o) 0l (0-0)"
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n — 1 ~ n : Per definitionem ist

()= (o) ()

Falls K =n , ist

Falls k < n folgt mit der Induktionsvoraussetzung

(-G () -
(n—1)! (n—1)!
TG0k Hm—1—h)

=D =1k +(n—-1 (k-1 (n—-Fk)
B (k=1 (n—k)k'(n—1—EF)! B

Ck(n=D'+(n—-k)(n-1)! n! B
B (n — k)k! ~kl(n—k)!
B n! B n
Cn—k)K \n—k)°
Es folgt
n! 1L, ! IL, !

E!'(n —k)! (Hle l) ( ?;f l) (Hle l) (Hln:k—l—l (I - k))

I § R -~y A=y
(H?:kﬂ(l_k)) H [—k 111 L

I=k+1

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus der Indexverschiebung [ ~~ [ 4 k folgt. Es ist aulerdem

f[nqu—k_iH?ll_ n! _(n
R Ro-R \k)C

=1 =1

Die Ungleichung
1
(1+a)" > én(n— 1)a?

ist wegen (1+a)" > 0 trivialerweise fiir n = 0 und n = 1 erfiillt. Fiir n > 2 folgt mit dem
Binomischen Lehrsatz

=3 (1= 3 ()t =1enas (§)e s

2
k=0 k=0

n\ o n! o 1 9
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Aufgabe 1
(a) Nach Aufgabe 4, Blatt 7 ist

1 (n\ 1 n! 1 Lrn—k+1 _ 1

i =—.—— . J=——<-=,

nk (k:) nk El(n—Fk)! k! E n k!
da fiir alle 1 <1 < k < ngilt

—k+1
0< 220,
n

Durch Induktion nach k& sieht man
1 1 .
Egﬁ fir alle k € N .

Fiir alle n € N folgt aus (a) einerseits mit der binomischen Formel

(b)
1\" /M1 1
() SR
k=0 k=0
und anderseits mit der geometrischen Summenformel
n n n n—1
1 1 1 1
PRI AR DI =t D DL
k=0 k=1 k=1 k=0
11— (H)"
— 1 _|_ (21) < 1 + - _ 3
11 1
2 2

Da die rechte Seite der Ungleichung von n unabhingig ist, folgt

()
1 n
SUp,>1 <1 + —) <3.
n
Weiterhin gilt fiir n = 3
oL ° 64
3) 21’

Schliellich bleibt zu zeigen, dass die Folge streng monoton wiichst. Es gilt mit der Bernoulli-

schen Ungleichung

1 )(n+2 n >n=<1+ni1)(1—ﬁll)2)n>

<1+n—|—1 n+l n+1
> (1+557) (1- mfﬁ) = G () e ) o) =
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Damit folgt

1 n+1 1 n
<1+ ) >(1+_) |
n+1 n

Also ist die Folge ((1 + %)n)n>1 streng monoton und nach (b) beschréinkt, konvergiert also mit
64 . \" \"
— <lim, (1+—| =sup,>;3(1+— <3,
27 n g n

Aufgabe 2
(a) Esist

n 4+ 2 n+1
ap = > =vn+1.
vn+1 vn+1

Damit ist die Folge unbeschriinkt, also auch divergent.

(b) Fiir ¢ =1 ist a,, = 2" | also (a,) divergent, weil unbeschrénkt. Ist ¢ # 1 , so ist

(=g, -1 [ (1+¢) 1"

k=0

In der Tat: Beweis durch Induktion nach n . Der Induktionsanfang n = 0 ist klar, da ag = 1+g¢q
ist. Weiter gilt unter der Induktionsvoraussetzung fiir n , dass
. (1 —|— q2n+l) =

(1—Q)ﬁ (1+q2k> =(1-q)- [ﬁ (1+q2k)

also die obige Formel. Damit gilt

1 . 2n+1
an, = a
l—gq
Aus dieser Formel folgt sofort, dass (a,) genau dann konvergent ist, wenn (anH) kon-
vergiert. In diesem Fall gilt

. 1—lim, q2n+1
lim,a, = —————
I—gq
und
2
lim,, q2 A lim,, q2 i lim,, q2 2 (limn q2 H) ,
also

+1

lim, ¢*"" =1, falls lim, q2"+1 #0 ist.
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Sei |q| <1 . Da ’C.I?nﬂ - 0’ = |q|2n+1 folgt aus Beispiel 5.3.4

2n+1

lim,, q =0,

also
1

lim, a, = — .
l—¢q

Sei g > 1 . Nach Korollar 4.10.i ist <|q|2n+1> als Teilfolge der unbeschrinkten und
wachsende Folge <|q|k> unbeschrénkt, somit divergent, und gleiches folgt fiir (a,,) .
Bleibt der Fall ¢ # 1 mit |¢| = 1 . Falls <q2n+1) konvergiert, gilt

n+1 2n+1

lim, ¢*"" | = lim, |q| =1,

also lim,, q2"+1 # 0 und somit lim,, anH = 1. Wir zeigen jetzt durch Widerspruch, dass ein

M e N mit ¢2"'"" =1 existiert. Sei also ¢*"" # 1 fir allen € N . Aus lim, ¢ =1 folgt die
Existenz eines N € N mit

n 1
’ 2+1—1)<§ fir allen > N .
Sei m 1= sup,>y ‘anH — 1‘ . Nach der Widerspruchsannahme gilt m # 0 und es gibt ein
N € N mit
2n+1 m .. ~
q —1’<5 fir alle n> N ;
es folgt

2'n+1

-1

I

m = Spycx |1

2M+1

also gibt es ein M € N mit m = ‘q — 1) , denn endliche Mengen haben ein Maximum.

Der Widerspruch ergibt sich nun aus den folgenden Ungleichungen :

% > ‘q2M+2 — 1‘ = '(q2M+1>2 — 1‘ = ’qQMH — 1) ’szH + 1’ =

el o o e )
3
5 q
Ist umgekehrt ¢ # 1 und " =1firein M €N, so gilt

2M+1
>

—1‘.

an+1 = (szH) =1 firalle n > M

n-+1 . . . . .
" = 1 und somit lim, a, = 0 . In diesem Fall kann man sogar zeigen, dass ein

also lim,, ¢ d
M € N existiert mit ¢*" ' = -1, d.h. a, =0 firallen > M .
Damit konvergiert die Folge (a,) genau dann, wenn |¢| < 1 ist, oder wenn ¢ # 1 ist und

ein M € N existiert mit ¢2" " =1 .
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Aufgabe 3

(a) Die Aussage ist wahr.
Denn definiere

b—a
n+1"

Dann ist (cp),cy C [a, b[ monoton wachsend mit sup,, ¢, = b , also gilt

Cp i=

lim,c, =b.

Insbesondere ist (¢,) eine Cauchyfolge. Aber b ¢ [a,b] . Also ist die Behauptung bewiesen.

(b) Die Aussage ist falsch.

Denn wenn (c,) C R eine Cauchyfolge ist, konvergiert (c,) gegen ein ¢ € R, da R

vollstindig ist, insbesondere ist ¢ der einzige Haufungspunkt von (c,) . Falls nun (7—1L)n>1 eine

Teilfolge von (c,) ist, ist 0 ein Hiufungspunkt und somit ¢ = 0 , d.h., (¢,) ist eine Nullfolge.

(c) Die Aussage ist wahr.
Sei néimlich (c,,),,cy C [a, b] eine Cauchyfolge. Da R vollstéindig ist, konvergiert (c,) gegen
ein c € R . Da fiir alle n € N gilt
a<c, <b,
folgt auch
a <c=lim,c, <b,

d.h. ¢ € [a,b] ; somit ist (¢,) in [a, b] konvergent und |a, b] ist vollstéindig.

(d) Die Aussage ist falsch.
Denn definiert man

__J 1 falls n gerade
=1 n falls n ungerade

)

so ist (¢,) unbeschrinkt, also divergent, aber der einzige Héufungspunkt von (c,) ist 1 .

Aufgabe 4 Man nehme an, dass (z,) nicht gegen z konvergierte. Damit géibe es ein e > 0 ,
so dass fiir alle k € N ein n > k existierte mit

|zn — 2| = d (20, 2) > €.
Sei ng = 0 mit
|2ny — 2| > €
und fiir alle k£ € N sei ngyq = ng + 1 mit
|2n, — 2| > € .

Dann wire (ny) eine Teilfolge von N | also (z,,) eine Teilfolge von (z,) . Insbesondere wire
(zn,) C C beschréinkt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass existierte eine Teilfolge (k)
von N | so dass (anl> konvergierte. Da (anl> eine konvergente Teilfolge von (z,) wire, wire
der Grenzwert

limy Zny, = 2 -
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Dies aber widerspricht

znkl—z‘>5 fir alle [ eN.

Damit konvergiert (z,) gegen z .
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Aufgabe 1

(a) Nach Rekursionsformel gilt

-1 '
(lj+1 — (lj = Eaj + E(ijl — aj = 7 (aj — aj,l) fiir ] 2 1

und somit a;1; —a; = (_71)] (ay — ag) = (_71)] fiur alle 5 > 0. Ist € > 0 vorgegeben, so existiert

ein N € N derart, daf3

-1

Z (aj11 — ay)

J=k

1—

-1 ;
1 J
< E laj 11 —aj| = E <§) <e fiurallek,l> N,

1
lay — ax| =
=k =k

da die geometrische Reihe konvergiert, also die Cauchy-Bedingung erfiillt. Dies liefert aber
gerade die Cauchy-Bedingung fiir die Folge (ay),, -

(b) Die Konvergenz der Folge ist nach dem (a)-Teil aufgrund der Vollstéindigkeit von R ge-
wihrleistet (Cauchy-Kriterium). Uber die Gleichung

ak—jz_;(aﬁl—aj)_kz_i(_?l)j_; (1_ (%1)k>

7=

erhélt man mit den Grenzwertsétzen limy a, = 2 - (1 —0) = 2 .

Aufgabe 2

(a) Sei e > 0 beliebig. Nehmen wir (B n > m an, so folgt fir a, := > j_, 4 mit Aufgabe
8.1.(a), daB

"1 &1 "1
lan—aml =3 5 =D 5= 2 WS
k=0 k=0 k=m+1
n n—m—1 1\n—m
- 1 L1 1=()" " _ 1
= 9k—1 o 9m+k o 9om 1— 1 =~ om—1
k=m+1 k=0 2

Da Qm%l < % fiir alle m > 2 ist, folgt |a, — a,,| < € fiir alle n > m > max (2, %) , dh (an),en
ist eine Cauchyfolge, also konvergent nach dem Cauchy-Kriterium.

Es gentigt auch zu beweisen, daf (a,),,.y nach oben beschréinkt ist (Satz 6.2). In der Tat
gilt nach Aufgabe 4.1.(c) folgende Abschitzung

33



Analysis 1 Losungsblatt

(b) Nach Aufgabe 8.1.(b) ist

n

. " . 1 © 1
Weiter sei m € N gegeben. Fiir jedes n > m gilt

() 20 B0 -Za Tl

k=0
Wegen lim,, "74 =lim, . 1— % =1firallel =0,...,m — 1, ist mit den Grenzwertregeln
m k—1 m k—1 m
1 n— 1 n—I 1
3 TE5 = 2 g T =2 =35
k=0 1=0 k=0 1=0 k=0

Es folgt
li 1+1 n>§m 1 fiir all eN
im, oo - = — fiir alle m
n prd k!

und daher auch lim,, ( ) >3 k, . Insgesamt folgt also Gleichheit der Limiten.
(¢) Nach Bemerkung 6.1.1 gilt

Q_Zﬂzzk_ Zkl Zkv'
k=0 k=0

k=n+1

Mit Aufgabe 8.1.(a) folgt dann

I e D e T
kn+1k' (n+1 ‘] (n+ 1)’ n+1)! l—n—Jrl n-n!

(d) Angenommen, e wire rational. Dann existieren p,q € N mit ¢ > 1 und e = 2 . Fiir alle

n > 1 folgte !

also insbesondere fiir n = ¢ folgt nach Multiplikation mit ¢!

q 1
()<p(q—1)!— i q—l'—Zq g—1)---(¢—k+1) < . <1.
k=0

Dies ist jedoch unmoglich, denn
q
p(g—1)! Zq g—1)---(¢g—k+1)€Z.
k=0

Somit haben wir einen Widerspruch und deshalb ist e irrational.
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Aufgabe 3 Wir schreiben S, := >}, ax .
(a) Esist

1 1 1+11_
2 k+1 k+2 2 k+3)

IS AR e _12": R S
) “\k+1 k+2 2 E+2 k+3)

k= k=0
_1 ] 1 1/1 1
2 n+ 2 2\2 n+3/)°
Es folgt lim,, .o S, = % — i = i .

(b)  Wir benutzen die geometrische Summenformel, wonach
1 &Ky 1-31 1 (=3 "
Spn=2)» — —— ] =2
Sat>(5) =2 o
k=0 k=0
und dieses konvergiert gegen % fiir n — oo .

) 1 1 1 1 :
(C) Es gllt \/T? 2 2+l 2 3 741 - Somit fOlgt

n n

- 1 1 1 1
SQnJrl:Z 22 = = —_— .
—~ 2 +1 24+17 2 [+1

=0 1=0

Da die harmonische Reihe divergiert, divergiert auch (San41),cy - Die Partialsummenfolge
(Sn)pen hat demnach eine divergente Teilfolge, ist also selbst divergent.

Aufgabe 4 Sei € > 0. Nach der Cauchy-Eigenschaft der Reihe existiert ein N € N derart,
dass

2n
0<n-ay, < Z ap <e firallen> N,
k=n+1

insbesondere fiir alle n > N

0<2n - aqg, < 2¢

und
2n +1 2n +1

0 < (2n+ ].) * Aonp+1 <

Dies zeigt, dafl |k - ax| < 3¢ fiir alle k£ > 2N gilt.
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Aufgabe 1

(a) Wir zeigen zunichst, dass T := limsup, 3 ein Hiufungspunkt von (), ist. Dazu
konstruieren wir eine gegen s konvergente Teilfolge.
Beachte zunéchst, dass (supl> i a:l) jey €ine fallende nach unten beschrénkte Folge ist, also
konvergiert mit
limy, sup;sy, ; = infy sup, 2 =7 .

Es gibt also ein 7 € N mit

N | —

}E — sup;; xl} <

Wegen der Approximationseigenschaft des Supremums gibt es ein a (0) > j mit

1
}Supl2j T — xa(O)} < 5
Es folgt mit der Dreieicksungleichung
‘E — a:a(o)| = ‘f — SUP;>; L1 + SUPs; 1 — xa(o)‘ < ‘E — sup;s; xl‘ + }supl%- T — Tao)| <1

Seien nun « (0) < - -+ < (k) mit
1
Tz < —— firalle 0<j<k.
T — a(] T iir alle J
Es gibt also ein j > a (k) + 1 mit

_ 1
}Q? - Supl% .Tl‘ § m .
Wegen der Approximationseigenschaft des Supremums gibt es ein « (k + 1) > j > a/ (k) mit
1
‘Supl%- Xy — xa(k+1)‘ < m .

Wie oben folgt mit der Dreiecksungleichung

_ 1

‘IL’ —$a(k+1)} < k—-i—2 .

Damit ist (a:a(k))keN eine Teilfolge von (zy),y mit
hmk xa(k) =7.

Nun zeigen wir, dass jeder Hiufungspunkt A € H kleiner als T ist. Sei dazu 3 eine
Teilfolge, so dass h = limy xg() . Sei k € N . Es gilt

Tp(j) < SUDPp T S Supsp 4 firalle j >k,
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also folgt
h = lim; rg(j) < sup;s, 7 -
Da k beliebig war, gilt
h < infysupy, ;=7 .
Also ist
T=max H .

Nun ist mit dem obigen Argument

lim infy z, = supy infi>p 2 = — infy, (= infiop 2;) = —inf supsy (—21) =

= —max(—H) =min H .

10

(b)  Sicherlich hat die Folge () nur einen Hiufungspunkt, wenn sie konvergiert. Aber Auf-
gabe 4 von Blatt 7 zeigt, dass die Umkehrung fiir beschrinkte Folgen auch richtig ist. Also

folgt die Aussage aus (a) , denn offenbar gilt
lim inf, xp, = lim supy,
genau dann, wenn
min H = max H ,

d.h., genau dann, wenn H genau ein Element besitzt.
Wenn (xy) konvergiert, ist der Limes der einzige Hiufungspunkt. Nach (a) ist

limsup, x, = max H
also ein Hiufungspunkt, und es folgt

limy, zj, = limsup,, zy, .

Aufgabe 2

(a) Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert

F o
k=0 L
aber
S (L) -5
n=0 n+1 n= n
ist die harmonische Reihe, also divergent.
(b) Die Reihe

> 1 =1
;n—l—lzgﬁ
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divergiert, aber nach Vorlesung konvergiert die Reihe

i(nil)ng%'

n=0

(c) Betrachte fiir r = 0 die Potenzreihe

Z n"-z2".
k=0
Nach der Hadamard-Formel hat sie den Konvergenzradius
1
lim inf,, /n"®
Fiir r > 0 betrachte die Potenzreihe

) 1 .
Zr—n'z .

n=0

= limsup,, — =0 .
n

Sie hat den Konvergenzradius

Aufgabe 3

(a)
(i) Esgilt

n2

lim inf,, (/(\/F—ﬂ) zliminfn(\/ﬁ—\/ﬁ)n:(),

10

denn (vn+1— \/ﬁ)n <y ist eine Nullfolge (Aufgabe 1, Blatt 6). Also konvergiert die

Reihe absolut nach dem Wurzelkriterium.

Alternativ: Die Folge (v/n +1—/n) ey ist fallend (ebda.). Da V2-1<1 folgt

nN" _ /1\"
0§|an|:an<(§) g(i) fiirallen > 2.

Da die geometrische Reihe Y7 (l)n absolut konvergiert, folgt mit dem Majorantenkri-

n=2 \2
terium, dass Y .-, ax absolut konvergiert.

(ii) Es gilt mit der binomischen Formel

I (/n\1 1 Lol "3\
an = — _— = — — = - ;
2n kj)2k 2n 2 4
k=0
d.h., die Reihe ist eine geometrische Reihe. Da % < 1, konvergiert sie absolut.
(iii) Esgilt firn > 1

1 (3n +3)! (2n)! - nl (Bn+3)(3n+2)(3n+1)

nt1 _ 1
an | 7T @n+2)'(n+1)! (Bn) 7T (2n+2)(2n+1)(n+1)

Qn
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1 B+ B+2)B+s) m 3-3-3 27

TR+ T2zl %

Mit dem Quotientenkriterium folgt die absolute Konvergenz von » > | a,, .
(iv) Esist ({/n—1),., eine fallende Nullfolge, also konvergiert die Reihe nach dem
Leibnizkriterium.

Es liegt aber keine absolute Konvergenz vor, denn fiir n > 2 gilt

lap| = n—1>V2-1,

da die Funktion /- wachsend ist. Weiter gilt nach Blatt 8, Aufgabe 1,

1 2n
(1+—) <3,
2n

also

Es folgt

1
jan| > V21> —.
2n

Da die harmonische Reihe Y~ | 1 divergiert, divergiert auch Y > | |a,| .
(b) Fiir 240 und n > 1 gilt

(1! nit1
(n+1)n+1 z

(n+1)-n" n \" IR ONE
| =l T = A =lzf-(1+~)  — —.
2n (n+1) n+1 n €

nn

e8] n!

Mit dem Quotientenkriterium folgt, dass die Reihe ) 7 I |z|" fiir [2| < e konvergiert und
fiir |z| > e divergiert, also ist der Konvergenzradius der Potenzreihe aus der Aufgabenstellung
gleich e .

Daraus schliefit man mit der Hadamard-Formel

1 | n I n
e= = limsup,, — = lim,, — ,
lim inf,, { g—i Vnl n!
da die Folge wachsend ist.
Aufgabe 4 Es gilt
k"2 qp < =B sup;s1 1" - ay

und da sup; [" - a; < oo , folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium.
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Aufgabe 1 Man beachte, dass i € [%, ﬂ und z, € [a,b] fiir alle k£ gilt und somit entspre-

chendes fiir die lim inf- und lim sup-Werte. Fiir n € N und v € [%, ﬂ gilt

1 1
infrop— 27 <<= SUPE, Tk < —
Tk - y
sowie die gleiche Aquivalenz mit strikten Ungleichungen. Dies zeigt fiir alle vy € [%, %]

1 1
liminfy —>v <+— v —m7—,
Ty lim supy, xx,

sowie die gleiche Aquivalenz mit strikten Ungleichungen, d.h. (Kontraposition)

.. 1 1
liminf, — <y <— > ———.
Ty, lim supy, xx,

Aufgabe 2

(a) Nach Voraussetzung gilt fiir z € C mit |z| < VR , also mit 22| = |2|> < R , dass die
Reihe tiber (cl . zQZ) jen absolut konvergiert. Umgekehrt zieht die Existenz eines reellen z > VR
mit konvergenter Reihe Y%, ¢; - 2% die Konvergenz der Reihe 37° ¢; - (22) mit 22 > R nach

sich. Letzteres steht im Widerspruch zur Voraussetzung. Zusammen ist gezeigt, dass die Reihe
iiber (¢ - 2%), o konvergiert, falls |z| < VR , und divergiert, falls |2| > VR .

(b) Fiir reelles z < R, - Ry existieren «, § € Ry mit « < R, und § < R, , sowie z = -3 . Die
Reihen tiber (al : o/)l o und iber (bl . ﬁl)l oy Sind nach Voraussetzung absolut konvergent, wie

auch die Reihe tiber die Produkte (al by - al- Bl)leN = (al -by - zl)leN . Dies zeigt, R > R, - Ry .

Aufgabe 3 Durch Induktion zeigen wir zunéchst, dass N abzihlbar ist. In der Tat ist der
Induktionsanfang fiir n = 0,1,2 klar erfiillt. Sei also n > 2 und ¥,_; : N*! — N eine
Bijektion. Dann ist

id,¥n_1

T, N'=Nx N1 Y Ny N N
definiert durch
1
\Ijn (k?, l) = 5 [n + \I/n—l (l)] [’I’L + \Ijn_l (l) + ].] + \Iln_l (l) s
nach Satz 6.11 auch eine Bijektion.

(a) Seien F die Menge der endlichen Teilmengen von N und F,, := {A C N | #A =n} | fiir
n € N, die Menge der n-elementigen Teilmengen von N . Dann ist
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Fr=Jrn=UJ U 7.

neN neN 0<j<n

Die Abbildung

@:N”+1—>U]—"j:(ao,...,an)»—>{a0,...,an}\{an}

Jjsn
ist surjektiv. In der Tat ist ® (a,...,a) = 0 fiir ein a € N und
P ((1,0, ey @1, 051, - ) =A

falls A = {ag,...,a;-1} CNmit 0 < j <

Nach der Vorbemerkung ist N**! abzahlbar sagen wir durch die obige Bijektion ¥, 1 1
N — N**! | Wegen der Surjektivitit von @ o \I/nJrl N — U]@ F; , folgt mit Lemma 6.12,
da | ;<n F; abzéhlbar ist. Da eine abzdhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen abzéhlbar ist
(Satz 6.12), ist F abzihlbar.

(b) Nach Aufgabe 2.3 gibt es keine surjektive Abbildung von N auf 3 (N) . Nach Lemma
6.12 ist somit B (N) nicht abzihlbar.

Aufgabe 4 (a) Fiir z € C mit |z| < 1 ist die Reihe Y, 2" absolut konvergent, wie auch
ihr Cauchy-Produkt mit sich selbst:

() (%) -5 05) - S

Fiir den Grenzwert gilt > 7 2F = |

Nochmaliges Produkt mit >, ;2% , 2| < 1, liefert die zweite Formel:

() (Bern =) =Xz ) -

:i(§l> . (k+2)( k+1).zk.

(b) Es gilt nach dem Teil (i)

G P - NN 1 1
D=2k 2k+1:§'z(k+1)'<§) =5 e =2

k=1 k=0 k=0

also die erste Formel.

sowie
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Aufgabe 1

(a) Es gilt aufgrund der Konvergenz beiden Reihen mit Lemma 6.15 (oder durch absolute
Konvergenz mit Umordnungssatz)

00 (lz)k 0o . 00 2k+1
o (iz) = 2 Z .+Z 2k:+1
k=0 k=0 prdl
0 2%k % . 2
:Z(— .—l—iZ(—l) m:cosz+isinz.
k=0 k=0
Es gilt
sin® z 4 cos? z = (cos z +isin z) (cos z — isin z) =
(cosz +isinz) (cos (—z) +isin (—z)) = exp (iz) exp (—iz) = exp(0) =1 .
Weiter
(cosz+isinz)" = exp (iz)" = exp (inz) = cosnz +isinnz .
SchlieBlich
1 : : 1 . .
5 (exp (iz) + exp (—iz)) = 5 (cosz+isinz + cos (—z) +isin(—z)) =
1 . .
— (cos z +isin z + cos (z) — isin (2)) = cos z
und analog

5 (exp (iz) — exp (—iz)) = % (cosz +isinz —cos(—z) —isin(—z)) =

= % (cosz +isinz —cos(z) +isin(z)) =sinz .
(b) Die Abbildung
exp: C — C~ {0}
ist surjektiv: Denn sei z € C~{0} . Es gibt ¢ € [0, 27| mit z = |z|-exp (ip) . Daexp : R — R%.
bijektiv ist, gibt es genau ein z € R mit |z| = = ; damit gilt
z = exp (z) exp (ip) = exp (z + ip) .

Fiir jedes ¢ € C\ {0} ist daher die Gleichung exp (iz) = ¢ losbar. Deshalb gibt es fiir w € C
genau dann eine Losung z von

cosz=w, (*)
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wenn es eine Losung ¢ € C\ {0} der Gleichung

()

gibt. Die Gleichung (xx) ist nach Multiplikation mit 2¢ #quivalent zu
C-2w(+1=0,

welche die Losungen w + 1 € C besitzt, wobei 7> = w? — 1 . Also ist die Gleichung (*) 16sbar
und cos surjektiv.
Analog ist auch die Gleichung

sinz:%<g—%):w

in C losbar und somit sin surjektiv.

(c) Die Gleichungen aus (a) gelten durch Einschréinkung auch fiir die reellen trigonometri-
schen Funktionen. Die zwei letzten vereinfachen sich zu

sinz = Imexp (iz) und cosz = Reexp (ix) .
Es gilt aber fiir x € R
max (|Sinx|2 ,|cos x|2) = max (sin” z, cos’ z) < sin®z + cos’z =1
und damit
sin (R) Ucos (R) C [-1,1] .

Insbesondere sind sin , cos : R — R also nicht surjektiv.

Aufgabe 2 Esgibt f(z) >r > 0. Setze ¢ := f(x) —r > 0. Da f in z stetig ist, gibt es ein
6 > 0 mit

If(y) — f(z)] <r firalle ye€ B(x,6,d) .
Insbesondere gilt fiir alle y € B (x,6,d)

fly)=zflx)—r=c.

Aufgabe 3
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Da g wachsend ist, folgt die erste Ungleichung. Beide Seiten der zweiten Ungleichung
sind unter Vertauschung von x und y invariant, also sei (E x > y . Dann gilt mit der
ersten Ungleichung

0 Ve —y<Ve—y

und damit ist die Behauptung bewiesen.
(ii) Es gilt fiir alle z,y € R, die Ungleichung

lg(z) —g(y)| = |z — y| < |z —yl.

Ist € > 0 beliebig, so gilt fiir alle z,y € R, mit |z — y| < &P ,dass

g (z) —g(y) <e
ist, d.h., g ist stetig auf R, .

3.5 -

251

1.5 1

0.5

0o 2 4 6 8 10
T —— \/E
(b) Sei z € R beliebig.
1.Fall: x ¢ Z: In diesem Fall ist = € ||z, |z| + 1] und fiir alle y € [|z], || + 1] gilt

ly] = [z] |
also

fw=Ww+vy—1lyl=lz]+Vy—lz] .

Ist (yx),ey €ine Folge in R, die gegen = konvergiert, so existiert ein N € N mit

(yk)McB(x,%.mm(x— 2], |z] —1—1—1:)) el 2] +1]
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und es folgt

lim f () = g () = i (L) 4+ /o — [2]) =

= lo] + Viimeyye — 2] = [2] + Vo — 2] = f(2) .

wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion in # — |x| . Damit ist f in x stetig.

2.Fall: € Z: Indiesem Fallist z = || und f (z) = x . Wir zeigen, dass in x links- und
rechtsseitiger Grenzwert iibereinstimmen und gleich f (z) sind.
Istye[z—1,z] ,s0ist |y] =2 —1 ,also

fW=Ww+vy—lyl=2-1+Vy—z+l=f(x)+Vy—a+1-1
Aus der Stetigkeit der Wurzelfunktion in 1 folgt nun
limy—m:— f (y) = hma:—lgy—m;— f (y) = lim$_1<y_,x_ (f (ZL‘) + y—x+ 1— 1) — f (l‘) 7

also ist f linksstetig in x.
Ist nun y € Jz,z + 1] ;80 ist |y| = = .Es folgt

fly)=z+Vy—z=fl@)+Vy—=.
Erneut folgt aus der Stetigkeit der Wurzel in 0 , dafl
hmy—»a:— f (y) = hma)—léy—m;— f (y) = hmx—lgy—w— (f (.ZL') VY — Jj) = f (J:) )

also ist f auch rechtsstetig in z . Da Links- und Rechtsseitige Grenzwerte iibereinstimmen, ist
f stetig in x nach Satz 7.8.

r— x|+ /z — |z]
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Aufgabe 4 Es gilt

1

max (z,y) = 3 (z+y+lz—yl),
also

1
max = o - [+ o (+, -] o —)]
oder
1
max = o - (pry +pry + [pr; — pry))

und da die Funktionen

+t:RxR—R , |[|:R—R , pr; :RxR-—R

stetig sind (vgl. Hauptsatz 7.2 und Beispiel 7.2.3), folgt mit Hilfe des Hauptsatzes 7.3 oder des
Korollars 7.3, dass

max: RxR —R
stetig ist.

Die Behauptung fiir min folgt analog aus

_ 1
min (z,y) = - (x+y—|z—y|) ,

2
oder aus min (x,y) = — max (—z, —y) , also
min = — maxo (— pry, — pry) .

Man kann auch obige Formeln und die Grenzwertsétze 5.5 benutzen.
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Aufgabe 1 Wir miissen zeigen, dass die stetige Funktion sin — cos (2¢0) auf [0, 7] genau zwei
Nullstellen besitzt. Da

sin0) —cos0 = —1 =sinm — cos 27
aber

LT
sin — —cosm = 2
2 b

miissen nach dem Hauptsatz von Bolzano 7.4 mindestens zwei Nullstellen vorliegen (in ]O, g[
und | Z, 7| jeweils eine).

Wir wissen, dass cos auf [0,2] streng monoton féllt und (wegen Symmetrie) auf [—2,0]
streng monoton wichst. Wegen cos (z + m) = — cos (x) folgt aus letzterem, dass cos auch auf
[g, ﬂ streng monoton fillt. Insgesamt ist also — cos (2¢) auf [0, g] streng monoton wachsend.
Durch Symmetrie ist cos auf [—, 0] streng monoton wachsend. Es folgt (wegen sin (z + £) =

M T
cosz ), dass sin auf [—5, Z

[0, g} streng monoton wachsend, also kann die Gleichung

| ebenfalls streng monoton wichst. Zusammen ist sin — cos (20) auf

sinz — cos (22) =0

auf [O, g] hochstens eine Losung haben. Ahnlich argumentiert man auf [%, 7r] .

Aufgabe 2

(a)  Die Funktion id 41 ist auf R, streng monoton wachsend mit Werten grofler als 1, so dass
f = (id+1)"" auf R, wohldefiniert und streng monoton fallend ist. Demnach ist f (0) = 1 das
Maximum des Bildes von f und man zeigt schnell, dass 0 = lim,_,, f (z) (vgl. weiter unten)
das Infimum des Bildes von f ist. Die Grenzwertsiitze zeigen fiir jede in R, gegen z konvergente
Folge (xy), die Bilder (f (xx)), gegen f (x) konvergieren; f ist also stetig. Ist 0 <y < 1, so
gilt f (z) < y fiir alle x > i — 1. Insbesondere gilt fiir jedes 0 <y < 1

f<0>=1>y>f<§).

y

f(Ry) =10,1] .

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein £ € }O, L [ mit f(§) =y . Das Bild ist somit

(b) Es gilt ,
1-1 1
id + _q -,

id+1  © id+1
Damit kann man alle Aussagen iiber f sofort auf g iibertragen; g ist stetig, streng monoton
wachsend mit ¢ (0) = 0 und 1 = lim, ., g (z) sowie

g(Ry) =101 .

g:
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Aufgabe 3
(a) Esist/z<zfirz>1,also
0 < exp(—2) vV <exp(—a)-
und da |cos (z?)| < 1, folgt nach Beispiel 7.9.3.
lim, .0 exp (—z) vz cos (z°) =0 .

(b)  Aus der Definition der Exponentialfunktion folgt fiir z > 0

exp(\/E)—l—f:i%!n—l—\/_zz%—rs(\/g) )

2!

wobei 73 (-) das Restglied aus Satz 6.16 ist. Es folgt

exp (vVz) —1—

1
T 2 T

und nach Satz 6.16 gilt

3
2 1, 1
s (V) <= - Vel =—|z|2 -0 fir0#2—0,
x 3|z 3
also ist
-1 1
- B
T 2
(¢) Nach Abschnitt 7.6 ist
i, STy, ZSRE@ ST sing
T—x T— 0#z—0 X

zu bestimmen. Lemma 7.5 besagt, dass dieser Limes mit Wert 1 existiert.
(d)  Aus Stetigkeitsgriinden gilt

limy 4 V22 —1=0 , lim, ;sin 2\% - sing —1,
lim, ;2*=1 , limp ;lnz=In1=0.
Damit ist
Va?—1—2sin57= 4+ 862" () — 2+ 86
limg1 2/ kT

%—}—ln:z; 2

13

Aufgabe 4 Zunichst sieht man sofort ein, dass f (als Komposition stetiger Funktionen) stetig

ist mit f(0) =0 . Da fiir z >0

3 — 21 9
——— 20 <= 27-220
z?2+5
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gilt, ist f auf [\/5, oo[ positiv und auf [0, \/5] negativ. Aufgrund der Stetigkeit nimmt nach

Weierstrafl f ihr Minimum (und Maximum) auf [0,+/2] an, welches wegen f (1) = -5 <0
sogar das globale Minimum ist.

Aufgabe 5
Wir beweisen zunichst

LEMMA st f: [a,b] — R stetig und injektiv, so ist f strikt monoton.

Beweis: Da f injektiv ist, konnen wir 0.B.d.A. f(a) < f(b) annehmen; es folgt sogar
f(a) < f(&) fir alle £ im Intervall ]a,b] . Wére némlich f (a) > f(§) - wegen Injektivitét
also f (a) > f (&) - fiir ein £ € |a, b[ , so giibe es nach dem Zwischenwertsatz (Korollar 7.4) ein
n € 1€,b mit f(n) = f(a) , was der Injektivitidt von f widerspriiche.

Nehmen wir nun an, dass es zwei Stellen z,y € ]a, b] gibt mit

z<y und f(y) < f(x) bzw. (Injektivitdt) f(y) < f(x) .

Es folgt f (a) < f (y) < f (z) . Wenden wir erneut den Zwischenwertsatz an, so erhalten wir ein
z € la, x| (insbesondere z # y ) mit f(z) = f (y) , doch auch das widerspricht der Injektivitét
von f . Insgesamt folgt, dass f strikt wachsend ist. Analog zeigt man, dass f strikt fillt, falls

f(a) > f(b) ist.

(a)  Wir geben zwei Beweise der Behauptung. Der erste Beweis folgt mit obigem Lemma
sofort aus Hauptsatz 7.11 . Der zweite Beweis greift nicht auf Hauptsatz 7.11 zuriick, sondern

benutzt den Satz von Bolzano-Weierstrafl (Hauptsatz 5.11): Angenommen f ist nicht stetig.
Dann gibt es eine Folge

Wn)nen € [ ([a,0])

welche gegen ein y € [min f ([a, b]) ,max f ([a, b])] konvergiert, so dass

(v <yn>)n€N C o,

nicht gegen f (y) konvergiert. Setzt man
—1 -1
Tp:=f (yo) und z:= f (y),
so besagt letzteres

>0 VNeN In>N |z,—z|>¢€.

Somit gibt es also eine Teilfolge (xa(n))ne von (Zp,),,cy Mit

N

|xa(n) — x‘ >e firalleneN.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt (a:a(n)) wiederum eine konvergente Teilfolge

neN
(Iﬂ(n))n oy Mit Grenzwert 2’ # . Aus der Stetigkeit von f folgt nun lim, .« f (zpm)) = [ ().

Es ist

(f (@am)) pew = (¥8) pers
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eine Teilfolge von (yy,),,cn » Welche gegen y konvergiert, so dass man weiter schreiben kann:
@) =lim, oo f (z50) =y = f (2) .
Da f injektiv ist, folgt x = 2’ , Widerspruch !

(b) Die Stetigkeit von g ist klar, da g auf [—2, —1[ und [1, 2] jeweils ein Polynom ist. Es ist
auch trivial, dass g|[_2,_1[ und g|;1,9) injektiv sind. Fiir € [-2, —1[ und y € [1,2] ist

gle)=z+1<0<y—-1=9(y) ,
also ist ¢ auf ganz X injektiv. Weiter gilt g (X) = [—1, 1] und

3 y-1  ye[-10]
g : -] —R:y— falls
y+1 y € [0,1]
_gl ist unstetig im Nullpunkt, da

: -1 . -1
limy, - g (y) =—-1#1=1lim, .0+ g (y) .
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Aufgabe 1 (a) Esgilt fiirz #0

x - limy 0y 0

liIn?/—»() fac (y) = .’132 + hmy—>0 y2 — ; = 0 9

also ist dann f, stetig. Fiir x = 0 gilt

fz=0.
Diese Funktion ist auch stetig. Da f, (y) = f, (x) , folgt die Aussage fiir f, .
(b) Es gilt

limkf@%) — S #0=£(0,0) ,

also folgt die Behauptung.

Aufgabe 2 Da sin beschrinkt ist, gilt

1
lim, ,pxsin—=0.
x

2 2 2
(2)=2mr=2o0.
T T 2 T

Also gibt es ein % >e >0, so dass

Nunist0<%<1und

2
< — firalle O<z<e.
T

0<

1
Zsin —
x

Die stetige Funktion f][e, 1] nimmt ihr Maximum an, das > 2 sein muss. Folglich ist dies das

Maximum der Funktion f .

Aufgabe 3 Nach Voraussetzung gilt
lim, , oo p(x) =lim, o p(x) =00 .
Daher gibt es ein R > 0 , so dass
p(x) >ag firalle |z|>R.

Die stetige Funktion p|[— R, R| nimmt ihr Minimum in z, € [—R, R] an, dass < ag = p(0) sein
muss. Folglich ist dies das Minimum von p . Damit ist

p(R) C [minp (R), 00| .
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Sei nun p (z9) = minp (R) < y < oo . Es gibt ein z € R mit p(z) > y . Nach Bolzano gibt es

ein ' € R mit p(2') =y . Also ist die Gleichung bewiesen.

Aufgabe 4 (a) Es gilt

limg o4 zlnz = lim, o exp (—y) - P =0.

(b) Es gilt

1 1
1My o e = Jimypo 7 = 1 .
In 2z n2 4,1

Inz

Aufgabe 5 (a) Esgilt fiirein 0 < j <2
o ] 27r,+_, 27 .
2 = ex 7= | = cos— isin —7 =
p 3 3] 3]
1 =
_ 1, .3
= —g—i—l% 1,
—5 =% ]
denn
T T T T . LT .
COS — = COS (——) = Cos (5 — 5) =sin— = sin2— = 2cos — sin
also
™ (71' 7r> T 1
COS— =COS|——— ) =8s1n— = —
3 6 2 6 2
Damit ist

Da cos § > 0 ist, folgt

T T
cos— = 4/1 —sin“— = =2.
6 6

(b) Es gilt

also mit w =14 —1
s
argw = arccos ﬁ =7
denn

Ozcosgzl—Qsin2E,
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also, da sin >0,

Damit ist fiir 0 < 7 < 2

i(m o 1 27 1 27
2= V/2. eslit2m) - \6/§<COS7T <——|——j) +isinm (—+—‘7)) =

12~ 3 12 3

=)

62(cosl’r—2+z'sin%):? \/2—1-\/5—1—2'\/2—\/5 j=0
= f/ﬁ(cos?—quisin?—g):? V2 —V3+iV2+ /3 Jg=1

V2 (cos 22 +isin ) = 32 (—1+4) j=2
denn
ﬁzcoszzl—Zshﬁi,
2 6 12
also
sinl—E\/Z—\/g und cosi— 1—sin21—1\/2+\/§
12 2 12 12 2 '
Weiter
3 T 1 T 3
Sin— =Ccos— = — =sin— = — cos —
4 4 2 4
Schliellich
5 5 1
cos—ﬂ— sin om_T :smiz— 2—\/§
12 12 2 12 2
und
5% St 0w 1
in— = — = = — ==1/2 3.
s1n12 cos.<12 2) cos12 5 +f
(c) Es gilt
2
1 3 1 3
L3 1.3
2 2 4 4
also mitw:%+i§ , dass argw:arccosézg . Damit ist

. 3 1
z = +e's :j:<cos%+isin%> :ig j:zé .

(d) Mit b=2iund c = —1 gilt
¥ —4c=0,
also ist die Losung
z=—10.
Man sieht dies auch, da trivialerweise

2242z —1=(2+14)" .
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