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3.1 Exponentialfunktion

3.1 Exponentialfunktion

Wir betrachten als einfiihrendes Beispiel eine Bakterienkultur in Néhrlosung. Ist u (s) die
Anzahl der Bakterien zur Zeit s und ist ¢ eine beliebige feste Zeit (z.B. eine Stunde oder ein
Tag), so stellt man fest, dafl gilt : fiir jedes s ist u (s + t) proportional zu u (s) , man schreibt
u(s+t) ~u(s), dh. mit einer Kostanten ¢ (die von ¢ abhéngt) gilt

u(s+t)=c-u(s) firalles. (%)

BEMERKUNG 1 Dieses Verhalten nennt man (ezponentielles) Wachstumsgesetz ; es be-
schreibt viele zeitabhiingige Verdnderungsprozesse in der Natur: z.B. das Wachstum von Le-
bewesen oder Populationen zu Beginn der Entwicklung. Aber auch die Abnahme von Teilchen
beim radioaktivem Zerfall oder die Abnahme der Intensitéit von Lichtwellen oder Rontgenstrah-
len in einem homogenen Medium in Abhéngigkeit von der im Medium durchlaufenen Strecke
zeigt negatives Wachstum.

Insbesondere erhilt man fiir s =0 :

_ _u(®)
u(t)=c-u(0) ,dh. c_m.
Also gilt
_ u (t)
u(s+1t)=ul(s) 2 (0)
oder

Wir normieren, indem wir definieren :

u(t)

v(t) = —=

u (0)

und erhalten die sogenannte Funktionalgleichung des exponentielles Wachstumsgesetzes

v(0)=1 und  v(s+t)=wv(s)- v(t) fiir alle s,¢ .

Eine N#herungslosung wird durch das Polynom

O ot
pn().— -+ +5+§+...+E—;E
=0

gegeben, und n#hert diese Losung um so genauer, je grofler n ist. Dabei gilt fiir s,¢ > 0 und
s+t <1+ 5 folgende Abschitzung fiir den Fehler :

2. (s + ¢ n+1
0<pu(8) pn(t)—pu(s+t) < ﬁ
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Exponentialfunktion 3.1

Dies ist zumindest fiir n = 1,2, 3 leicht nachpriifbar. Man sieht daraus, dass fiir grofle n die
)n+1

Zahl 26"

CE] sehr klein wird, so dass ungefihr

Pn (S +t) = Dn (8) *Pn (t)

gilt und zwar um so genauer, je grofer n wird. Geht man zum Grenzwert iiber (siehe Kapitel
5), so gilt das exakt fiir

DEFINITION die Ezxponentialfunktion

exp: R — R:t+— exp (t) ::ZE.
k=0 "

Dabei nennt man
=1
er=exp(l) =) o7 =2, 71828182
k=0
die Fulersche Zahl .

Somit haben wir gezeigt

HAUPTSATZ Die Exponentialfunktion erfillt die Funktionalgleichung des exponentiellen
Wachstumsgesetzes, d.h. es gilt

exp(0) =1
und

exp (s+t) =exp(s)-exp(t) firalles,teR .

Aus dem Satz sieht man sofort fiir n € N, dafl

exp (n-t) = exp (t—i—t—{—...—l—t) =exp (t) -exp(t) ... -exp(t) =exp (t)"
—_——— N ,
n Summanden n Faﬁoren

und fiir p,q € N mit ¢ #0

exp (g . t)" ~ exp <q.
exp (g -t) = m: exp (t)7 |
exp (g) = exp (1)

Fiir beliebiges reelles ¢ existiert (Beispiel 5.6.3) eine Folge von rationalen Zahlen (2—:) , SO
keN

3

-t) =exp(p-t) =exp (¢)" .

Daraus folgt

insbesondere

QI

P
= eq

daf t = limj_,o 2 . Da die Exponentialfunktion stetig ist (Satz 5.4) erhélt man schliellich mit

dk

Limesiiberlegungen (Satz 5.6)

p B P
exp (t) = exp (limk_,oo @) = limy,_ o, exp (@) = limy_ o0 can —: Mo gl ot
qk dk
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3.1 Exponentialfunktion

KOROLLAR
(i)  Fir alle s,t € R und p,q € N mit ¢ # 0 gilt
P 14 1
ett=eel | et = (e)? und e = i

e
(it) Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend und Wey, =0, 00] .

Der Nachweis, daf jedes y > 0 als Funktionswert der Exponentialfunktion auftritt, erfordert
weitergehende theoretische Hilfsmittel (Zwischenwertsatz. )

BEMERKUNG 2 Dem raschen Anwachsen von e’ fiir grofie ¢ entspricht wegen e~ = & die
schnelle Annéherung an 0 fiir kleine, d.h. betragsmiiflig grole und negative ¢ .

Exponentialfunktion

el -0 | 3 -1lof 1] 3 | 10
¢ [ 45101077 | 0.049 | 0.36 | 1] 2.71 | 20.08 | 2.20 - 10*

t 22 29 63
et 3.58 - 10 3.93- 1012 2.29 . 10%7
t-10cm 2.2m 2.9m 6.3m

doppelten Durchmesser

et - 10 cm | fast zum Mond | weiter als die Sonne )
des Universums

Nimmt man 10cm als Einheit, so entspricht exp (22) ungefihr 3.58 - 103 m . Die Distanz
von der Erde zum Mond liegt zwischen 3.65 - 108 m und 4.07 - 103 m , die zur Sonne zwischen
1.47-10" m und 1.52- 10" m . Der Durchmesser des Universums, der ungefihr 10*° Lichtjahre
betriigt, ist also ungefihr 102 m , da

1 Lichtjahr := 9.4607 x 10 m ~ 10" m

Prof. Dr. C. Portenier
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Exponentialfunktion 3.1
(3-108ms'-365-24-60%s ~ 9.46- 10 m ).

SCHOLIE (Exponentielles Wachstumsgesetz)
Alle Naturvorginge, die der Wachstumsbedingung (x) gentigen, werden durch Funktionen
der Form
u:it—a-et

beschrieben.

In der Tat gilt
u(s+t)=a- Mt =M (g M) =M ()
und
c=e" .

Fiir die Umkehrung benétigt man die Stetigkeit des Naturvorgangs (vgl. 5.4).
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3.2 Logarithmusfunktion

3.2 Logarithmusfunktion

Untersucht man einen exponentiellen Wachstumsvorgang, also u (t) = a - eM |, so erhiilt
man ¢ sofort als u(0) = a . Die Bestimmung von A kann prinzipiell aus einem weiteren Mef3wert
u (s) erfolgen. Man mochte u(s) = a - e** "nach A\ auflésen”. Dieses gelingt, wenn man die
Umbkehrfunktion der Exponentialfunktion aufsucht (siche Korollar 3.1 und Satz 2.3):

DEFINITION Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp heifft der natirliche Lo-
garithmus In

In:]0,00] — R.
Es gilt

lhy=2 <+—= y=¢",
d.h.

In(e")=2 und ™Y =y.

SATZ Fiiru,v >0 gqult

1
In(u-v)=Inu+Inv , In (—) =—lnu,
u
und
ln<u§> — 2 furz—? cQ.
q q
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Logarithmusfunktion 3.2

Inv

Es gilt © = ™% und v = ™ , also

U= elnu . 6ln'u — elnu—l—lnv
(Korollar 3.1.1) und somit
In(u-v)=In(e™*™") =lnu+hv.

Weiter gilt
%) Lonu
q

wi = () =e

(wiederum Korollar 3.1.i) und schliefilich

In <u§ = (eln“)g = eg'ln“> =1In (e%ln“> _P ‘lnwu .
q

BEISPIEL 1 Bezeichnet N (t) die Anzahl der Teilchen eines radioaktiven Stoffes zur Zeit
t € R, so gilt das Zerfallsgesetz
N (t) = N[) . 67)\.15 N

wobei A die Zerfallskonstante und Ny die Anzahl der Teilchen zur Zeit 0 ist.
Im allgemeinen wird nicht die Zerfallskonstante gemessen, sondern die Halbwertzeit t;, , die
durch

N,
70 = N (tn) = No - e N
definiert ist. Daraus ergibt sich
1 IR ¥ 7%
2~ ¢
also
1
—In2=In-=1In (e"wh) ==\t
und somit
In2 In2
)\:?—h oder th:nT.

Fiir das giftige Céasiumisotop *7C's ist t;, = 30a ( a ist die Abkiirzung von Jahr), also
L2 _ 00

30 30
Wie lange dauert es, bis 37C's bis auf 1% zerfallen ist ? Gesucht ist also t € R, mit

=0.023a7! .

1 N (1) —0.023-1
00 N, ¢ ! "

oder

BEMERKUNG Die Halbwertzeit des Plutoniums-Isotops 23°Pu ist 2.44 - 10*a ; die des
B8Py ist 86 a .

BEISPIEL 2 Altersbestimmung nach der *C'—Methode.

Prof. Dr. C. Portenier
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3.2 Logarithmusfunktion

Das Verhiltnis vom radioaktiven #C zum stabilen 2C' Kohlenstoffatom ist aufgrund kosmi-
scher Strahlung im wesentlichen konstant. Lebende Organismen unterscheiden nicht zwischen
12¢ und "C', das Verhiltnis ist deshalb dort dasselbe wie in der Atmosphire. Nach dem Ab-

sterben wird kein Kohlenstoff mehr aufgenommen. Fiir das Verhiltnis
N 4

v =
N12C

gilt dann

v(t) = - e M

wobei \ die Zerfallskonstante von *C ist. Aus der Halbwertzeit von 4C, die ungefihr 5730 a
ist, kann man A berechnen. Es gilt

In2
A~ —— ~1.2097 x 107*a™! .
5730 ¢
Durch Messung des Verhiltnis am toten Organismus L&t sich also die Zeit vom Absterben bis
zur Messung berechnen, d.h. aus der Messung von %) ist es dann moglich ¢ zu bestimmen. Aus
t
oM — v (1)
Vo
folgt
t
—A-t=1In (e_)"t) = lnM ,
Vo
d.h.
1 v(t) 1 Vo
t=—=.ln—2 = = .1n 2
o Vo " (1)
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Allgemeine Potenzen und Logarithmen

3.3 Allgemeine Potenzen und Logarithmen

Nach Korollar 3.1.i und den Rechenregeln fiir den natiirlichen Logarithmus gilt

p
Gg'hla:(@lna)q:a% fUTCL>Oa EEQ
q

DEFINITION Fiir a > 0 definiert man die Exponential-Funktion zur Basis a durch

exp, : R — R 13— "¢
und schreibt
o = evlna

Fiir a > 1 ist die Logarithmus-Funktion zu Basis a

log, : ]0,00[ — R : u +—— log, u
dann durch

log,u=2 <= wu=a"

definiert, d.h.

log, (a®) =2 und a'%%"=u.

3.3

Damit kann man die Rechenregeln fiir Potenzen (Satz 1.5) und Logarithmen (Satz 3.2)

verallgemeinern.

SATZ (Rechenregeln fiir exp, und log,) Fira,be R , 2,y € R und u,v € )0, 00][ gilt

1\* 1
a"=a"-a" , (a")'=a"" |, (—) =—=a" und (a-b)"=a"-b"

sowie (fira>1)

Inu

log,u=— , log,a=1 , log,(u-v)=1log,u+log,v und log, (u*)=ux-log,u .

Ina

Fiir die Beziehung zwischen log, und In braucht man nur zu bemerken, dafl
log,u=1r <= wu=ad"=e"""" <= Ilhu=2-lna,
d.h.

Inu
log, v =20 =—.
Ina

BEISPIEL 1 Die wichtigsten Basen sind a = e und a = 10 :
In In

In10 23026
Der dekadischer Logarithmus log wurde bei numerischen Rechnungen benutzt, z.B. ist

log (6.0228 - 10**) = log 6.0228 + log 10** ~ 0.7798 + 23 = 23.77983

In =log, und log:=log,, =

Prof. Dr. C. Portenier
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3.3 Allgemeine Potenzen und Logarithmen

und

log (1.6605 - 107*) = log 1.6605 + log 10™** ~ —24 + 0.2202 = —23.7798 .

BEISPIEL 2 Die Vermehrung in einer Bakterienkultur wird bei gleichbleibenden #dufleren
Bedingungen in einem begrenzten Zeitraum durch

N (t) = NO : e“'t
gegeben, wobei N (t) die Anzahl oder die Masse der Bakterien zur Zeit ¢ ist. Ist der stiindliche
Zuwachs 1% und setzt man ¢ := 1 + 155 h™ | so gilt

No-e“'lzN(l):No+:E%-N0=<1+%>'N0=C_I'Noa

also

e =q,
d.h.

a=1Ingqg.
Damit erhalten wir

N(t) = No-e™"=Ny-q" .
Daraus kénnen wir die Verdopplungszeit t, berechnen. Aus
2Np = N - e

folgt
In2=t;-Ingq,
d.h.
In 2
ty=— .
Inq
Ist z.B. der stiindliche Zuwachs 10% , so ist
In2
=g =727

BEMERKUNG Ein einfaches numerisches Beispiel zeigt nun auch, daf§ obiges Wachstums-
gesetz nur in einem begrenzten Zeitraum gelten kann :

Ein einziges Herpes-simplex-Virus von 1.5 - 107 g hiitte sich nach 3 Wochen zu einer
Bakterienkultur von ungefihr einer Tonne entwickelt :

7 =23 Wochen =3-7-24h=504h,
also
N(r)=15-10"".1.1"g ~ 1.09 x 10°g = 1.09 Tonne.

Prof. Dr. C. Portenier
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Graphische Bestimmung von Konstanten 3.4

3.4 Graphische Bestimmung von Konstanten

Die Exponential- und Logarithmus-Funktion werden oft benutzt, um eine Funktionsglei-
chung durch Variablenénderungen auf eine Geradengleichung zu transformieren (siehe 2.4).
Danach lassen sich die Konstanten graphisch schétzen.

BEISPIEL 1 Durch die Variablenéinderung v = z und v = Iny ist
y=c- M
zu
v=In(c-e*)=Inc+A-z=Inc+ \-u
dquivalent. In der Tabelle
u=x |y |v=Iny
1 Y1 In ¢,

besteht dann ein linearer Zusammenhang zwischen v und u .

BEISPIEL 2 Durch die Variablenéinderungen v = Ilnx und v = Iny ist
y=c-aP
zu
v=Iny=In(c-2) =lnc+In(a?) =lnc+p-lnx=lnc+p-u
dquivalent. In der Tabelle

u=lnz| x|y |v=Iny
Inx, 1| Iny,

besteht dann ein linearer Zusammenhang zwischen v und u .

Der Vorteil dieser Transformation gegeniiber der am Beispiel der Propionsiure 2.2.2 ver-
wendeten besteht darin, dafl jetzt auch die Potenz p (im Beispiel war p = 2 ) am Graphen
ablesbar ist.

Dabei kann man einfach- und doppelt-logarithmisches Papier verwenden.

BEISPIEL 3 Fiir die Hefevermehrung, zu der in Beispiel 2.1.1 eine Mefireihe angegeben ist,
vermutet man aufgrund der Uberlegungen zu Beginn dieses Kapitel im ersten Zeitabschnitt
einen funktionalen Zusammenhang der Form

V(t)=e"".
Durch Logarithmieren erhiilt man daraus (siehe obiges Beispiel 1)
InV (t)=In(e*") =ln(e*) =a-t.

Man kann statt In ebenso log verwenden.

Prof. Dr. C. Portenier
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3.4 Graphische Bestimmung von Konstanten

Wir tragen deshalb die Meflpunkte aus Beispiel 2.1.1 in ein Koordinatensystem ein, bei dem
auf der vertikalen Achse InV (t) statt V () aufgetragen wird (einfach logarithmische Skala).

t V() V()
0 1 0
1 18 059
2 29  1.06
3 47 155
4 71 196
5 119 248
6 175  2.86
7 2.7 3.25
8 351 3.56
0 441  3.79

10 51.3  3.94
11 56.0 4.03
12 595  4.09
13 629 414
14 64.1 4.16
15 65.6  4.18
16 65.6  4.18
17 65.7 4.19
18 66.2  4.19

5T InV (¢)

Fir 0 <t < 5 gibt die lineare Funktion
t—0.50-1
eine gute Approximation an die eingetragene Punkte, d.h.
a=0.50 .
Die Hefezellenvermehrung wird zwischen 0 und 5 Stunden in guter Niherung durch

V(t) = et

Prof. Dr. C. Portenier
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Graphische Bestimmung von Konstanten

beschrieben. Hier der Vergleich

Prof. Dr. C. Portenier
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