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5.1 Der Begriff des Grenzwertes

5.1 Der Begriff des Grenzwertes

An den Messungen der Hefevermehrung (vgl. Beispiel 2.1.1) und dem Michaelis-Menten-
Modell der Enzymeaktion (vgl. Beispiel 2.2.3 mit R = 0 ) 148t sich folgendes beobachten : Fiir
groBe Werte von ¢ bzw. x néhern sich die Funktionswerte V' (t) bzw. v (z) einer festen Zahl,
dem Grenzwert. Entspechendes gilt auch fiir das Diffusionsmodell 1.6.

Die Untersuchung von Grenzwerten, durch die z.B. Gleichgewichtszustéinde, Séttigung, aber
auch, wie wir noch sehen werden, aktuelle Wachstumsraten beschrieben werden, ist fiir konkrete
Anwendungen und als mathematische Begriffsbildung unentbehrlich.

Fiir die mathematische Beschreibung ist folgende Bezeichnung hilfreich; sie fafit die Félle,
daf} z sich einer reellen Zahl nihert oder grofl bzw. klein wird, in einer Sprechweise zusammen :

DEFINITION 1 Sei r > 0 gegeben. Wir sagen, dafl x liegt r-nahe bei

(a) a€R, falls
(b) +oo, falls

(¢) —oo, falls

Wir kommen damit zu der zentralen

DEFINITION 2 Es seien f : Dy — R eine Funktion und a € RU {£o0} , so daB es fiir
jedes r > 0 ein x € Dy existiert, der r-nahe bei a liegt.

Eine Zahl b € RU {£o00} heifit Grenzwert von f (x) fiir x gegen a (oder f (z) strebt gegen
b fiir = gegen a ), wenn gilt:

Zu jeder Zahl r > 0 (die gewiinschte Genauigkeit fiir die Funktionswerte) existiert eine Zahl
a, > 0 (die notwendige Genauigkeit fiir die Variable) mit folgender Eigenschaft :

Fiir jedes x € Dy , das a,-nahe bei a ist, ist f (x) r-nahe bei b .

Wir schreiben dann
f(x) = bfirz —a

oder
lim, ., f(z) =0,

oder noch
hma}GDf,a:—m / (I’) =b,

wenn man prézisieren muf.
Will man nicht so genau sein, kann man dies einfach folgendermaflen formulieren :

Ist « nahe genug bei a , so ist f () nahe genug bei b .
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Der Begriff des Grenzwertes 5.1

Wir lassen es aber bei einer bildlichen Vorstellung des Grenzwertes bewenden. Die Be-
rechnung von Grenzwerten mittels der strengen Definition ist etwas knifflig. Daher werden wir
Grenzwerte ausschliellich aufgrund von Standard Beispielen, der Stetigkeit von Funktionen und
Rechenregeln bestimmen.

BEISPIEL 1
2__
1.5
1 \\// A S
0.5
0 5 10 15 20 25 30
f (z) konvergiert gegen 1 fiir z gegen oo
BEISPIEL 2
Grf
b+r+
b—r
>
a T
f (z) konvergiert nicht fiir x gegen a
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5.2

Standardbeispiele fiir Grenzwerte

5.2 Standardbeispiele fiir Grenzwerte

Anhand des Graphen der Funktion R\ {0} — R:z+—— 2

sind die vier folgenden Beispiele einsichtig.

BEISPIEL 1
lim, ,oo — =0
x
BEISPIEL 2 1
1imx>0,x—>0 — =00
Xz
BEISPIEL 3 1
1imm<0,x—>0 — = -
xr
BEISPIEL 4

lim, , . ,—=0
x

Sei p > 0 gegeben. Fiir die Funktion [0, 0o — R : 2 —— 27
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Standardbeispiele fiir Grenzwerte 5.2
sind die folgende zwei Beispiele auch klar.

BEISPIEL 5 Fiir p > 0 gilt

lim, .. 2 = 00

BEISPIEL 6 Fiir p > 0 gilt

lim, g2 =0

Die vier néchsten Beispiele sind mit dem folgenden Bild

Z

st y=e
27 y=hhz
e 2 2 4

wiederum einsichtig.

BEISPIEL 7 )

lim, ., e* =0
BEISPIEL 8 ]

lim, , e =0
BEISPIEL 9

lim, ., Inz = 0
BEISPIEL 10
limg~0z—0lna = —o0

Die Exponential-Funktion wichst viel rascher, die Logarithmus-Funktion viel langsamer als
jede Potenzfunktion, d.h.

BEISPIEL 11 Fiir p > 0 gilt

i e
lim, ,oo — = 00
xP
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5.2 Standardbeispiele fiir Grenzwerte

BEISPIEL 12 Fiir p > 0 gilt

74 GRENZWERTE Prof. Dr. C. Portenier
WER Prof. Dr. W. Gromes



Rechenregeln fiir Grenzwerte 5.3

5.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte

SATZ FEs seien f,g Funktionen mit Dy = Dy, C R, so daf$ lim,_,, f (z) und lim,_,, g ()
existieren und o € R . Dann gilt:

(i) ~ Faktorregel lim, ., (- f(z)) = a-lim,_, f (z) .

(i1) Summentregel

lim, . (f (z) + g (2)) = lim,_, f (z) + lim,q g (z) .
(11i) Produktregel

hmm—»a (f (l’) g (l’)) - hmﬂ?—ﬂl f (I) : hmx—m g (l’) :

(iv) Quotientenregel
f(z) _lim, ., f(2)
g (37) hmx—»a g (x)
(v) FEinsetzungsregel Sei h eine Funktion, so daff ho f definiert ist. Falls

lim,_.,,

, falls lim, .,g(z)#0

lim, ., f(x) =:b und lim, ., h(y) existieren,
so existiert lim, ., h (f (z)) und es gilt
lim, ., h(f (z)) =lm, ., h(y) .

BEMERKUNG 1 Dabei ist auch a = 400 oder a = —o0 , sowie uneigentliche Grenzwerte
zugelassen, solange in den Regeln (i)-(iv) die rechte Seite noch sinnvoll zu erkldren ist : Dabei

sei
c+oo=o00 fallsc# —oc0,

c—oo=—o00 fallsc+# o,
c-oo=00 fallsec>0,

c-o00=—o00 fallsec<0,

S falls ¢ # 400 .
+oo

Die Fille +
00 —00=00+(—00) , Foo-0 |, < : =
0 00
sind nicht definiert.

BEISPIEL 1 Man konnte hoffen, daf3
0=1lim; .00 0 = lim, .o, (z — ) = lim, oo x + lim, o (—2) = 00 — 0 ,

aber ) ) ) )
1=lim; ool=1lim, oo (1+2x—2)=lim, o (1 +2)—lim, ..oz =00—00.

Dies zeigt, dafl die Summenregel nicht gilt, falls lim, ., f (z) = 0o und lim, ., g () = —c0 .
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5.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte

BEMERKUNG 2 Die Einsetzungsregel kann man folgendermafien deuten : Um lim, ., h (f (x))
zu berechnen macht man die Variablenénderung y = f (z) . Falls fir z — a gilt y = f (z) — b,
so folgt

hmz—»a h (f (fL‘))

wenn die rechte Seite existiert.

= lim, ., h ,
e s )

BEISPIEL 2 Fiir p > 0 gilt

lim, ,oa?-e*=0.

Es gilt lim, ;—; = oo nach Beispiel 5.2.11, also

—x

. » L L _
lim, o 2” e =1lim; . = =_ lim,, oo ; =0

_ _e
xp Y=3p

mit Hilfe der Einsetzungsregel und Beispiel 5.2.1.

BEISPIEL 3 Fir p > 0 gilt

lim, .oy 2 -Inx =0 .

Es gilt lim,~04—0 % = oo nach Beispiel 5.2.2, also

Ini
lim, oy ¥ - Inx = lim, g, <—(1—)’”p = —lim, oo —
p y
x

mit Hilfe der Einsetzungsregel und Beispiel 5.2.12.

1T

r— 2¢-e® und x|—>\/§-ln§
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Stetige Funktionen 5.4

5.4 Stetige Funktionen

DEFINITION Eine Funktion f : Dy — R heifit stetig , falls fiir alle a € Dy gilt:
lim, ., f (:C) =f (hmxﬂa 1‘) =f (a) )

d.h. bei stetigen Funktionen kann man das Limes-Symbol und das Funktionszeichen vertau-
schen.

BEMERKUNG Etwas vereinfacht 148t sich das so interpretieren, dass sich der Graph von
f in einer ununterbrochenen Linie durchziehen l43t, solange man D nicht verlassen mufl.

Alle bisher beschriebenen Funktionen sind stetig :

SATZ Polynome, rationale Funktionen, die allgemeinen Potenzen, die Exponential- und die
Logarithmusfunktion zur Basis a , die trigonometrischen Funktionen cos , sin , tan und ihre
Umkehrfunktionen arccos , arcsin , arctan sind stetig.

Stetige Abhiingigkeiten einer Groéfle von einer anderen sind bei Naturvorgéingen fast immer

gegeben; nur im molekularen Bereich des Mikrokosmos gilt das nicht mehr (natura non facit
saltis).

BEISPIEL Die Funktion aus Beispiel 5.1.2 ist in a unstetig.
Man beachte in diesem Fall, daf lim,_., f (x) nicht existiert, da

limy>a,2—q f (:C) =f <a> # lim,<q.0a / (*T) .

Aus den Grenzwertsiitzen &8t sich leicht den folgenden Satz iiber Stetigkeit folgern:

HAUPTSATZ Sind die Funktionen f , g und h stetig, so sind die Funktionen
a-f:Dfy—R , f+g:DyNDy—R |, f-9g:DfND;, — R,

{zeD;ND,| g(x) #0} — R

Q |

und
hOfin—>R ,fallstCDh
stetag.

Der Begriff der verketteten Funktion (vgl. Definition 2.4.2) macht viele Probleme sehr viel
tibersichtlicher.

BEISPIEL 1 Die Funktion

2

R—R:z+——e"
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5.4 Stetige Funktionen

ist stetig als Verkettung von
h:y—e und f:a+— —2?%,

da
hof(z)=h(f(z))=h(-2*)=e" .

BEISPIEL 2 Die Funktion
R—R:z+— V1+a2?
ist stetig als Verkettung von
h:yr——y und f:z+——1+2°,
da
hof(x)=h(f(x))=h(1+2%)=V1+a2.
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Weitere Beispiele fiir Grenzwerte 5.5

5.5 Weitere Beispiele fiir Grenzwerte

BEISPIEL 1 Fiir p < 0 schreiben wir 27 = -+ . Es ist (—p) > 0 und damit

1 iv 1 sp. 5.2. ]_
lim, oo 2P = lim, oo — 523 _— Bsp 525 2 _ 0.
TP lim, . xP %)
BEISPIEL 2 Durch Ausklammern der héchsten Potenz erhalten wir
) Az . A 853 iv,iiund i lim, oo A
hmx—>oo 7 = hmx—>oo P = . 1 - =
k+x T+1 F-limg o o + limy o0 1
S.54 und:Bsp. 5.2.1: A — A
k-0+1
BEISPIEL 3 Falls R > 0 erhalten wir analog
, Ax ’ f
My oo 77 5 5 — Mg oo 77— 5 =
k+ x + Rx? L +14R
S. 5.3, v, ii, i und i A-lim, oo % Bsp. 5.2.1 A-0 0 0
k- (limy_e 2)2 4 limyoo L + R E-02+0+R R '

BEISPIEL 4 Dalim, .o, —2? = —(lim, .o, 7)? = —00? = —0c0 , folgt mit der Variablensinde-

rung y = —a2 :

—22 S.5.3.wv

. . y Bsp. 5.2.8
lim, .. e =" lim,,_ e =

0.

BEISPIEL 5 Essei a > —1 . Da nach Satz 5.4 das Polynom x — 1 + x stetig ist, folgt
lim, ,,(1+2)=(1+a) .
Mit der Variablenéinderung y = 1 + z erhilt man

lim, ,, V14+2=1lim, 110y =V1+a

dayr— /Yy = y% als allgemeine Potenz stetig ist. Man hitte auch folgendermaflen argumen-
tieren konnen. Die Funktion x —— /1 + x , als Verkettung der stetigen Funktionen

r——1+2 und y»—>\/_:y% ,
ist stetig nach Hauptsatz 5.4 und somit gilt die Behauptung nach Definition der Stetigkeit.

BEISPIEL 6 Es ist

/ 1 1 1
lim,, o exp ( 1+ —2) 554 exp (hmx_)oo 1+ —2> 524 exp <\/1imx_,oo (1 + —2>) =
x x x
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5.5 Weitere Beispiele fiir Grenzwerte

ii und iii 1 2 L9
S.5.3, 1i und exp \/1 + (limx_,oo —) Bsp. 5.2.1 exp <\/ 1+ 0) =el=e¢ )
T

da exp und 4/ stetig sind.
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Folgen und Reihen 5.6

5.6 Folgen und Reihen

DEFINITION 1 Eine Folge ist eine auf N = {0,1,2,...} definierte Funktion, also
f:N—R:n+— f(n)=f,.
Statt n —— f (n) wird oft (f,), oy geschrieben.

BEISPIEL 1 Z.B. sind n —— n! (oder (n!), . ) und n —— ¢" (oder (¢"),, oy ) fiir ¢ € R fest
Folgen.

DEFINITION 2 Eine Folge (f,)nen heifit gegen b konvergent | falls lim,, ., f,, = b gilt.

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte gelten natiirlich auch fiir diese speziellen Funktionen.

BEISPIEL 2 Es gilt

00 qg>1
lim, . ¢" = 1 falls qg=1
0 —1l<g<1

In der Tat gilt fiir ¢ > 0

nilng S- 5.3.v

lim, o ¢" = lim,_ € =" lim,_,, €’
mit
' 00 g>1
a = lim, o (n-1ngq) REE Y q-lim,_n = 0 falls g¢g=1 ,
—00 0<g<l1

also folgt das Resultat mit den Beispielen 5.2, 7 und 8. Im Fall ¢ = 1 ist die Folge konstant 1 .
Die Aussage fiir —1 < ¢ < 0 mufl man extra beweisen; fiir ¢ = 0 ist sie konstant 0 und man
beachte, dafy im Fall g = —p mit 0 < p < 1 gilt

und

lim, .. p"=0.

SATZ Fine Funktion f : Dy — R ist genau dann stetig, wenn fiir alle a € Dy und alle
Folgen (ay),cny C Dy mit a = limy_,o ay, gilt:

limk_,oo f (ak) = f (hmk_m ak) = f (a) .

Die folgt aus der Einsetzungsregel.
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5.6 Folgen und Reihen

BEISPIEL 3 Jede reelle Zahl ist Limes einer Folge von rationalen Zahlen. Z.B. liefert die
Dezimalbruchzerlegung eine solche Folge.

BEISPIEL 4 Spezielle Folgen haben wir im Diffusionsmodell 1.6 und bei der Einfithrung der
Exponentialfunktion kennengelernt, némlich die Folgen

nl—>qu:1+q+q2+...+q"
k=0

und
nok

x
n— p,(z) = o
k=0

DEFINITION 3 Allgemein nennt man eine Folge der Gestalt n — > 7_, a) eine Reihe .
Man sagt: die Reihe konvergiert , wenn lim,,_, Y ,_, ax einen Grenzwert b besitzt. Man schreibt

dann
Zak:b.
k=0

7.B.
k

CBH
[
K

x
&

e
Il

0

Geometrische Reihe
Fir —1 < ¢ <1 gilt

> 1
k _

denn nach der geometrischen Summenformel 1.6 gilt

n k_l_qn—H
> g il
k=0

also
o0

u 1—¢" 1-0 1
Z ¢" = lim,_ Z ¢" = lim,_ o g = = .
k=0 k=0 1—¢ l—¢ 1-4¢

Im Falle des Diffusionsmodell 1.6 ist das Gleichgewicht gegeben durch

daq¢g=0.8.
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