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7.1 Additive Prozesse

7.1 Additive Prozesse

BEISPIEL Die Aufnahme von Blei aus der Luft durch einen Organismus ist in einem klei-
nen Zeitintervall [t,t + h] ungefihr durch h - f (t) gegeben, wobei f (t) proportional zur Blei-
konzentration in der Luft zur Zeit ¢ ist. Um die Gesamtaufnahme in einem Zeitintervall [a, b]
anzunéhern, zerlegt man [a, b] , z.B. durch Einfiigen von equidistanten Zwischenpunkten

h—
tk:a+k~—a firk=0,...,n—1,
n
in Teilintervallen a =ty < t; < ... < t,_1 < t, = b .Eine N#herung S,, fiir die Gesamtauf-
nahme erhélt man durch Addition der Néherungswerte fiir die Aufnahme in den Zeitintervallen
[tka tk-i—l] ) also

i
L

Sp=> ftr) (ter1 —te) -
0

>
Il

Das mathematische Modell fiir die Gesamtaufnahme ergibt sich, dhnlich wie in Beispiel 6.1,
durch Grenziibergang.

DEFINITION Man definiert das Integral von f iiber das Intervall |a, b] durch

b
/ f(t)dt :=1lim, . S,

falls dieser Grenzwert existiert.

Die geometrische Interpretation des Integrals entnimmt man der Skizze :

AT T

a b t

S, ist die Summe der Rechteckflichen
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Additive Prozesse 7.1

BEMERKUNG 1 Der Buchstabe ¢ in fab f(t) dt ist eine "stumme” Variable. Man kann
auch ff f(s) ds schreiben, ohne die Bedeutung des Integrals zu verédndern.

BEMERKUNG 2 Man kann zeigen, dafi fiir stetige, sogar stiickweise stetige Funktionen

f:la,b) — R
der Grenzwert lim,,_,o, S, € R existiert, also das Integral f: f (t) dt definiert ist.

N

Graph einer stiickweise stetigen Funktionen

BEMERKUNG 3 Integrale treten bei der Beschreibung additiver Prozesse auf, z.B. bei der
Gesamtaufnahme von Chemikalien, radioaktiver oder Rontgen-Strahlungen, bei der Berechnung
der Masse eines Korpers aus seiner Dichte, der Absobtion aus der optischen Dichte, der Arbeit
aus der Kraft lings eines geraden Weges oder auch bei der Berechnung des Mittelwertes M
einer Funktion f auf [a,b] :

1 b
M = . t)dt .
et A0
Unmittelbar aus der Definition erhilt man den

SATZ (Elementare Integrationsregeln) Sind I ein Intervall in R,
fig: I —R

stiickweise stetige Funktionen, a,b,c € I und o € R , so gilt

/aba-f(t)dt:a-/abf(t)dt.

/ab[f(t)+g(t)]dt:/abf(t)dtJr/abg(t)dt.

/abf(t)dt:/acf(t)dt—i—/cbf(t)dt.
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(i)  Faktorregel

(ii)) Summenregel

(i) Zerlegungsregel
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7.1 Additive Prozesse

BEMERKUNG 4 Um die Zerlegungsregel fiir eine beliebige Lage der Punkte a,b und ¢ zu
erhalten, setzt man

/aaf(t)dt::O und /baf(t)dt:—/abf(t)dt.
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 7.2

7.2 Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die obige Definition des Integrals ermoglicht die numerische approximative Berechnung von
Integralen. Fiir eine genaue und praktikabele Berechnung benétigen wir eine andere Charakte-
risierung. Dazu zunéchst die

DEFINITION  Gegeben sei eine Funktion f . Eine differenzierbare Funktion F heifit Stamm-
funktion von f , wenn

F'(t)=f(t) fiirallet e Dy
gilt.

BEMERKUNG Die Ableitungstabelle 6.2 ist also zugleich eine Tabelle fiir Stammfunktio-
nen. Man braucht nur von rechts nach links zu lesen ! Z.B. ist die Funktion

F:]0,00] — R:z+—Inx

eine Stammfunktion von

1
f:]0,00] —m R:z+— —.
T

Weitere Stammfunktion kann man durch Raten und Nachpriifen mittels Differentiation er-
halten, andere Methoden werden im Folgenden behandelt. Im Gegensatz zur Differentiation
existieren jedoch keine Regeln, die ein systematisches Aufsuchen von Stammfunktionen ermog-
lichen. Uberdies gibt es Funktionen, z.B.

2
r—e " R— R,

deren Stammfunktionen nicht in einem geschlossenen Ausdruck darstellbar sind.

Ist F' eine Stammfunktion von f , so auch F' + ¢ fiir ¢ € R . Préziser gilt der

SATZ Ist I C R ein Intervall und F' : I — R eine Stammfunktion von f: I — R | so ist
jede weitere Stammfunktion von f von der Form F +c¢ mitc € R .

Der Zusammenhang mit der Integration ergibt sich aus folgender Uberlegung. Sind
f:la,b) — R und F:[a,b] — R
eine stetige Funktion bzw. ihre Stammfunktion, so gilt nach dem Mittelwertsatz
F(tipr) = F (te) = F' (75) - (b — te) = f(Th) - (Lo — 1)
mit einem 7y € |ty, tgr1[ . Da ferner
1

[F (tka) — F ()] =

=F(ty) = F(tn1) + F(tn 1) = F(tho)+...+ F(t1) — F(ty) =

n

b
Il
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7.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

— F (b))~ F(a) ,
also
Fb)—F(a)= ) f(7r) (trr1 — k) = Sn
k=0

kann man zeigen, dafl
b
/ (1) dt = limy .o S = F (b) — F (a) .

Dies ist der erste Teil des folgenden zentralen Resultats :

HAUPTSATZ (der Differential- und Integralrechnung) Seien I C R ein Intervall,
a,be I und f: I — R eine stetige Funktion. Dann gilt

(i) Ist F' eine Stammfunktion von f , so ist
b b
| rwit=Fe)-F@) = [F] = [F)]
(i) Die Funktion
v / oL

st eine Stammgfunktion von f .

BEISPIEL 1 Da sin’ = cos , ist

jus

/2 costdt = [sin]
0

/costdt:[sin] :sinﬁ—sing:O—lz—l
2

[=INTE

zsing—sin():l—O:l,

INIE]

1

0.57 +1
s
2 v
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-1
-0.57

und

/ costdt = [sinrzsinﬂ—sin():()—O:O.
0 0
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 7.2

!/
]' t(l—‘rl :ta
a+1 ’
b b b
1 2
/ﬁdt:/t%dt:{l 'téﬂ} —Z.p
0 0 5"’1 3

0

BEISPIEL 2 Falls a # —1 ist

also gilt

[

BEISPIEL 3 Der momentane Nihrstoffverbrauch einer exponentiell wachsenden Bakterien-
kultur ist proportional zur Anzahl, also durch eine Funktion der Form

u(t) =c- et

gegeben. Der Gesamtverbrauch im Zeitintervall [0, 7] ist dann

T T c T :
/ u(t)dt =c- / e“tdt = [— - e""t} =—(evT—1) .
0 0 a t=0 a

BEISPIEL 4 Wird ein Koérper auf einer Strecke (von a nach b ) mit eine konstante Kraft K
verschoben, so ist die Verichtete Arbeit A (oder abgegebene Energie) gegeben durch

A=K-(b—a) .
Hiéngt K vom Ort z ab, so "addiert” sich die Arbeit zu

A:/abK(m)dx.

Ein ideales Gas werde bei konstanter Temperatur durch einen Kolben mit Querschnitt S
zusammengedriickt.

Dann ist
K(r)=-S-p(x),

und nach der allgemeinen Gasgleichung gilt fiir den Zusammenhang von Druck p , Volumen V/
und absoluter Temperatur :

p-V=R-T,
wobei R die Gaskonstante ist. Da V (z) = S - x erhalten wir
() R-T R-T
€Tr) = =
b V() S-z°
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7.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

also

R-T R.-T
K(z)=-S5" = .
(%) Sz x
Die geleistete Arbeit bei der Verschiebung des Kolbens von b nach a ist somit durch

@ T 1 b b
A:/ <—R >dx:R~T-/ —da::[R~T-ln:c} —R-T-ln-
b X a T r=a a

gegeben.
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Partielle Integration 7.3

7.3 Partielle Integration

In diesem Abschnitt und den folgenden werden Methoden zur Umformung von Integralen
behandelt. Ziel dieser Unformung ist eine Zuriickfithrung auf direkt losbare (durch Angabe einer
Stammfunktion) oder in Tabellen nachschlagbare Integrale.

Wir beginnen mit der Interpretation der Produktregel als Integrationsregel.

HAUPTSATZ Sind f,g stetige Funktionen und F,G Stammfunktionen von f bzw. g , so
qgilt
b

/abf(t)-G(t)dt:[F-G] —/abF(t)-g(t)dt.

a

Da
(F-G)=F -G+F-G=f-G+F-g
oder
f-G=(F-G)~F-g
folgt aus der Summenregel Satz 7.1.ii

/abf(t).G(t)dt:/ab(F.G)’(t)dt—/abF(t).g(t)dt: [FG]

b

—/bF(t)~g(t)dt.

a

BEISPIEL 1 Die Zellen einer sich exponentiell vermehrenden Population moégen in der Zeit
T > 0 einen Zellzyklus durchlaufen. Nach Alberghina u.a. (1980) gilt fiir den mittleren RNA-
Gehalt im Zeitintervall [0,7] :

c -\t
= — e . .

wobel A = IHTQ und ¢ > 0 ist.

Nach der Summenregel Satz 7.1.ii ist also

c T T
R:—./ t-e“dt+c~/ e Mt .
T 0 0

Fiir das zweite Integral erhalten wir

T T
/0 e Mdt = {_L)\ : e“} = —; (e =1) = % (1—e?) =

t=0

T . 1\ T . 1\ T
"~ In2 em2 ) 1n?2 2/ 2In2°

Das erste formen wir durch partielle Integration um : Wir setzen f (t) := e " und G (t) = ¢ .
Als Stammfunktion von f kénnen wir F'(t) = = - e~ withlen und es ist g (t) = G’ (t) = 1 .
Daraus ergibt sich

T 1 T T 1
/ t-eMdt = [— ce M t} — / — e M 1dt =
0 —A o 0 —A
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7.3 Partielle Integration

1 [T T2 T T
— —— . (T. f)\-T_O_ —A-0 _/ f)\-tdt:___ —In2 . —_
(T-e R mz ¢ T2 2m2

B T? 1 ]
~ 2In2 \In2 ‘
Insgesamt erhalten wir

R_c T? 1_1+C'T_C-T 1_1+1_C-T
T 2In2 \In2 2In2  2In2 \In2 ~2(In2)?

Dies zeigt, dal R proportional zu T ist.

BEISPIEL 2 Durch partielle Integration erhalten wir

T

/sinztdt:/ sint~sintdt:[—cost~sint] —/ (—cost) - costdt =
0 0 0 0

:—cosa:-sinm+/ cothdt:—cos:L’-sinx+/ (1—sin2t)dt:
0 0

xT

:—cosmsinx—i-[t} —/ sin2tdt:x—cosx-sinx—/ sin? tdt |
0 0

0
also folgt

2-/ sin?tdt =z — cosx -sinz |
0
d.h.
C o 1 :
sin® tdt = 5-(x—cos:c'sm:c) .
0

Der Hauptsatz 7.2.ii ermoglicht die Probe. In anderen Worten muf3

1 :
x»—>§-(:r—cosx-sm:v)

2

eine Stammfunktion von sin“ sein. In der Tat ist

1 N o
5 (x —cosx-sinx)| = 5 (1 —[—sinz-sinz + cosz - cosx]) =
1
=5 (1 — cos2x+sin2x) =sin’z .
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Substitutionsregel 7.4

7.4 Substitutionsregel

Die zweite wichtige Methode zur Umformung von Integralen erhilt man aus der Kettenregel.

HAUPTSATZ Seien f eine stetige Funktion und h eine Funktion mit stetige Ableitung, so
daf8 f o h definiert ist. Dann gilt

b B
[ r@ds= [ fuey-wwa
falls a, B so gewdhlt sind, daff a = h () und b = h(B) gilt.

Man sieht sofort : Ist F' eine Stammfunktion von f , so folgt aus der Kettenregel
B

/Bf(h(t))-h’(t)dt:/BF’(h(t))-h’(t)dt:/ (Foh) (t)dt = Foh|’ =

«

= F(h(8) = F(h(@) = F ()~ Fa) = [ (@)do

Merkregel = Man spricht von der Substitution (oder Variablenénderung) = = h (t) und merkt
sich, daf
de=d(h(t))=hn(t)dt .

Dabei darf man natiirlich nicht vergessen, dafl sich die Integrationsgrenzen &ndern.

BEISPIEL 1 Wir berechnen

/b r—1
dz .
0o VI -+ 1
Zur Vereinfachung setzt man z+1=1¢,dh. x =t—1 (= h(t) ). Damit ergibt sich dz = dt
und
r=0 <+ =1

sowie

Es folgt
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7.4 Substitutionsregel

BEISPIEL 2 Wir berechnen die Fliche des Halbkreis mit Radius r . Fiir y > 0 ist y*+2% = r?
dquivalent zu y = v/r2 — 22 , also ist diese Fliche gegeben durch

/ Vr2 — x2dx .

1 T T
Z = cost

.=

Setze x = r - cost , also ist dv = —r - sint dt und es gilt
r=r1r-cos(

Da t € [0, 7] folgt sint > 0 und somit
V2 — 22 =r? — 2. cos?t = \/7’2-(1—(:05225):7’-@:r-sint.

Mit der Substitutionsregel und Beispiel 2 erhalten wir
0

/\/7"2—3:2da::/ resint- (—r-sint)dt =

:TZ-/ sin? tdt = r? -
0

, —Ir=7-COST .

7T'7”2

2

+(m —sinm - cosT) =

N| —
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Partialbruchzerlegung 7.5

7.5 Partialbruchzerlegung

Eine weitere Integrationstechnik besteht in der Partialbruchzerlegung rationaler Funktio-
nen. Dazu

BEISPIEL Fiir alle a,b,c € R mit ¢ # 0 und 0, ¢ ¢ [a, 2] wollen wir

berechnen. Wir machen folgenden Ansatz :
1 A N B
t-(t—c) t t—c’

Daraus erhilt man
1 A-(t—-c)+B-t (A+B)-t—A-c

t-(t—c)  t-(t—c) t-(t—c)
und diese Gleichung gilt, falls A+ B=0und —A-c =1, also fiir

A:—1 und le.
c c

Damit folgt

b 1 1 [t/ 1 1 1 b
- dt==- 4 )dt==-|(~In|t|+In|t — =
/at-(t—c) c /a( t+t—c) c [( nft]+n CDL

1 b— 1 - (b—
——.(=In|-|+1n ¢ :_.mM_
c a a—c ¢ b-(a—c)
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7.6 Uneigentliche Integrale

7.6 Uneigentliche Integrale

Wir berechnen hier einige Integrale iiber unbeschrinkte Integrationsintervalle I , z.B. [ =
(0,00 oder ] =R .

BEISPIEL 1 Es ist

also

/ e tdt := limp_, o (1 - e_b) =1.
0

Trotz der ”unbegrenzten Linge” ist die Gesamtfléiche also endlich.
1,,

0.8T
0.6T
047

027

BEISPIEL 2 Es gilt

<1 b1 b
/ Sdt = limy_.o / —dtzlimb_,oo[lnt] = limy_o Inb = 00 .
1t 1 ¢ 1

BEISPIEL 3 Fiir s € R~ {1} gilt

1 1 1
1 1 1 1
/ —dt = lim,_.o / 5 dt = lim,_ A 1—lim, ,0— | =
o t° u —s+1 . l-—s as~1

o0 s>1
= falls
1
1—s s < 1
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Uneigentliche Integrale 7.6

BEISPIEL 4 Zuerst ist

L IR anl i tan (b) — tan (—b
/001+t2 _lmb—m/bm _1mb—>oo|:an:|_b_lmb—>oo|:a‘n()_a’n(_) =

~1 ~1
= limy_, tan (b) — lim,,_ o tan (b)
und da
limaﬁig tana = oo

folgt mit der Variablenéinderung b = tana

o0 1 -1 -1
/ dt = lim, .= tan (tana) — lim,_, = tan (tana) =
1+ 2 2 2

[e.9]

) ) T T
zhma_%a—hmaq_ga:§+§:7r.

BEISPIEL 5 Ohne Begriindung sei noch ein Resultat angegeben, das fiir die Statistik (vgl.
Kapitel 11) von Bedeutung ist :

o0 t2
/ e 2dt =V2r.

(e o]
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