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2. Ubung zu “Semantik von Programmiersprachen”, SS 2006

Abgabe schriftlicher Aufgaben: Di, 9.Mai 2006 (vor der Vorlesung)
Besprechung miindlicher Aufg.: 4.Mai 2006 in der Ubung

Miindliche Aufgaben

2.1 Wohlfundierte Relationen
Begriinden Sie fiir die angegebenen Relationen, ob sie wohlfundiert sind:

(a) Relation C auf P(M) fiir eine Menge M.
(b) die folgende Relation auf Z:

n<*m = n®<m?

(c¢) Relation < auf [0,1]NQ
(d) die lexikographische Ordnung <., auf Wortern iiber A = {a...z}

(e) Die folgende Relation auf Wortern tiber A = {a. .. z}:
v < w, falls |v], + [v]p < |w|s + |w]p
(wobeil Yw € A*,a € A:
|w|, = Zahl der a in w)

2.2 Induktion

(a) Definieren Sie induktiv eine Abbildung
FV : AExp — P(Loc)

die zu einem arithmetischen Ausdruck die Menge der in diesem Ausdruck vor-
kommenden (freien) Variablen bestimmt.
(b) Beweisen Sie induktiv die folgende Aussage:
Seien a € AExp und 0,0’ € ¥ mit o(X) = ¢/(X) fiir alle X € FV (a).
Dann gilt fiir alle n € N:

{(a,0) = n gdw. (a,0’) — n.

2.3 Wohlfundierte Relationen und Halbordnungen

Sei < eine wohlfundierte Relation iiber einer Menge B. Zeigen Sie:

(a) Die transitive Hiille <7 ist ebenfalls wohlfundiert.

(b) Die reflexive, transitive Hiille <% ist eine Halbordnung.

Bitte wenden!
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2.5

Induktionsprinzipien

Sei A ein Alphabet (d.h. eine endliche, nicht-leere Menge). Eine Zeichenkette tiber
A ist eine Folge a; ...a, von Symbolen a; € A mit 0 < j7 < n,n > 0. Die Anzahl
n der Symbole einer Zeichenkette bezeichnet man als Léange der Zeichenkette. Die
leere Zeichenkette hat die Lénge 0. Zwei Zeichenketten v und v koénnen zu der
Zeichenkette uv konkateniert werden.

Behauptung: Es existiert keine Zeichenkette u, fiir die au = ub mit zwei
verschiedenen Symbolen a und b aus A.

Zeigen Sie diese Behauptung

(a) mittels vollstdndiger Induktion
(b) durch einen Widerspruchsbeweis

(c) mittels einer (von der vollstandigen Induktion verschiedenen) wohlfundierten
Induktion

Terminationsbeweis

Gegeben sei die folgende WHILE-Anweisung, die Euklids Algorithmus zur Bestim-
mung des groffiten gemeinsamen Teilers zweier positiver ganzer Zahlen implemen-
tiert:

Euklid = while -(M = N) do if M < N then N:=N—M else M := M—N
Beweisen Sie, dass fiir alle 0 € ¥ gilt:
o(M)>1ANo(N)>1 = 3Fo'.(Euklid,o) — o

Hinweis: Benutzen Sie eine wohlfundierte Relation auf Zustianden.



