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Einleitung

Das Konigsberger Briickenproblem ist ein Klassiker in der Mathematik. Mit seiner Lésung fand Euler
im Jahr 1736 nicht nur eine Antwort auf die Frage "Kann man eine Runde durch Kénigsberg gehen,
bei der man jede der sieben Briicken genau einmal Gberquert?", sondern entwickelte dazu auch Me-
thoden, die wir heute der modernen Graphentheorie zurechnen. Da es nicht auf die prazise Lage der
Briicken ankommt, sondern nur darauf, welche Briicke welche Stadtgebiete miteinander verbindet,

handelt es sich nicht um ein klassisches geometrisches sondern um ein topologisches Problem.

Der Satz, den Euler fir eine allgemeine Lo6sung des Problems formuliert, soll im Folgenden erarbeitet,
verstanden und bewiesen werden. Er spielt in der Graphentheorie eine groRe Rolle, wenn es um die

Durchlaufbarkeit eines Graphen geht.

1 Leonhard Euler (1707-1783)

Der Mathematiker der heutigen Sitzung heiflt Leonard Euler. Der in Basel
geborene junge Mann erhielt schon mit 18 Jahren Anerkennung fir seine
erste mathematische Abhandlung (Uber ein Brachystochronen-Problem mit
Luftwiderstand). Mit 20 wurde er als eine Art wissenschaftlicher Mitarbei-
ter an die Universitat Sankt Petersburg berufen. Er gehérte zu den produk-
tivsten Mathematikern, befasste sich auch tber sein Fachgebiet hinaus mit
anderen Gebieten der Mathematik wie der mathematischen Musiktheorie,

Analysis, Zahlentheorie und Geometrie.

Besonders wahrend seiner Zeit an der Berliner Universitat entwickelte er eine enorme Produktivitat,
die ihn zum bedeutendsten Mathematiker des 18. Jahrhunderts und zu einem der produktivsten
Uberhaupt werden lieR. So veroffentlichte er zum Beispiel die Eulersche Polyederformel als eine Ver-
allgemeinerung des Satzes von Decartes liber eine Beziehung der Ecken-, Kanten- und Seitenflachen-

Anzahl von Polyedern.

Die letzte Phase seines Lebens verbrachte er wieder in Petersburg, wo er trotz stark eingeschrankter
Sehkraft und spéaterer Erblindung mit Hilfe von seinen S6hnen und mehreren jungen Sekretaren wei-

ter publizierte bis er im Alter von 76 Jahren starb.
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2 Das Problem
1736 sollte Euler einer Frage auf den Grund gehen, die sich einige Menschen aus Konigsberg damals
stellten.

"KANN MAN EINE RUNDE DURCH KONIGSBERG GEHEN, BEI DER MAN JEDE BRUCKE GENAU EINMAL UBERQUERT?"

Diese Frage beantwortete er damals mit einer Methode, die eine vollig neue Disziplin begriindete,
namlich die moderne Graphentheorie. Aber von vorne. Schauen wir uns doch Kénigsberg erst einmal

an...

KONINGSBERGA
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Was im 18. Jahrhundert ein siiRes kleines Stadtchen war, ist heute etwas groRer und heiflt Kalinin-
grad. Uber den Fluss Pregel fithrten damals nur sieben Briicken, die die einzelnen Stadtgebiete mitei-

nander verbanden. Uber sieben Briicken wollte Euler also gehen.
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3 Konigsberg im Modell — eine abstrakte Darstellung als Graph

Gehen wir es langsam an. Um unser Problem nun mathematisch zu l6sen, brauchen wir zunachst

einmal eine schematische Darstellung.

In unserer Aufgabe sind die wichtigsten Objekte die Briicken und die Stadtteile. Eine Idee ist, zuerst
Bezeichnungen fir die Briicken einzufiihren. Allerdings lasst diese Bezeichnung nicht erkennen, wie
diese Bricken in einem moglichen Weg aufeinander folgen konnen. Da es fiir die Aufgabe jedoch
wichtig ist, in welche Gebiete wir laufen, fangen wir mit der Bezeichnung fiir die Gebiete an. Wenn
wir das Ganze noch ein bisschen weiter abstrahieren, erhalten wir flr das Briickenproblem schliel3-
lich einen Graphen. Dabei wird jedem Stadtteil ein Knoten (A, B, C, D) zugeordnet. Die Kanten sind
die 7 Briicken zwischen den Stadtteilen, die wir Gberqueren missen. Damit haben wir die Karte in

einen Graphen Ubersetzt. Bevor es weiter geht, sind allerdings zunachst einmal ein paar Vokabeln

notig.
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4 Graphentheorie

Die Graphentheorie ist ein Teilgebiet der Kombinatorik, das sich mit der Charakterisierung von Gra-
phen und der Untersuchung ihrer Eigenschaften und Anwendungsmoglichkeiten beschéftigt. Zur De-
finition eines Graphen schrieb Ringel 1951: "Ein Graph besteht aus einer nicht leeren Menge von
Dingen erster Sorte, genannt Knotenpunkte, und einer Menge von Dingen zweiter Sorte, genannt
Kanten." Ein Graph G besteht also aus einer Knoten- und einer Kantenmenge. Dabei verbindet im-
mer eine Kante je zwei Knoten miteinander. Die Anzahl von Kanten, die von einem Knoten ausgehen,

nennt man den Grad des Knotens.

Graph G =(V,E)
mit Knotenmenge V ={v,,...,V,, }
und Kantenmenge E cV xV.

Grad d eines Knotens v = Anzahl der Kanten, die v beriihren

Ein Kantenzug von G ist eine Folge von Kanten (e,, e,, ..., e,), Uber die man der Reihe nach spazieren
kann. Dabei ist die Lange eines Kantenzugs die Anzahl seiner Kanten. Ein Kantenzug heilRt Weg, falls
alle seine Kanten voneinander verschieden sind. Dieser wiederum wird als geschlossen bezeichnet,
wenn Anfangs- und Endknoten gleich sind (v, = v;), man beim Spaziergang also wieder an den Aus-

gangspunkt zurtickkommt. Ein Kreis ist ein geschlossener Weg.

Es handelt sich um einen zusammenhidngenden Graphen, wenn man von jedem Knoten zu jedem
anderen (ber eine Folge von Kanten kommen kann, d.h. wenn er nicht in mehrere Komponenten

zerfallt.

Beispiel eines zusammenhidngenden Graphen:

2
G,=(V,E) 0\
V:{Vl’VZ’VB} @2
E ={(v,,V,), (v, V), (V5 )} /
O

In vielen Anwendungsbeispielen stellt die Graphentheorie ein Modell dar, mit dem sich Probleme
abstrakt formalisieren lassen. Unter anderem werden die Methoden der Graphentheorie deshalb bei
der Planung von Verkehrsnetzen, elektrischen Netzwerken oder auch zur Darstellung und Analyse

chemischer Strukturformeln genutzt.
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Durchlaufbarkeit von Graphen

Jeder kennt das "Haus vom Nikolaus", das ohne Absetzen in einem Zug ge-
zeichnet werden muss. Man stellt schnell fest, dass dies nur funktioniert,
wenn man bei einer der unteren Ecken anfiangt und dann automatisch in der
anderen unteren Ecke endet. In der Graphentheorie geht es dabei um die
Durchlaufbarkeit eines Graphen in einem Zug, wobei jede Kante genau einmal k_s

durchlaufen wird.

Definition: (geschlossen) unikursaler Graph

Ein zusammenhangender Graph heiRt unikursal, wenn es einen Weg gibt, der jede Kante des Gra-

phen genau einmal enthalt. Ein derartiger Weg heilSt Eulerweg.

Wenn Anfangs- und Endknoten eines Eulerweges zusammenfallen, spricht man von einem Eulerkreis.

Der Graph heilst dann geschlossen unikursal und wird auch "eulerscher Graph" genannt.

2 4
49 4 4 4
3¢ 3 4 4
unikursal geschlossen unikursal /
eulersch

Gibt es schon Vermutungen, woran sich erkennen lasst, ob es einen Eulerkreis bzw. einen Eulerweg

gibt, ohne samtliche Moglichkeiten durchspielen zu missen?
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5 Konigsberger Briickenproblem

Betrachten wir doch einmal unseren Graphen des Briickenproblems. Auch hier kénnen wir den Grad
der einzelnen Knoten angeben. Die Knoten B, C und D haben den Grad 3, A hat den Grad 5. Unsere

Frage "Kann man diese Stadt nun in einem Kreis ablaufen, ja oder nein?"

3
lasst sich nun auch in der Sprache der Graphentheorie formulieren: Ist )
der Graph geschlossen unikursal bzw. eulersch? Die Antwort wird vielen )
bereits bekannt sein: Nein, ist er nicht! Es gibt keinen Rundweg durch Ké- 5 e\ 7 D 3
nigsberg, bei dem man jede Briicke nur einmal benutzt. '
(B
Doch Euler ware kein Mathematiker gewesen, wenn er sich nicht hinge- 3

setzt und sich gefragt hatte: Wie sieht das generell aus? Er |16ste das
Problem also nicht nur, sondern verallgemeinerte es auf beliebige Stadtplane. In der Graphentheorie
spricht man von der "unikursalen Durchlaufbarkeit eines beliebigen vorgegebenen endlichen Gra-

phen".

Offensichtlich ist es die Ordnung der Knoten, die dariiber entscheidet, ob Graphen unikursal sind.
Knoten mit gerader Ordnung machen keine Probleme: Wahrend des Durchlaufens kommt man in sie
hinein und auch wieder heraus, wobei man jeweils zwei Kanten verbraucht, bis irgendwann alle Kan-
ten, die in diesem Knoten enden, durchlaufen sind. Knoten mit ungerader Ordnung missen aller-
dings entweder Anfangs- oder Endpunkt eines Eulerweges sein. Deshalb ist das Konigsberger Brii-

ckenproblem nicht I6sbar.
Unsere Idee ist also: Einen Eulerkreis gibt es nur, wenn alle Knoten geraden Grad haben!

Wie man an unserem Graphen sieht, ist diese Bedingung auf jeden Fall notwendig. Aber ist sie denn
auch hinreichend? Um diese Frage zu kldren, betrachten wir eine andere Stadtkarte. Die blaue Linie
ist der Fluss durch die fiktive Stadt "Buxtehude", die Briicken sind in rot eingezeichnet. Bestatigt sich

unsere ldee?
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Nachdem wir auch diese Stadtkarte in einen Graphen transformiert haben, stellen wir schnell fest:
Obwohl alle Knoten geraden Grad haben, ist der Graph nicht eulersch. Die Bedingung ist also not-
wendig. Erst durch den folgenden Satz, der hinzunimmt, dass der betrachtete Graph zusammenhan-
gend sein muss, ist eine notwenige und hinreichende Bedingung firr die Existenz eines Eulerkreises

gefunden.

Satz 1: Eulerkreis (1736)

In einem zusammenhdngenden Graphen existiert genau dann ein Eulerkreis, wenn alle Knoten

geraden Grad besitzen.

Beweis

Zu zeigen: Sei G ein zusammenhangender Graph. Dann gilt:
G ist eulersch (geschlossen unikursal). <> Alle Knoten in G haben geraden Grad.

"—" M SeiG eulersch (geschlossen unikursal).
B Dann existiert in G ein Eulerkreis p = (v, Vs, ..., V;, V1), der alle Kanten umfasst.

B |n diesem Kreis p wird jeder Knoten k-mal durchlaufen, d.h. jeweils tiber eine Kante er-

reicht und liber eine weitere verlassen. Alle Knoten in p haben also geraden Grad.

B Da der Graph zusammenhangend ist, umfasst der Kreis alle Va \

Knoten. Alle Knoten in G haben daher geraden Grad.

Vi#W A VitVa
<" MW Sei G zusammenhangender Graph, wobei alle Knoten geraden Grad besitzen.

Sei v, ein beliebiger Anfangsknoten.

B Wir durchlaufen von v, aus einen Weg (e,, e,,...) und fligen so lange Kanten an, bis wir

einen Knoten v, erreichen, von dem aus keine unbenutzte Kante mehr abgeht.

B Da v, und v, nach Voraussetzung geraden Grad haben, muss der Endknoten v, von p

mit v, identisch sein.
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B 1. Fall: Haben mit (e4, e,,..., ,) den gesamten Graphen durchlaufen. = Fertig!

2. Fall: Haben Graphen noch nicht durchlaufen.

B Dann gibt es einen Knoten v;, an dem ein weiterer geschlossener Weg (f;, f,, .., fi)

beginnt und endet, denn auch der Grad von v; ist gerade.
B Die zusammengelegten Wege bilden wieder einen geschlossenen Weg

p=(ey, ey .. e f, ., e e).
B  Wenn alle Kanten verwendet wurden, bricht der Prozess ab. Der Weg p ist ein Eulerkreis.
B Ein zusammenhdngender Graph, in dem alle Knoten geraden Grad haben, ist geschlossen

unikursal. Da v, beliebig war, kann jeder Knoten Anfangs- und Endknoten eines Eulerkrei-

ses sein.
Va €2 V3

Satz 2: Eulerweg

In einem zusammenhéngenden Graphen existiert genau dann ein Eulerweg, wenn zwei Knoten unge-

raden Grad haben.
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Beweis:

Zu zeigen: Sei G ein zusammenhangender Graph.
Dann gilt: G ist unikursal. <> zwei Knoten in G haben ungeraden Grad.

"=" AnalogzuSatz1

"<" M SeiG ein zusammenhdngender Graph mit genau zwei Knoten v; und v, ungeraden

Grades.
B Trick: Wir fiihren eine Hilfskante e* ein, die v, und v, verbindet.

B Sei G* der erhaltene Graph. Da er nur Knoten graden Grades hat und zusammenhangend

ist, haben wir einen eulerschen Kreis von G*. (Satz 1)

B |n diesem Kreis muss irgendwo die Kante e* vorkommen. Sei (e, e, ..., €, €*, €2, ..., €m)

der Eulerkreis. Dann ist (ei+2, ..., em, el, e2, ..., ei) ein Eulerweg von G.

B G besitzt also einen Eulerweg.

Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel fiir einen Eulerweg von Pablo Picasso. Man erkennt den An-
fangspunkt (mittig rechts) und den Endpunkt (im Hut). Wenn man nun genau hinschaut, fallt auf,
dass es nur gerade Kreuzungen gibt. Das beweist, dass der Herr das Bild tatsachlich in einem Zug

durch gemalt hat!
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Schlussbemerkung

Da das Konigsberger Briickenproblem der Ausgangspunkt eines neuen Teilgebietes der Mathematik
ist, zahlt es zu den absoluten Klassikern. Doch auch fiir Nicht-Mathematiker ist es interessant und
kann mit einfachen Mitteln verstandlich gemacht werden. Die Losung verwendet lGberwiegend ele-

mentare Methoden, die im Wesentlichen schon mit Schulwissen verstanden werden kénnen.

Gerade deshalb eignet sich das Thema auch gut flir den Unterricht. So kénnte man die Schilerinnen
und Schiiler zunachst versuchen lassen, durch Ausprobieren eine Losung zu finden. Sie finden selbst-
standig Losungsansatze und formulieren Regeln. Auch die Fahigkeit zum Problemlésen wird gefér-

dert.
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