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1 Vollstandig integrable Hamiltonsche Systeme

Die Hamilton-Funktion des endlichen, nichtperiodischen Toda-Lattice ist gegeben durch:

n n—1
1
Hroda - R?™ — R, (q,p) — E §pi + E o0k —qr+1)
k=1 k=1

Unser Ziel ist es zu beweisen, dass das Hamilton-System (R?",wq, Hroda) (wobei (R?" wg) den symplektischen
Standardraum bezeichne) vollstindig integrabel ist, eine seltene Eigenschaft solcher Systeme, die wir zunéchst
préazisieren wollen.

Definition 1.1: (Lie-Algebra)
Sei V ein R-Vektorraum. Eine bilineare Abbildung [,]: V x V — V heift Lie-Klammer auf V, wenn |, ]

e schiefsymmetrisch ist: [z, y] = —[y, =] Ve,y eV
o die Jacobi-Identitét erfiillt: [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [2, [=,y]] =0 Va,y,z €V
g:= (V,[,]) heilt dann Lie-Algebra.

Definition 1.2: (Poisson-Mannigfaltigkeit)
M sei eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Poisson-Klammer auf M ist eine Abbildung

{iha 2 (M) x CF(M) — C%(M)
so dass {, } i
e cine Lie-Klammer auf der Algebra C*°(M) ist
e eine Derivation von C°(M) ist: {fg,h}m = f{g,h}ar + {f. h}myg

(M, {, } ) heifst dann Poisson-Mannigfaltigkeit.

Definition 1.3: (Poisson-Abbildung)
M, N seinen Poisson-Mannigfaltigkeiten. Eine glatte Abbildung ® : M — N heifst Poisson-Abbildung, wenn
gilt:

{fio®, faoo®ty ={fi,fo}no® Vfi,fo € CT(N)

Bemerkung 1.4: (Poisson-Struktur einer symplektischen Mannigfaltigkeit)
(M, w) sei eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann ist M auf kanonische Weise auch eine Poisson-Mannigfaltigkeit:
Die symplektische Struktur erméglicht zunichst den Ubergang von Funktionen aus C°°(M) zu Vektorfeldern
aus ['°(TM):

C®(M) — T(TM)

f — Xy

wobei das Vektorfeld X s eindeutig durch die Gleichung w(Xy, ) = df- definiert ist. (Bedeutung: wy, (X r(m), [Y]m) =
(dmnf)([V)m) Ym e M, [y]m € T, M). Die Poisson-Klammer wird dann definiert durch:

LI s CF(M) x C®(M) — C®(M)
(fvg) | — {fag}]\l = W(Xf?Xg)

(Bedeutung: {f,g}a(m) = wm(X¢(m), Xg(m)) = (dm f)(Xg(m)) ) Man rechnet die Wohldefiniertheit und die
geforderten Eigenschaften nach.

Die Umkehrung gilt nicht: Nicht jede Poisson-Klammer wird von einer symplektischen Form erzeugt. Wir
kommen darauf spéter zuriick.



Satz 1.5:
(M,w), (N, 7) seien symplektische Mannigfaltigkeiten und ® : M — N ein Symplektomorphismus. Dann ist
® auch eine Poisson-Abbildung der kanonischen Poisson-Strukturen.

Zum Beweis vgl. Satz 3.1.15 in [1] (es wird dort sogar die Aquivalenz bewiesen).

Beispiel 1.6: (Die Poisson-Klammer des symplektischen Standardraums (R?",wy))
Man rechnet leicht nach, dass die Poisson-Klammer des symplektischen Standardraums (R?", wg) dargestellt in
den Standardkoordinaten des R?" durch

" If 8 dg 0
{fogkon =S (2L 00 00 OF

= Oqr Opk. Ok, Ipy,
gegeben wird.

Definition 1.7: (Vollstéindige Integrabilitéit)
Ein Hamilton-System (M,w, H) (wobei 2n := dim(M)) heifst vollstdndig integrabel wenn gilt:
JH,,...,H, € C*(M) so dass

[ ] H1 = H
e Vm € M sind die d,, H, € AY(T,,M), k € {1,...,n} linear unabhingig

o die Hy kommutieren in der Poisson-Klammer, d.h. {H;, H;}»r =0 Vi,j €{l,...n}

Damit kénnen wir nun das Hauptresultat formulieren:

Theorem 1.8:
Das Toda-Lattice (R%",wg, Hrodq) ist ein vollstéindig integrables Hamiltonsches System.

Zum Beweis orientieren wir uns an den Ideen von Kostant und Symes (vgl. [2], S. 374ff). Wir werden uns darauf
beschrénken, geeignete Poisson-kommutierende Funktionen zu konstruieren und nicht auf die lineare Unabhén-
gigkeit der Differentiale eingehen. Aufserdem werden wir nur eine schwiichere Aussage beweisen kénnen, die wir
erst spiter prizise formulieren kénnen. Grob gesagt beweisen wir Theorem 1.8 unter der Voraussetzung dass
der Gesamtimpuls des Systems 0 ist.

2 Die Lie-Algebra s[,R

Fiir den ersten Beweisschritt ist es erforderlich, einen geeigneten Raum zu konstruieren, in dem kommutierende
Funktionen Hj angegeben werden konnen. Dazu untersuchen wir die folgenden Riume:

sl,R = {Ae M,R|tr(4) =0} Matrizen mit Spur 0
o,R = {Ae M,R| A" =—-A} Csl,R Schiefsymmetrische Matrizen
LR = {Ae M,R|a;; =0Vi<jundtr(A4)=0}Csl,R Untere Dreiecksmatrizen mit Spur 0

Auf s[,,R ist eine Lie-Klammer definiert, der Kommutator
[A,B]= AB — BA

so dass (s[,R,[,]) zu einer Lie-Algebra wird. In der Theorie der Lie-Gruppen wird gezeigt, dass die zugehorige
Lie-Gruppe gerade S1,R = {A € M,R | det A = 1} C GI,,R ist. Man rechnet leicht nach, dass [0,,R, 0,R] C 0,,R
und [[,R, [,R] C [,R, die Einschrinkung des Kommutators die Riume 0,R und [,,R also zu Lie-Algebren macht
(offenbar sind es wegen der Linearitit der Transposition Vektorrdume), so genannte Unter-Lie-Algebren von
s[,R. Man kann zeigen, dass die Menge

L,R:={Ae M,R|detA=1,a;; =0Vi < junda,;; >0 Vi} C SI,R



(untere Dreiecksmatrizen mit Determinante 1 und positiven Hauptdiagonalelementen) die zur Lie-Algebra [,R
gehorende Lie-Gruppe ist.
Wir benutzen von nun an folgende Notation fiir bestimmte Teilmatrizen einer Matrix:

A= A_ + Ap + Ay
I I I
0 -+ -+ 0 « 0 --- 0 0 % --- %
* 0
* * 0 0 0 = 0 0

Lemma 2.1:
Es gilt:
sl,R=0,R®[,R
Beweis:
Es ist klar, dass s[,R D o,R + [,R.

AELR AL =0
A€ o,RNLRS ,oop
{ = Al=-A= Ag=0undA_ =—(4,)"'=0
d.h. es gilt 0,RN[,R = {0} und damit ist die Summe direkt: s[,R D 0,R & [,,R.
Wir fithren folgende Projektionen ein:

also insgesamt: A =A_+ Ag+ AL =0

To,R . SR — o R m,r: SR — LR
A — Ay = (Ay)! A — Ao+ A+ (Ay)
Offensichtlich sind diese Abbildungen wohldefiniert und es ist fir A € s[,R: 7, g(A4) + 7, r(4) = A
Damit gilt sl,,R C 0,R & [,R also insgesamt s[,,R = 0,R & [,R. O

Wir fithren nun auf s[,,R zusétzlich zur Lie-Algebra Struktur eine nichtausgeartete, symmetrische Bilinearform
ein und bestimmen das orthogonale Komplement der Rdume 0,R und [,R bzgl. dieser Form.

Lemma 2.2:
(,): slLRxs[,bR — R

(A, B) — (A, B):=tr(AB)
ist eine nichtausgeartete, symmetrische Bilinearform.

Beweis:
Zunéchst ist tr: s[,R — R hnear denn tr(AA + uB) = Z()\a“- + pbi;) = )\ dTay + 1Y by = MrA+ utrB

Symmetrie: <A B> =trAB = Z(AB)H = Z Z aiby = Z Zbklalk Z (BA)kk =trBA = <B A>
I=
Bilinearitit: (AA + uB,C) = tr(/\A + uB)C’ = tr()\AC' + pBC’) = )\trAC' —I— utrBC = A (A, C) + u (B, C)
Damit folgt die Bilinearitat aus der Symmetrie.
Nichtausgeartetheit: Sei A € s[,R\ {0}. = A? € s[,R\ {0} und (AA?);; = Z aikai = Y. a2,
=1 k=1

Also: (A, Aty = trAAt = Z(AAf)ll => Ya} = Y a} >0 wegen A#Q0. O
=1 I=1k=1 k=1

Lemma 2.3:
Im Raum (s[,R, (,)) gilt beziiglich der von (,) induzierten Orthogonalitit:

o,Rt = {Besl,R|B=B'} Symmetrische Matrizen mit Spur 0
LR = {Besl,R|b;=0Vi<j} Strikte untere Dreiecksmatrizen

Beweis:
Zunéchst ist wegen der Linearitdt der Transposition klar, dass die angegebenen Mengen Untervektorrdume von
sl,R sind. (,) ist nichtausgeartet = dim(0,R) + dim(0,R*) = dim(sl[,R). Man berechnet leicht:



dim(sl,R) = n2 — 1, dim(0,R) = =Y und dim({B € sI,R | B = B'}) = (2=l

Damit: dim(0,Rt) =n? — 1 — "(”2_1) = (n+2)2("_1) = dim({B € sl,R | B = B'}). Mit einem analogen Dimen-
sionsargument erhilt man dim(I,R*) = dim({B € sl,R | b;; = 0 Vi < j}). Es geniigt also in beiden Fillen “>”
zu zeigen:

Sei B € sl,R mit B = B! und A € 0,R. trAB = (4, B) = (B, A) = ttBA = tr(BA)* = tr( A’ B')= —trAB
=—A =B

= (A,B) =trAB =0 :%.R B € 0,R* Also gilt die erste Gleichheit.
eliebig

Sei B € sl,R mit bij =0Vi < J und A € [.R, d.h. Qij = 0Ve < J- (AB)“ = Z ik bri =0V
k=1 =~ ~~
=0 fiir k>i =0 fiir k<i
A€l R

= (A,B) =trAB =0 bl_:%_ B € [,R+ Also gilt auch die zweite Gleichheit. O
eliebig

Wir werden von nun an hiufig Riume identifizieren miissen. Der Klarheit wegen vereinbaren wir, eine identifi-
zierende Abbildung V' — W stets mit ¢}j, zu bezeichnen und dementsprechend ihr Inverses mit ¢}V .

Definition 2.4:
i. Wir identifizieren den Dualraum
s, R% = {\:s[,R — R | \ linear}

mit dem Raum s[,R durch den Isomorphismus

SRR SR — sl R¥
A — in:ﬁ# (A) = (B — <A’ B> = tI“AB)

sl R

(Beachte: (,) nichtausgeartet = 17",

ist ein Isomorphismus)

ii. Fiir einen Untervektorraum S C sl,,R ist

1
S :={\esl,R* | \|s= 0} C s[,R¥

der Annihilator von S offenbar ein Untervektorraum von s, R%.

Lemma 2.5:

Es gilt:
i L
0,R = 1575, (0,RY) und [,R = 02" (1,RY)
Beweis:
Direkt aus Definition 2.4 und der Definition von (). O

Bemerkung 2.6:

e Wir betrachten den Dualraum
[LR# = {u: [,R — R |y linear}

und wollen ihn vermoge der (offenbar isomorphen) Identifikation

1
ME L LRE S — 0,R C sl,R¥

0, R
u(p) pe R
’u, > p —
0 p €o,R
(wohldefiniert nach Lemma 2.1) als Teilmenge von sl,R# auffassen. Wir vereinbaren, durch Punkte Iden-

1
tifikationen kenntlich zu machen und kénnen daher schreiben: [,,R# = 0,,R bzw. [,R#Csl,R#
L
Analog identifizieren wir: 0,R#* = [,R C s[,R#



L 1
e Da offenbar s[,R* = [,R® 0, R (wegen Lemma 2.1) kénnen wir unsere bisherigen Ergebnisse in folgender
Ubersicht zusammenfassen:

s[,LR = o, R ® LR
[9:3 (R 1
ol ;”R#([ RY) L;”R#(onR )
I I
1 1
sl,R* = LR & 0, R
il i
0, R? [,R#
e Wir werden die Abbildung .° E"R# auch mit LO"R bezeichnen da sie wegen Lemma 2.5 auf diesem
0,RL OnR
L (R [ RL
Teilraum einen Isomorphismus nach o, R darstellt und analog ¢7 "¢« mit ¢ .
" [, RL I R

3 Der Dualraum einer endlichdimensionalen Lie-Algebra als Poisson-
Mannigfaltigkeit

(g,[,]) sei eine endlichdimensionale Lie-Algebra. Wir wollen den Dualraum g# = Hom(g,R) als Poisson-
Mannigfaltigkeit erkennen.
Zunichst ist g# als endlichdimensionaler R-Vektorraum eine glatte Mannigfaltigkeit:

A:={(g%,9) | ¢:97 — Rdim(s") Isomorphismus}

ist ein C*°-diftbarer Atlas da die Kartenwechsel gerade die Isomorphismen Rdim(s®) _, Rdim(s¥) sind. Wir defi-
nieren die differenzierbare Struktur D(g#) := D(A) wodurch (g#, D(g¥)) zu einer glatten Mannigfaltigkeit wird.

Andererseits sind auf g7 wegen dim(g#) < oo alle Normen #quivalent und der Raum ist vollstéindig, d.h. ein
Banachraum. Wir haben also den Differenzierbarkeitsbegriff eines Banachraumes zur Verfiigung, insbesondere
fiir einen anderen Banachraum E die differenzierbaren Funktionen C* (g%, E):

feC(g# E) = f'(¢) € Hom(¢g# ,E) V€ g#

Ist also f € C1(g#,R) so gilt f/(¢) € g##.
Beide Differentialrechnungen sind vertraglich in einem nun zu prézisierenden Sinne.

Lemma 3.1:
Fiir einen endlichdimensionalen R-Vektorraum E ist die Abbildung

P T,E — E

W — WO

ein Isomorphismus. Mit ihm identifizieren wir T,F = E.

Beweis:
Sei @ : E — RY ein Isomorphismus (d.h. (E, ®) eine Karte von E).

Wohldefiniertheit: [fi] = [f2] = (® o f1)'(0) = (P o f2)'(0)
(@ofi) (0)= @'(p) o fi(0)=Dofi(0)= o fi(0)=Pof3(0) = fi(0)=F;0)
—— somorp

Linearitii: M1+ nla) = (]S SR (0) = (@0h) (0) = (®0 (A +pg)) () = Do (Af(0) + g/ (0)) >
1(0) = Af'(0) + ng'(0) = o (A[f] + plg]) = e P ([h]) = B/ (0) ly= Af"(0) |1 +ug’(0) |1
= Mg P(1) + e (lg)

Isomorphismus: Wegen dimT,E = dim E geniigt es, Injektivitit zu zelgen Dazu: 1 E ([ 1) = EE([g])
= [10) =g O 1 = f(0)=g(0)= (o f) (0)=(Pog) (0)= [f] = g]

1 Basis von R



Satz 3.2: (Vertriglichkeit der Differenzierbarkeitsbegriffe)
E, F seien endlichdimensionale R-Vektorrdume, f € C°°(E, F') (im Sinne von glatten Mannigfaltigkeiten) und
p € E. Dann sind die beiden Differentiale

dpf: T,E — Typ,)F (Differentialbegriff der Mannigfaltigkeit)
f'lp): E — F (Differentialbegriff des Banachraums)

definiert (d.h. f € C*(E, F)) und das folgende Diagramm kommutiert

dp f

T,E Ty (p) F

() ———[f oy

T F
S $ —v( L)

#(0) o= (f o p)’(0) L

1’ (p)

Beweis:
Dies folgt direkt aus der Kettenregel fiir die Banachraumdifferenzierbarkeit. O

Bemerkung 3.3: (Konstruktion der kanonischen Poisson-Struktur auf g#)
Ist speziell f € C>®(g¥) und ¢ € g% so konnen wir also das Differential dof mit f'(¢) € g## isomorph
identifizieren. Um nun eine Poisson-Klammer auf C>°(g#) zu definieren nutzen wir aus, dass

e g7 Dualraum einer Lie-Algebra ist

e ein kanonischer Isomorphismus

existiert, mit dem wir g## = g identifizieren. (Man beachte: dim(g) < oo = Isomorphismus)

Mit Lg## konnen wir nun d, f € g auffassen und definieren damit

{,}gr = C®(g") x C®(g#) — C>=(g%)
(f,9) — {f.g}gr wobei {f,g}gx(0) :=([def, deg]) V< g¥

(Bedeutung: {f,g}q#(£) := E([Lg##(f’(ﬁ)), Lg## (¢'(€))]) ). Man rechnet nach, dass {, }4# wohldefiniert ist und
die Eigenschaften einer Poisson-Klammer erfiillt.

Wir haben also (vllig kanonisch) die Poisson-Mannigfaltigkeit (g%, {, }4#) erhalten.

Korollar 3.4:
s, R#, [,R# und 0,R# sind Poisson-Mannigfaltigkeiten.

4 Adjungierte und coadjungierte Darstellung in s[,R und [,R

Wir benétigen spéater die adjungierte und coadjungierte Darstellung in den Rdumen s(,,R und [,,R und kldren
daher vorab einige Zusammenhéinge zwischen diesen Gruppenoperationen in beiden Riumen.



Definition 4.1: (Adjungierte und coadjungierte Darstellung)
Die Gruppenoperation

. X SI,R x s[,R — s[,R bzw. x: L,Rx[,R — I[,R
(9, B) — gx B:=gBg~! (9, B) = gxB:=gBg~!
heilt adjungierte Darstellung (in S1,R bzw. L, R)
x: sl,R#¥ xS,,R — sl[,R# bzw. x: [,R#¥xL,R — [,R#
° ¢, 9) —— £ x g wobei 4, 9) —— £ x g wobei
{xg(B):={(gx B) {xg(B):={(gx B)
heilt coadjungierte Darstellung (in S1,R bzw. L,R)
x: sl,Rxsl,R — sl,R bzw. x: LRxL,R — [,R
. (9, B) +—— gxB:=gB - By (9,B) +~— gxB:=gB- By
(=19, B]) (=g, B])
heiltt infinitesimale adjungierte Darstellung (in S1,R bzw. L, R)
x: sl,R# xs[,R — s[,R# bzw. x: LR#*FxL,R — I[,R¥
. ¢4, 9) —— {xg wobei 4, 9) —— {xg wobei
Ixg(B) :=((gx B) ¢xg(B) = {(gx B)

heifst infinitesimale coadjungierte Darstellung (in S1,R bzw. L, R)

(Man rechnet jeweils die Wohldefiniertheit und die Eigenschaften einer Gruppenoperation nach.)

Wegen der Identifikation s[,R# = s[,,R kénnen die coadjungierte und infinitesimale coadjungierte Darstellung
auch in s[,R berechnet werden. Aukerdem besteht wegen der Identifikation

s
[,R# = 0,R = 0,,R"

ein Zusammenhang zwischen der coadjungierten Darstellung in [, R# und in s, R* und genauso fiir die infini-
tesimalen coadjungierten Darstellungen.

Lemma 4.2: (Coadjungierte Darstellung in sl, R%)
Sei £ € sl,R#, 1 := 2% (7) € s[,R. Dann gilt fiir g € S1,R:

Uxg =1y (97 1g)

50, R#
Beweis: -
Uxg(B) =g B) = l(gBg™") =txlgBg™") = tr(g~lgB) = tr(g~'1g)B = (&' E.(g7g)) (B) D
trAB=trBA

Definition 4.3:
Wir fithren folgende Projektion ein:

To, gL SR — 0, R+
A = Ao+ AL+ (A

Diese ist offenbar wohldefiniert und linear (wegen der Linearitdt der Transposition).

Satz 4.4: (Coadjungierte Darstellung in [,R%)
£

_ L _
Sei £ € 1,R#, £:= """ (£) € 0,R C sl,R#, 1 := "% (7) € sI,R. Dann gilt fiir g € L,R:

onR

L
LR 3 0 g =008, <L°j§ (o mt (9119))>
On

Beweis:



Zuniichst gilt: £ x g =0 x g |;,g denn: B € [,R = ¢ x g(B) = {(g x B) = {(9Bg™") @ {(gBg~') = x g(B)
(x) da nach Konstruktion £ =/ |;, g und gBg~! € [,R. Wir rechnen nach, dass gilt

# L _
ET (a0 g) =00 (g, me (97 1g))

o, R 0, R
woraus die Behauptung folgt, da L["i ein Isomorphismus ist.
on
Fiir B € 0, R ist klar: <L["J_R# (€ > g)) (B)=0= (L"ZRL (0, R (gllg))> (B)
Fiir B € [,,R berechnen v;iLrR "
(" ) By = (Exa)B) = (0 0))
<LZ£L (770 re(g _1lg))> (B) = tr ((7rU re (g _1lg)) ) da LzﬂiL = szng# (vgl. Bemerkung 2.6)

B cl,R=B 1st untere Dreiecksmatrix d.h. b;; = 0 Vj > . Fiir ein beheblges X € M,Rist dann (X B)gx =
ZX;W ik = ZX;W ik d.h.in tr(X B) gehen nur X;; mit j > i ein, also nur X, und X.

:> tr ((g _1lg) ) = tr ((mo, g2 (97 g)) B) da 7, rr ((g 1lg))0 und ((g 1lg))+ invariant lésst. O
Ein analoger Zusammenhang besteht auch fiir die infinitesimalen coadjungierten Darstellungen:

Lemma 4.5: (Infinitesimale coadjungierte Darstellung in s[,,R*)
Sei £ € sl,R#* | := Li{:%# () € sl,R. Dann gilt fiir v € s[,R:

Oy = 2 (L))
Beweis: - -
txy(B) = {(yxB)={([y,B]) = tr(l[y, B]) = tr (1 (yB — By)) = tr (IlvB — IBy) = tr (IyB) — tr (1B7)

= tr(lyB) —tr (vIB) =tr (IyB —~IB) = tr ((Iy — 1) B) = tr ([I, ] B)

= (2. @) B)

Satz 4.6: (Infinitesimale coadjungierte Darstellung in [,R%)

Sei £ € [,R#, [ := L[Z_R# (0) e onR C sl,R#, [ := L°” . (¢) € sl,R. Dann gilt fiir v € [,R:
onR

. - L
WR% 5 50y = 8, (1005 (s (19)) )
On

Beweis: -
Wie im Beweis zu Satz 4.4 gilt: £xy = x|, g Wir zeigen wieder, dass gilt

# . 1
LE (00y) = (e (7)) ()
onR o, R

woraus die Behauptung folgt. Auf 0, R sind beide Seiten von (x) nach Konstruktion identisch 0. Fir B € [,R
berechnen wir:

(M)) (B)=Tiy(B) = (1] B)

onR Lemma 4.5

( <woan<w,w}>>) (B) = tr (o, s ([1,7))) B)

077,
Mit der gleichen Begriindung wie im Beweis zu Satz 4.4 sind hier beide rechten Seiten gleich. O

Schliefslich besteht noch ein wichtiger Zusammenhang zwischen der coadjungierten Darstellung und der infini-
tesimalen coadjungierten Darstellung, welcher diesen Begriff auch motiviert.



Satz 4.7:
Sei v : (—¢,¢) — SI,R eine Kurve mit v(0) = e. Wir koénnen ~ als Kurve zwischen den Banachriumen R und
M, R auffagsen und erhalten 4/(0) : R — MR linear. Dann gilt:

4 (0) |1€ sl,R

Beweis:
() =: (vi,; (t))?j:p ~v(t) € S1,R = det (y(¢)) = 1 Mit der Leibniz-Darstellung also:

1=>" (SgH(U)H%,a(k)(t)> = [Trws®+ > <Sgn(U)H7k,a(k)(t)>

gESy k=1 k=1 o€ES, k=1
o#id

Wir diirfen die Ableitung 4/(0) |1 komponentenweise bilden und leiten obige Identitét ab:

. (kﬁlvk,w))/ 0+ % <sgn<a> (FL e <t>)l <0>>

g€Sy
o#id
= 0= [ (O IT%a(0) [+ X [sen(o) X | Yok ()H%a (0)
k=1 I=1 o€Sn k=1
l#k o#id l#k

Da 7(0) = e ist ,,;(0) = 1 und im zweiten Produkt ist stets mindestens eines der 7, »(;)(0) = 0 da wegen o # id
fiir mindestens zwei | o(l) # [ gilt, also erhalten wir:

0=> (7x(0)+ Z (Sgﬂ Z (71{ (k) (0 )) Z Yk (0)) = tr (v/(0) 1)

k=1 oES, k=1 k=1
o#id
Damit ist 4/(0) |1 € sl,R wie behauptet. O

Satz 4.8: (Coadjungierte und infinitesimale coadjungierte Darstellung in sl,R%)
Sei v : (—e,e) — SI,R, t — ~; eine Kurve mit 79 = e. Dann ist fiir £ € s[,R# die Abbildung 4 := ¢ x v :
(—¢,e) — sl,R# differenzierbar und es gilt:

(€ 7)" (0) 1= €5 (+'(0) 1)

Beweis:
Nach Lemma 4.2 ist £ x v; = ¢ {:ﬁ# (77 17;). Die Differenzierbarkeit folgt (da .° E"R# ein Isomorphismus, also
differenzierbar ist) aus der Differenzierbarkeit von ~; 'l : (—¢,€) — sl,R und wir berechnen:

A Oh = (00 ) 0 h= & () @0 & (i ') )]s

= e (O ) 00 1) = e (5 (00 ) (0) b bvo + 76 gk (30) (0) )
= ii 2 (1 () (0) |1 =% (W) (0) |1 1) = Lﬁ:ﬁ# ([, 4 (w) (0) 11])
0% (£ () (0) ) = % (Y(0) )

Lemma 4.5
Dabei haben wir benutzt (beachte: 7; ' ist das Inverse Element zu +; in S1,R, nicht die Umkehrabbildung):
0 = £WO) h=% (") 0) h=% (") ) o+ "5 () (0) b
= H () O h+5 () (0) h

= L (37 (0) =~ (%) (0) |1
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Satz 4.9: (Existenz von Kurven in SI,,R)
Sei B € sl,R und g € S1,,R. Dann existiert eine Kurve ¢ : (—¢,e) — S1,R mit:

i c(0)=g
ii. ¢(0) |1=¢gB

Beweis:

In der Theorie der Lie-Gruppen beweist man die Existenz der glatten Abbildung exp : s[,R — S1,,R mit den
Eigenschaften exp(0) = e und (exp(tB))’ (0) |;= Bexp(0B) = B. Damit definieren wir die glatte Abbildung
c(t) := gexp(tB) und erhalten:

c(0) = gexp(0B) = ¢
(0) = (gexp(tB))'(0) [1= g((exp(tB))'(0) |) = gB

Diese Sitze gelten analog auch in [,R:

Satz 4.10:
Sei 7 : (—e,e) — L,R eine Kurve mit 7(0) = e. Dann gilt:

7(0) |1€ R

Beweis:
Wir fassen die Kurve v in L,R C S1,R als Kurve in S1,R auf, wobei dann (%)+ = 0 gilt. Mit Satz 4.7 ist

(0) 1€ sl,R

Da wir komponentenweise ableiten diirfen folgt aber wegen (v;), = 0, dass (7'(0) |1) = 0 gilt. Also ist sogar
~'(0) |1 € LR. O

Satz 4.11: (Coadjungierte und infinitesimale coadjungierte Darstellung in [,,R*)
Sei vy : (—¢,¢) — L,R, t — ~; eine Kurve mit vy = e. Dann ist fiir £ € [,R¥ die Abbildung 4 := £ x~: (—¢,¢) —
[,R# differenzierbar und es gilt:
, .

(€2 7)" (0) [1=€x (v/(0) |1)
Beweis: N N
Nach Satz 4.4 ist £ X v = Lfnﬁﬂ]?# (T, RL (’y{llfyt)). Die Differenzierbarkeit folgt (da Lf:]]]?# ein Isomorphismus
und 7, g linear, also differenzierbar sind) aus der Differenzierbarkeit von -, Yny t (—e,6) — sl,R und wir
berechnen wie im Beweis zu Satz 4.8:

L L

)0 [ = s (Torre (5 (M) (0) 1) = s (mo,me ([ (70) (0) [1]))

01 (4 () (0) |1) = 65 (+(0) |1)

Satz_4.6

Satz 4.12: (Existenz von Kurven in L,R)
Sei B € [,R und g € L,R. Dann existiert eine Kurve ¢: (—¢,e) — L, R mit:

i c(0)=g
ii. ¢(0) |1=¢gB
Der Beweis erfolgt vollig analog zum Beweis von Satz 4.9 mit der Exponentialabbildung exp : [,R — L,R.

Vieles aus diesem Abschnitt ist nicht an unsere konkreten Riume gebunden, sondern gilt allgemeiner fiir Lie-
Algebren g. Da wir die Theorie der Lie-Gruppen weitgehend nicht als bekannt voraussetzen wollen haben wir
alle Aussagen nur fiir die konkreten Rdume formuliert, in denen die Beweise direkt funktionieren.
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5 Konstruktion Poisson-kommutierender Funktionen auf [,R#

5.1 Das Lemma von Kostant-Symes

[,R# und sl,R# sind kanonisch Poisson-Mannigfaltigkeiten. AuRerdem haben wir die Identifikation

1
SR RE 0 R C sl R¥

€
o, R

welche linear also nach Konstruktion der differenzierbaren Strukturen auf [,R# und s(,R# glatt ist. Da

1
L["lR# ([nR#) = 0, R als Untervektorraum von sl,R# eine Untermannigfaltigkeit ist, ist die Abbildung
o, R

U: [,R#*¥ <  s[,R#
¢ E

1
o, R

eine Einbettung. Obwohl diese Einbettung keine Poisson-Abbildung ist besteht zwischen den Poisson-Klammern
in beiden Raumen ein Zusammenhang, welchen das Lemma von Kostant-Symes formuliert. Wir fithren wieder
alle Beweise fiir unsere konkreten Rdume obwohl die Aussagen auch allgemeiner gelten.

Definition 5.1.1: (Sl,R-invariante Funktion)
f :sl,R#* — R heift Sl,R-invariant

= f(lxg)=f({) VYgeSl,R Ve sl,R¥

d.h. wenn f auf den Orbits £ x S1,,R der coadjungierten Darstellung konstant ist.

Lemma 5.1.2:
Sei f € C*°(sl,R#) Sl,,R-invariant. Dann gilt:

((lg,def]) =0 Vg esl,R, ¥V esl,R* oder kurz: £([s[,R,dsf]) =0
wobei wir dy f € sl,R auffassen.

Beweis:
Zu beliebigem ¢ € sl,R kann nach dem Existenzsatz 4.9 eine Kurve 4 : (—¢,¢) — SI,R mit 4(0) = e und
4'(0) |;= g konstruiert werden, so dass nach Satz 4.8 fiir die Kurve v := ¢ x ¥ : (—¢,¢) — sl,R¥ gilt:

(€% 4)'(0) [1=txg

Fiir diese Kurve folgt:

def(]) = lferl=Ftr flEx3@)]=[t— f(O)] =0 € TypR
— OGO ) =0eR
Satz é.2

Da wir die Identifikation s[,R = s[,R## mit dem Isomorphismus

Clrpss 1 SR — sl R##
v = (A A)

vorgenommen haben (vgl. Bemerkung 3.3) folgt:

0= f'(t) (Exg) = (Lxg)(def) = Ugxdef) =g, def))
S~~~ )

Esl, R## csl, R

L

12



Korollar 5.1.3:
Sei f € C>(sl,R#) Sl,R-invariant und h € C*(s[,R¥). Dann gilt

{fih}sr,re =0

d.h. insbesondere Poisson-kommutieren alle Sl,,R-invarianten Funktionen auf sl, R#.

Beweis:

{fih}er, m# (€) = U([def,deh]) = —£(] dth,dgf]) =0 (wegen Lemma 5.1.2) O
: €sly

Lemma 5.1.4: 4

Sei £ € [,R# und f € C°°(sl,R#). Wir setzen f_ := foW € C°(,R#) (also f_ = fo /%), AuRerdem sei

o, R
7 # . .
0= L["E]l (¢) € s1,R¥ (die Nullfortsetzung von ). Dann gilt:
on
de(f-) = (dpf)-

wobei (d;f)— definiert wird durch

def = (def)- + (def)+

S € S
s[LbR = LR & o,R

(Wir fassen wie in Bemerkung 3.3 beschrieben das Differential do(f_) : Tyl,R* — Ts_(»R als Element von
[,R und das Differential dyf : Tjpsl,R¥ — Ty @R als Element von sl,,R auf.)

Beweis:
SLRF# 3 (D) = 02 Ren (def) = ks () + (def)L) | = R (D)) + R (D))
Fir z € o, R C sl,R# ist Lﬁ[ g##((dgf)Jr)(a;) = r((dgf),) = 0 da (dgf), € o,R und z|, 5 = 0 wegen
1
z € o,R.
Also: B
PO =B (o))
= # #
= fl(f)o LL”ﬂR = 02w (dgf)_) 0 LZ’LH; (%)
# ! # ! #
Wir berechnen: f’ (¢) = < fo ik > 0, .= f (J";R (4)) o < nR* ) () = f'(£) o L F
onR ettenregel onR on R onR
=0 linear!

Da f' (¢) = Lizﬁ## (de(f-)) folgt damit aus (*):

R o) = FL(0) = /(0 0 FT = 2R (dgf)_) o P Alsor R (de(f-)) = 20 ((def) ) o T ()

onR () onR on.R

Sei nun v € [,,R¥ gewiihlt. Dann gilt: LEZ§##((dgf>,)(’y) = v((dzf)-) (€ R). Andererseits berechnet man:

(st @) ) (257 0) = (i (@D 0) 6) s, A = (5 0)) (@er)) = () )
Lo )

er.

0, R o, R N——
— €l,R
—5C0nRCsl, R¥ =7 auf LR
Da v € [,R# beliebig war gilt damit die Gleichung Li{::%##((dgf)i) o L["LR U R##((déf) ) also folgt aus (xx):
o, R
g (e(f2)) = Wan (dif)-) | = de(f-) = (def)-

¢ Isomorphismus
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Satz 5.1.5: (Lemma von Kostant-Symes)
Seien f1, f? € C*°(sl,R¥) Sl,R-invariant, dann gilt:

{Flow, fPol} 4. =0

Beweis:
fli=floW, f2 = f20 0. Sei £ € [,R# und 7 := .""*" (¢) € s[,R* (d.h. 7 |o, p= 0).
o, R
{floW,fPoW} L. (0) v C([de(fL), de(f2)]) e 514 U([(def)-, (def?)-])
= U[(def) - dpf? = (dzf*)+]) = €([(dzf") -, dpf* = (dzf?)+]) (denn £ = £ auf [,R)

el,R

= Uldgf") =, dgf?) = U[(def")-, (def?)+]) = —C(ldef" = (dzf')+, (def?)+])

=0 nach Lemma 5.1.2
da f2 Sl,R—invariant

= —Udgf, (dgf?)+]) + U[(dzf")+, (def?)+]) = €0 [(def )+, (def?)4] )

=0 nach Lemma 5.1.2 co,R co,R
da f1Sl,R—invariant

€o0,Rda Unter-Lie-Algebra

= 0 wegen /|, g=0

Bemerkung 5.1.6:
Dass {fl7 f2}5[ r# = 0 war bereits nach Korollar 5.1.3 bekannt. Das Lemma von Kostant-Symes garantiert,

dass speziell fiir Sl,R-invariante Funktionen auf s[,R¥ die Einbettung ¥ : [,R# < s[,R# die Poisson-
Kommutativitit erhélt. U ist keine Poisson-Abbildung, was eine viel stirkere Aussage wére. Fiir unsere Zwecke
geniigt aber bereits die schwache Aussage aus dem Lemma von Kostant-Symes.

5.2 Die Poisson-kommutierenden Funktionen H, auf [,R#

Wir benutzen nun die Aussagen aus dem letzten Abschnitt, zur Konstruktion Poisson-kommutierender Funk-
tionen auf [,R#. Dazu definieren wir:
Hy: sl,R* — R

#
P — (g (P)R)

Offenbar gilt ﬁk S C‘”(s[nR#) Vk € N und H, = 0. Wir werden im wesentlichen die Funktionen Hj, fiir

k € {2,...,n} betrachten, wobei H; trotz seiner Trivialitéit noch eine Rolle spielen wird. Fiir £ € s[,R# (mit

l:= Lizg# (¢) wie iiblich) und g € SI,R berechnet man:

S S #
Hy(txg) = Hp(gs(979) = $tr((irg (6 5s (97 19))F) = Ftr((971g)%)

Lemma 4.2

50, R
= ttr(g1Rg) = tr(gg~ ') = (%) = 2or((gmg (0)F)

= H.(¢)

d.h. die H, & sind Sl,R-invariant, Poisson-kommutieren also nach Korollar 5.1.3 auf s, R#. Dieser Raum ist aber
fiir unsere Zwecke zu grofs. Deshalb betrachten wir:

Hj, € C°(I,R#)  definiert durch: Hj, := HoU (: Hy o L[7lR#>
o, R

Nach dem Lemma von Kostant-Symes Poisson-kommutieren die H e auf [, R#.
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6 Der coadjungierte Orbit (’)Z[.)”R# als symplektische Mannigfaltigkeit

6.1 Zerbliatterung einer Poisson-Mannigfaltigkeit in symplektische Untermannig-
faltigkeiten

Der Raum [,,R# als Definitionsbereich der H  ist immer noch zu grofs. Daher werden wir ihn ein weiteres Mal
einschréinken, wobei wir fiir die eingeschrénkten Funktionen die Poisson-Kommutativitit erhalten wollen. Dazu
ist es notwendig eine geeignete Poisson-Untermannigfaltigkeit zu finden.

Theorem: (Symplektische Blitterung)

Jede Poisson-Mannigfaltigkeit ldsst sich kanonisch in symplektische Untermannigfaltigkeiten (verschiedener Di-
mension) “zerblattern” (d.h. als Vereinigung disjunkter Untermannigfaltigkeiten darstellen), die symplektischen
Blitter.

Zum Beweis siehe [1] Abschnitt 4.1.4, insbesondere Satz 4.1.31.

Betrachtet man speziell den Dualraum einer endlichdimensionalen Lie-Algebra als Poisson-Mannigfaltigkeit, so
lassen sich die symplektischen Blétter direkt angeben:

Satz: (Symplektische Blitter von g#)
Sei g# der Dualraum einer Lie-Algebra g mit Lie-Gruppe G so sind die symplektischen Bliitter von g# gerade
die Orbits

Op:=(xG (eg”

der coadjungierten Darstellung.
Zum Beweis siehe [I] Aufgabe 4.7.

Wir werden nun ein bestimmtes symplektisches Blatt von [, R untersuchen und alle dafiir notwendigen Rech-
nungen und Konstruktionen direkt durchfiihren ohne diese Sétze zu verwenden. Sie sollen unser Vorgehen
lediglich motivieren. Wir werden folgenden wichtigen Satz aus der Theorie der Lie-Gruppen benétigen:

Satz 6.1.1: (Abgeschlossene Untergruppen einer Lie-Gruppe)
Sei G eine Lie-Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe. Dann gilt:

e H ist eine Untermannigfaltigkeit von G und damit selbst eine Lie-Gruppe

o Es existiert genau eine differenzierbare Struktur auf dem Quotienten G , g (= {[g]~ | g € G} wobei
g~ h:=gh™' € H) so dass

— die Projektion 7¢,,, : G — Gy glatt ist
— Vp € G,y existiert eine Umgebung p € U C G,y und eine glatte Abbildung ¢ : U — G mit
TG,y O = idy

— die durch (g,kH) — gkH definierte Gruppenoperation von G auf G,y glatt ist

Zum Beweis siehe [3], Satz 7 in Abschnitt 6.2.

Definition 6.1.2: (Stabilisator einer Gruppenoperation)
Sei H eine Gruppe, X eine Menge und - : H x X — X eine Gruppenoperation. Fiir £ € X heift die Menge

Se:={heH|h-t=(}CH

der Stabilisator von £. Sy ist stets eine Untergruppe von H wie man leicht nachrechnet.
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Bemerkung 6.1.3: (Die Orbits O;‘R# als Untermannigfaltigkeiten von [,R¥)

Sei ¢ € [,,R#. Wir wollen OE"R# := ¢ x L,R als Untermannigfaltigkeit von [,R# erkennen. Dazu betrachten
wir den Stabilisator Sy. Man rechnet nach, dass dieser sogar eine abgeschlossene Untergruppe von L, R ist, also
nach Satz 6.1.1 eine Untermannigfaltigkeit von L,R und der Quotient L,R g, eine glatte Mannigfaltigkeit.
Die Abbildung

®,: L,R — OZ"R#
g — IXg
ist per Definition surjektiv. Zur Injektivitit: ®(g) = ®(f) = €xg=_Ixf= (U xg)x fl=Uxf)xf 1=

(Uxgf)=0Exff)=L=gf" €S =[g]=[flinL.R g,
Damit gibt ®, Anlass zu einer wohldefinierten bijektiven Abbildung

Ty - L"R/sl — OE"R#
[] — Ixg

Man kann zeigen (vgl. [1], Proposition 3.3.24) dass 7, : L,R /5, — [,R# eine injektive Immersion und (’)E"R#

eine (zu L,R /g, diffecomorphe) Untermannigfaltigkeit von [,R# ist.
Wir werden von nun an die kanonische Projektion L,R — L,R g, mit 7, bezeichnen.

6.2 Der coadjungierte Orbit O;;’R#

Wir definieren

0 1 0
SR 1 L : "
P:= € 0,Rt Csl,R p:=1%"(P)€o,R P = 1" (D)
‘. . ‘. . 1 0, R
0 1 0
Wir werden den coadjungierten Orbit (’);"R# =p x L,R C [,R¥ untersuchen. Wir definieren dazu

£
; # #
OF = onE, (JQR (oy* )) C 0,R: C 51, R
" 0, R

€1
. . # . . . . . .
Durch diese Definition und da LZ”%L ) L["LR ein Isomorphismus ist erhalten wir durch Einschrinkung sofort eine
n
o, R
bijektive Abbildung
[, R# n
O R L RF
or onR- Ui]R O[nR#
D

#
Wir werden sehen, dass (’)[[.,"]R kein Vektorraum ist. Diese Abbildung ist also nur bijektiv und besitzt sonst
zunichst keine weiteren strukturerhaltenden Eigenschaften. Nach Satz 4.4 wissen wir bereits:

b O;_jnk# ) UiR [nR# . »
O3 145 (pxg)= Lorpe |t iy (pxg)|=m,re(g" Pg)
on

Wir wollen O konkret berechnen und beweisen dazu zuniichst folgendes technische Lemma:

Lemma 6.2.1:

ar by 0 91,1 0
Seif—| U co R mit b, >0Vkundg=| = € L.R.
bnfl . T
0 bn—l Qp, gn71 [P e gn,n

Dann gilt fiir X = ()71 = 7o, rt (g7 tg) € 0,RL:

oxi,j:xjﬂ-:O V]>Z+1
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L $i,i+1:1'i+1’i:b¢gi+l%>0 ﬁ‘lI"Z‘E{l,...,’flf].}

gi
. — . LGit1,i _ p Gii—1 EE _
o z;;=a;+b . bl_lgi—l,i—l firie {2,...,n—1}
— 92,1
Ty = a1+ by
= — L _Gnin-1
xn,n = an bnfl Gn—1m—1

z.B. im Fall n = 4:

92,1 92,2
a1 +b1 91,1 bl 91,1 0 0
92,2 93,2 92,1 93,3
bl g1,1 a2 + b2 92,2 bl g1,1 b2 g2,2 0
93,3 . 943 93,2 94,4
0 b2 92,2 a3 + b3 93,3 92,2 b?’ 93,3
94,4 _ b 943
0 0 bs 93,3 az — b 93,3
Beweis:
Wir setzen
aq 0 0 b1 0
(= ™
- : . bp
0 QA 0 bn—l 0
01 =:02

= X =7, gi(g7Hg) =7, me (g7 (H + %) g) = 7o g1 (g7 g + g7 Pg) = 7o me (97 g) + 7o, w2 (97 29)

Zu 7, g (g7 0g): g, 0%, g~ untere Dreiecksmatrizen = gfl_tmg ist untere Dreiecksmatrix, d.h. wegen 7, p.
geniigt es die Hauptdiagonale zu berechnen: Y := g~ /'g = (1g = gV

n _ n
= Z&l,k-gkﬂ =3 Yik Yki = GiiYii
k=1 k=1~~~

=0 fiir=0 fiir
k>i i>k
n
Damit: g, yii = Y. Z;k ki = E}igm = 0;9;; = Vi, = a; denn nach Voraussetzung ist g; ; > 0
k=1~ ’
=0 fiir
ik

= Mo, R+ (gilglg) =

Zum, g9~ Pg): Z =g g = PPg=gZ
e Firj>2undie{1,...,j -2} gt (& j>i+1):

n n 1+1 n 7
S Gikki = 2 Lo 9= 20 geg =0 und 3 Gik 2k = D GikZh,
k=1 k=1~ k=1 ~~ k=1~~~ k=1

=0 fiir =0da =0 fiir

k>i+1 j>it+1>k k>1

i
Also: Y gikzk; =0
k=1

Fiir festes j > 2 erhalten wir also das Gleichungssystem
wegen det(g) = 1 ist det(G; 0
- 0 . 8 (9) (Gj) #
. —0 21,5
o = : =0
o o e o
9j—2,1 9j—2,j—2 72,7 Zj 2

,

::GJ‘
Damit wurde gezeigt: z; ; =0 Vj > i+ 1 also wegen 7, go:@;; =25, =0 Vj>i+1
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e Fiiri € {1,...,n — 1} berechnen wir:

ZEZ k9ki+1 = Z 9ik Rki+1 = Gii%ii+1
k=1~ ~——
=0fir =0 fir
k>1 z+1>k+1

2y
Damit: Gii%iit1 = Z Ei pJkitl = Z EZ e Okitl gz,z+lgz+1,z+1 bzgz+1,2+1
——

k=it1 ~
=0 fiir =0 fiir
k<i+1 ks#it1
. . git+1,i+1
Also: Ziit1 = b; e
3 H . — _ gi+1,i+1 LN « 93
Damit wurde gezeigt: z; ;11 = 11, = biT,i >0firie{1,...,n—1} (“> 0” wegen b;, g;; > 0 nach
Voraussetzung)
e Fiir i € {2,...,n — 1} berechnen wir:
n - n
Z i kki = Z ik ki = Gii-1%i—1, + 9i,i%i,i = Gi,i—1bi—1 ql i1 + Gi,i%ii
k=1 k=1~~~
=0 fiir =0 fiir
k>i i>k+1
. Giio1Gi.i N2 N2 72
Damit:  g;izii +bio1 557 = 3G grei = 20 Uiy ki = 05 ii19i414 = bigit1
e k=1 N~ k=i~
=0 fiir —0 fiir
i>k k#i+1
AISO‘ 2. = b Git+1,i b 9i,i—1
: 1,1 Gi,i i—1 9i—1,i—1

Damit wurde gezeigt: x;,; = a; + b; %5+ — Sl fiir i € {2,...,n — 1}

o Zu xy1: Zglkgm— Zglkzkl—gllzllDamlt g1,121,1 = Z ‘€1k9k1—€12921—b1921
1~

k=1 \,./
=0 fiir =0 fiir
k>1 k#2

92,1

Also: 211 = b1 225 92,1 - Damit wurde gezeigt: 211 = a1 + by 22 o

n n
. )2 _ _ _ gn,n
o 7Zu Tn,n: Z gn,kgk,n = Z 9nk fkm = nn—12n—1,n + In,ninn = gn,nflbnfl et - + In,n?n.n
k=1 ~~~

=1 In—1,n
=0 fiir
n>k:+1
Damit: gn,nzn,n""bnflw = Z gn k 9kn = g37‘,7;7197171,71 = bnflgnflm = 0 Also: Znmn = —bn—1
) ——
—Ofur =0da
k#n—1 n>n—1
Damit wurde gezeigt: T, = an — by 1&%
Satz 6.2.2 (Der Raum OP):
ap b 0
: b
or = ! € 0,R* b, >0 VE
bn—l
0 bn—l ap

Beweis:

Obige Menge sei fiir diesen Beweis mit M bezeichnet.
(R

gn,n—l

In—1,n—1

O

ol n
“C” Sel l € O;’LR# = ( = pxg fir ein g € L,R. Damit: ¢,,; ({) = 7, ge(g~'Pg) = (lij); j—1 Nach

Lemma 6.2.1 besitzt (li;);;_, , o

OK”R# O["R#

top  (£) € M. Wegen der Bijektivitat von ¢,;  (¢) folgt nun “C”.
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“D7 Sei

aq b1 0
A= | D € o0,R*
bnfl
0 bn—l Gnp

[ RF )
mit by > 0 VK vorgegeben. Wir geben direkt ein passendes g € L,R an, so dass t,;;  (pxg) = Aalso Ac OP
folgt. g € L,,R sei definiert durch:

H bj i i—1
gii = 7-7;11 rie{l,....,n}  Giy1i:= >, <akgk7k I1 bj) ie{l,...,n—1}  g;;:=0sonst
<kH1 nlbj> . j:k
=1j=

(Wohldefiniert wegen by, > 0) Damit ist g eine untere Dreiecksmatrix mit g; ; > 0 und

—1 n i—1
n n I_lej [Il I_lej

det(g) = [Joii =[] =
i=1 i=1 n k=1 \" b
(H I1 bj> JL1Les

k=1j=1

i

=1

[ R7
Also ist tatséchlich g € L, R. Mit Lemma 6.2.1 kbnnen wir nun X = (z; )7 ;=y == to5 (DX g) = To, rt (g 1Pg)
ausrechnen:

oxi,j:xm:() v.]>7+1

jam

bj
_ _ Git1i41 _ g=1 L
® Tiit1 = Tigli = T = i =b firie{l,...,n—1}
[1b;
j=1
7 1—1 i—1 i—2 i—1 1—2
. . 2 | awgnn 105, kZI ak Gk, k _Hkbj i Gk, k Hka i1 Ghe Hka
41,1 i,0—1 = J= = J=r J= J=
[ ] = = —_ = —_ =
xz’l 9i,i gi—1,i—1 9i,i gi—1,i—1 kX_:l Ak 9i,i kX_:l k 9gi—1,i—1
k—1 i—1 k—1 i—2
i Hl bj .Hkb-f i—1 _Hlbj _Hkbj i i—1
i=1_j= i=1_gj= IS
o= | - =2 =Y ar— Y ar=qa; firie{2,...,n—-1}
k=1 b k=1 b k=1 k=1
j=1 j=1 "
92,1 a191,1
° = 221 — =
-771,1 g1,1 g1,1 a1
n—1 n—2 k—1 n-—2
21 akgr,k [1 b n—1 — n—1 [T6; IT b;
In,n—1 = J= 9k.k =1 4=
L - - — = — . > = — .
xn,n In—1,n—1 In—1,n—1 Z QK In—1,n—1 H b] Z QK n—2
k=1 =k k=1 I1 b;
j=1
n—1 n
=—> ar =a, wegen tr(A) =0also > ap =0
k=1 k=1
> X=A=AcOP O

Bemerkung 6.2.3:
Man kann zeigen, dass der Orbit O[[-)"R# unter allen Orbits der coadjungierten Darstellung auf [,R# als Man-

nigfaltigkeit die kleinste Dimension besitzt. Wir werden spéter noch sehen, dass dim (OI[.)"R#) = 2n — 2 gilt.
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6.3 Die Tangentialriume Tg(’);"R#

L

Es sei im ganzen Abschnitt stets ¢ € O;"R# und ¢ := LZ"%L <z["lR# (5)) € 0P C 0,R* die zugehdrige Matrix,
" o, R

gegeben durch:

ay b1 0
i=| M
bnfl
0 bnfl Gp

Wir wollen den Tangentialraum T, gOZ[.)"R# untersuchen. In Bemerkung 6.1.3 wurde gezeigt, dass O;”R# C I,R#
eine Untermannigfaltigkeit ist. Damit gilt:

1,05 ¢ Ty, R#

Wir haben aukerdem die (isomorphen) Identifikationen (vgl. Lemma 3.1)

1
T,L,R* = [,R* = 0,R = 0,,R*+ C s[,R

Daher definieren wir
: R .R# [ Tyl,,R# [ R# 1
O =1mg. |t (L[TfR"# (Tg(’)p" )) C o,R
0, R

Da TKO;"R# ein Untervektorraum von Ty[,,R# und obige Abbildung ein Isomorphismus ist, ist Of ein Unter-

vektorraum von o0, R+ und die Einschrinkung dieser Abbildung ein Isomorphismus zwischen diesen Riumen.
#
0"

Abkiirzend bezeichnen wir sie mit ¢ _, ?

oy
Lemma 6.3.1:

Sei v : (—¢,e) = L,R /5, eine Kurve und g € L,,R mit 7, (g) = 7(0) gegeben. Dann lésst sich v lokal um 0 zu
einer Kurve durch g liften, d.h. 34 : (—4,9) — L,R Kurve mit 7,09 =~ ’(,5’5) und 4(0) = g.

L,R
L7
-
y,7
d iTP
e
- l
(=4,9) — L.R s,

Beweis:

Satz 6.1.1 = 3 Umgebung v(0) € U C L,R /5, oBdA. offen und 3¢ : U — L,R glatt mit 7, 0 ¢ = idy. oBdA.
gelte p(v(0)) = g denn:

©(1(0)) = g = 7(9) = 7((1(0))) = 4(0) = 7(9) = [9] = [g] inLaR 5, = §7'g €

Wir setzen

p: U — LyiR
r — px)g g = ¢ ist glatt da - in L,R glatt ist (Lie-Gruppe)

und erhalten:

(3 0 @)(x) = Ta(pl)g"'g) = Talp(x)) = Vo € Udh. 50 p = idy
o5

S(7(0)) = p(7(0))§tg = gg tg = g ~ Wir kdnnen also zu ¢ iibergehen

Damit:
vy~ Y U) C (—¢,¢) ist offen. Wihlen I C 4~ 1(U) Zusammenhangskomponente mit 0 € I
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= I ist ein Intervall also oBdA. I = (—0,d). Wir definieren

4 (=4,6) — LR
t —  p(y(1)) = 4 ist Kurve in L, R

und erhalten:

Korollar 6.3.2: (Schwaches Liftungslemma)
Sei v : (—¢,e) — OZ[-)"R# eine Kurve und g € L,R mit v(0) = p x g gegeben. Dann lisst sich v lokal um 0 zu
einer Kurve durch g liften, d.h. 34 : (—4,0) — L,R Kurve mit p x ¥ = v |(_s,5) und 4(0) = g.

TP

LnR Ln]R/Sj7

7 g—1g]

Beweis:
mp ist nach Bemerkung 6.1.3 ein Diffeomorphismus = 3 (ﬂp)_l glatt. Damit definiert

(—g,6) — L.R,s,

t — () o)
eine Kurve in L,R /g, durch (7Tp)_1 (7(0)). Es ist
50 T3(9) = g =(0) = 73(9) = (mp) " (7(0)) = 7(0)

3 Liftung 4 : (—6,9) — L,R mit 7,049 =% |(_575) und 4(0) = ¢

Lemma 6.3.1
Damit:
S A N ~ -1
(5 4) (1) = (m 075 04) (1) = (m5 0%) (1) = (mp 0 ()™ 07) (1)) =1() Vi € (~5,6)
Also: px Ay =x ’(,575) und 4(0) = g. O
Bemerkung:

Die Liftung deren Existenz Korollar 6.3.2 sichert ist nicht eindeutig d.h. auch fiir ein festes ¢ € L,R exis-
tieren viele Liftungen. Dennoch kénnen wir die Aussage benutzen, um zu einem beliebigen Tangentialvektor

aus TgO;"R einen flir uns geeigneten Représentanten zu konstruieren und es wird sich herausstellen dass die
schwache Aussage aus dem Korollar véllig ausreichend ist.

Satz 6.3.3:
Sei [u] € Tg@;"R# und g € L,R mit p x g = £. Ist dann g; eine Liftung von p durch g gemik Korollar 6.3.2 so
gilt:

Lol =[pxgl]=1[0xg"g]

ii. (97g:) (0))1 € LR

[ R#

i O 30, " (1) = om0 (4 ((97090) " €(9791)) O1) = moee ([E (7290) O 1 ])
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Beweis:

Zu (i):

prg=L=Lxgl=p=pxg=>Exg ) xg=~E0xg"g

Nach Voraussetzung gilt: £ x g~ g = p x gr = | (—s.5) Also: [u] = [px ge] = [¢ x g7 g4]

1

Zu (ii):
g 1g; ist eine Kurve in L,R mit g lgo=glg=c.
Satz 4.10 = (g7 g:) (0) |1 € [,R

Zu (iii):
TO‘" L # # + #
oG =k (O () ) =k (o (L?ﬂ; (i¢257'91))
0 On
- # _ / _ /
G (E (e o) o (5 (5w 01)
o, R atz o, R

o,R [, R#
= L L L
Satz 4.6 onR* ( o R (
0y, R+ (

: o (Lo iL (770 RL ([é, (979:)" (0) 1})))))
g (2 (e ([l 01])
!

= ot ([8 (97" 90) (0) D
Aufierdem berechnet man:
A ((9_1%)_1?(9_1915)) 0) = Z(g_lgt)/ 0) 1 — (9_1915)/ 0)]; £ = [7, (g_lgt)/ (0) |1} was wir im Detail

bereits im Beweis zu Satz 4.8 nachgerechnet hatten.
(R

Also insgesamt: LZ;” ([1]) = 7, m: ({Z, (g_lgt)/ (0) |1D =T, rt (% ((g_lgt)_lg(g_lgt)) (0) |1) O

Mit diesen Hilfsmitteln sind wir nun in der Lage ein erstes wichtiges Resultat zu beweisen:

Satz 6.3.4:
Es gilt:

O} = {mo.s ([£.9)) |9 € LR} C 0B
Beweis: .
“C”: Nach Satz 6.3.3 ist zu [u] € TgO;{"R :

T[O["M# B

([u]) = 7o, %+ ([€,9])

[, R#
fiir ein gewisses g € [,R. Damit folgt “C” aus der Bijektivitit von ¢ OZP- ?
4
“D™ Sei v € [,,R beliebig vorgegeben. Sei g € L,,R mit p x g = ¢ gewéahlt.
Satz 4.12 = 3 Kurve ¢: (—¢,¢) —» L,R mit ¢(0) =gund d(0) |1 =gy = pXcy=pxg={

= [pXe € TZO;"R# Mit Satz 6.3.3 folgt: [p % ¢;] = [€ X g_lct] und:

OP

o el = ([E(7e) O h]) = mons ([L97¢O 1)) = mms (697 07]) = 7o,z ([67])

Also: 7, gt ([lz 'y]) € (’)@3 O

Bemerkung 6.3.5:
Wir wollen uns kurz iiberlegen wie sich die fehlende Eindeutigkeit des Liftungslemmas 6.3.2 auswirkt. Wir

wéhlen also zu [u] € TZOII-)"R# g,h € L,R mit p x g =~/ und p x h = £. Weiter sei g; eine beliebige Liftung von
o durch g und hy eine durch h.
:>[M]: [p)qgt] = [p)qht] undpxgt:pxhtépxgtht —pdh gt GS Vit

N—— N——

=[lxg=lge]  =[xh™1h]
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= 5= gtht_1 ist eine Kurve im Stabilisator S; und g¢ = s:h,. Nach Satz 6.3.3 gilt:

[ R [ RF
7,0 7,0

Tours ([0 57'9) O 1 ]) = 10" (2970 =100 ([£x0h7'h]) = oz ([E (7 R) @1 ]) )
Auf der Ebene von [,,R berechnet man:

(97'9:) 01 = g7'g4(0)[1 =g~ (s¢he) (0) 1 = g7 s4(0) | ho+g™" 0 R,(0) ]y

=gohy "

= 9 '51(0)[s h+ g7 gh™ hi(0) |1 = g7 "'s;(0) [1 h+ R~ hi(0) |2
1

)|
(97 seh) (0) |1 + (h='Ry) (0)
Also folgt mit (x):

WUnRL([é_,(hflht)/(O)hD - wanw([E,(gflgt)’(())h}):WUHRL([Z,(gflsth)’(onl+(h*1ht)’(0)|1])

*

= 7oz ([0 (g7 sh) (0)] +[Z(if1ht)'(0)|1D
= o (|67 0) O L) + 7o ([ (g7 seh) O 11 ])

—
N

Damit muss also gelten: 7, g ([Z, (g_lsth)/ (0) |1D =0

Dies kénnen wir jedoch auch anders einsehen: £ x g~'s;h ist offenbar eine Kurve durch ¢, also [Z X gilsth} €

[ R# _
TZOZ[-)"R# und es ist LZ}O"’ ([¢x g7 sih]) =7y pe ([6, (gflsth)/ (0) |1D Man berechnet aber:
4

Emg_lsth:(gmg_l)Nsth:(pxst)xh:pxhzé = [ng_lsth]:[tHf]
———

N——
=p =p da
St ESP Vit

d.h. es handelt sich gerade um eine speziell Liftung der Punktkurve in ¢ also von 0 € T, ZO;;LR#.
Als Ergebnis unterscheiden sich verschiedene Liftungen in L,R also nur durch eine Kurve im Stabilisator und
im Tangentialraum spiegelt sich dies gerade durch die Punktkurve, also den Nullvektor wieder.

Wir untersuchen nun noch die Beziehung zwischen [,,R und Of .

Definition 6.3.6:

Es sei . .
Dg : LR — Of -
g — 7ore ([6yg])

Satz 6.3.7: . -
Sei g € [,R. Dann gilt fiir die Matrix DY (g) = 7, g+ ([(, g]) = (di,j)?jzl folgendes:

Odi,j:dj,i:0 V]>Z+].

° di,i+1 = di+1,i = bigi+1,i+1 — bigi,i fir ¢ € {1, cea,n — 1}

o di; =bigit1—bi—1giiafirie{2,...,n—1}
L4 d1,1 = 5192,1
® dpn=—bp_1Gnn-1
91,1 0
wobei g =
Gna o G
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z.B. im Fall n—4:

b1go1 bi1g22 —b191,1 0 0
biga2 —bi1gi,1 bagz2 —biga1  bags s — bagoo 0
0 bagz s —baga2 b3gaz —b2g32 b3gaa — b3g33
0 0 b3ga.a — b3g3 3 —b39g4,3

Beweis:
Nach Satz 4.12 finden wir eine Kurve ~; in L,,R durch e mit v{(0) |y = g. Also ist [£ x ] € Tg(’);-"R# und nach
Satz 6.3.3 gilt:

. _ _ d .
D3 (9) = Moyt ([0.9)) = 7ot ([LAHOV 1)) = o (o (07 T0)) (O)]y
Die Matrix 7, gt (7;1[%) kennen wir jedoch nach Lemma 6.2.1. Sei
~1,1(t) 0
"= : T
Yn1(t) o Ynn(t)
Wir diirfen ~; komponentenweise ableiten und daher gilt nach Konstruktion
’71,1(0) 0
9=7%0)]1 = :
Y1 (0) - Ynn(0)

Mit Lemma 6.2.1 punktweise angewandt erhalten wir fiir X; = (2;,;(t)); ,_; = o, r+ (v o)

i. xi,j(t) :l‘jﬂ‘(t) =0 Vi>i+1

i @i () = ig10() = b O i e {1, 0 — 1}

i, @i4(0) = 0 + bR — b frie (20— 1)
2,1(¢
(1) = o+ b 224G
n.n—1(t)
Tnn(t) = an = bno15 22

Wegen Df (9) = X;(0) |1 erhalten wir durch differenzieren dieser Eigenschaften in 0 unsere Aussage:

(i) = dij=d;, =0 Vi>i+1
- ST i1,541(0)73,0(0)=7it1,i+1(0)7; ; (0
(i4) = digp1=diy1; = (bntrlial)(v (0) = by e ('(Yi,)i(g);;l = bt i1(0) = by (0)
= bigi+1,i+1 — bigigfiri e {1,...,n—1}
li

_ b.71{,+1,7:(0)%,1‘(0)*"/#1,1‘((])’Yz{,i(o) b Yiio1(0)¥i—1,i-1(0)=7i,i—1(0)v; 1 ;_1(0)
- g (74,:(0))? i—1 ('711—1,7';.—1(_0))2
= bz’y,ZJrl’Z(O) — bi—l’Yz,’,ifl(O) = bigi+1,i — bi—lgi,i—l fur 1€ {2, ey, — 1}

! 51(0 0)—72,1(0)74 1 (0
i = (o + 0320 () = by ORI = bisf 1 (0) = biga
_ Yn,n— (t) ! _ 'Y;L,nf (0)77171.71—1(0)_771.7171(0)7;7 n— (O)
dn,n - (an - b’nfl 'Yn—l,nil(t)) (0) - _bn71 ! (,Y"L71=7L71(0))2 ! !

= _bnfl'yil’nfla)) = _bnflgn,nfl

(Die Konstanten in dieser Rechnung erhélt man wegen v(0) = e. O
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Bemerkung 6.3.8: Nach diesem Satz ist die Abbildung Df vollsténdig durch Haupt- und untere Nebendia-
gonale der Elemente aus [,R bestimmt (g, taucht implizit wegen tr(g) = 0 auf). Damit ist klar, dass es (fiir
n > 2) keine eindeutige Umkehrabbildung geben kann. Aus Satz 6.3.4 wissen wir aber, dass Df surjektiv ist.
Wir kénnen also eine injektive Abbildung . .

I:0) —1I,R
finden, so dass zumindest Df ol f =1id s gilt. Wir werden eine solche Abbildung bendtigen und versuchen eine
in einem gewissen Sinn moglichst einfache anzugeben.

Satz 6.3.9: _ _ '
Die Abbildung I} : O) — [,,R sei definiert durch: I} ((ﬁivj):j:1> =: ()], wobei

1 —1 —1
s L ‘ (5 5k,k+1) . nz: (n—k 5k,k+1) fiir i € {1 n}
Z’l T n bk n bk 7ttty
k=1 =i
K3
— 1 .
Ayl = Ekzﬂk’k fir ¢ € {1,...,n— 1}
=1
Q5 =0 sonst

Dann gilt:
i. I ist wohldefiniert (also I?(B) € [,R VB € Ob)

ii. D? ) If =idy» und damit ist If auch injektiv
4

Beweis: _ _
Dy ist surjektiv = OF > (8:;);;_, = D{(g) fiir ein gewisses g € [,R. S Tar
W atz 6.3.
Bi1 Pr2 0
B2 E R
(ﬂid)?,j:l - .
. T 6n—1,n
0 ﬂn—l,n ﬂn,n

Zu (i): (O‘i,j)?jﬂ ist offenbar eine untere Dreiecksmatrix.
=

n = Uy k Bk, k+1 nt n—k Brk,k+1
tr((ai;j)iJ‘:l) = 2= (2 (7% )—Z T )

i=1 \k=1 ( k=i
Uy K, k1 = —k Br.k+1 nd n—k Br,k+1
= 2 (Z () - I () - 2 ()
=1 k:11 k::l1 k=1 - L
= 3 (L (ﬁkéfzﬂ) _ nz (n;k ﬁk;;ﬂ)) - <zn:22 (ﬁki)l;:rl)) _nnz: (n;k Bkl,)lz+1>
i=1 \k=1 k i=1k=1 \ k=

(-0 2%2) = (S (%2)) - £ (-0 22)
)) =5 (0= 22)

k=1

N
Il
gl
™M
—_ —
N
@
kol
|
B ES
i
A
N————
~__
|
B 3

|

=

M
L
i
L
VS
»
=2
> [
T
N———
N———
[
i
L
VS
—
3
[
ol
N—
=)
>
Q-}‘
>
N———
I
VRS
3
|
—
3
[
p—
[
oyl
+
—
=
= |l
S
R

—~
3 |
o
|
&y
S~—
sy
x
o
> |=
i
AN
~——
|
i
—_
/N
—~
3
&y
S~—
sy
x
> |=
T
AN
~——

Il
i
A~ =

I
o=

Zu (ii): Es sei (di;),_, == D} oIf ((ﬁi,j);szl). Wir kénnen die d; ; direkt mit Satz 6.3.7 ausrechnen:

e dij=dj;=0=0;;=0 Vi>i+1
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L4 di,i+1 = di+1 i = b‘ai—H i+l T biai,i =b; (ai+1,i+1 - Oli,i)

: k kk+ nd —k Bk, k+ = k Pk,k+ nd —k Pk, k+
Z B 1 Z n B, k+1 Z : Bl k+1 Z n—k Bk k+1
k=i+1 k=1 k=1
i

- b k ,3k A+1 _ = n—k Brat1 ) _ = k: ﬁk k+1 n—k k ﬁk k+1
= bi| X PO by + Z
k=1 k=i+1 k=1
— b (2 Biit1 n—i Bii+1 ) _ i+n—ipg. _ A, i 1 -1
- i\ n b, + n b; - n /81,2+1 - 6z,z+1 ir i € { yeees Il }

i i—1 i i-1
o dii =bioi1; —bi10G-1=1b; (bl > 5k,k> —bi (bll > ﬁk,k) =2 Brk— 2 Bk = Big
k=1 k=1 k=1 k=1
firie{2,...,n—1}
1
dijg =biany = b1ﬁ > Bk =B
k=1

dpp = —bp_10pn_1=—bp_17—— b Z Br e = — E Bre = Bn,n da tr ((ﬁi7j>2j=1) = 0 nach Voraussetzung

Damit wurde gezeigt: DY o I? ((Bi’j)?j:1> = (Bij);

i,j=1 0
Wir wissen, dass [, f on = id;, g nicht gelten kann, da Df nicht injektiv ist. Folgendes Lemma klért die Situation:

Lemma 6.3.10: ) )
Fiir die Abbildung I} o D} : [,R — [, R gilt:

g1, 0 g1.1 0
P o Df g21 _ 92,1
gn1 Inn—1 YGnn 0 Inn—1 Gnn

d.h. insbesondere ist sie auf Haupt- und unterer Nebendiagonale die Identitét.

Beweis:
Sei g € [,R. (d;, ])” L = D7 (9), (am)” = =17 ((dm-)?j:l) Mit den Sétzen 6.3.7 und 6.3.9 berechnen wir:
o ;= li:l (% dki));j—l) _ (n k di, k+1> i (% (grt1, ;:1 9k, k)) nil (ank bk(gk+1,g:1*gk,k))
k=1 k= k=1 k=i
i—1
= (1= 2=5) (grs1,h41 — k) — Z (2=E (grg1,641 — Grk))
k=1 k=i
i—1 i—1 i1 ' il 1 1
= Ght1,k+1 ( > gk,k) - ( > gk+1,k+1) + ( > %gm) - ( > ankJrl,de) + ( > "ngk,k)
k=1 k=1 k=1 k=i k=i

- o
Ll
Lol

i—1 n—1 & n—1 &
( gk+1,k+1><zgk,k)<z — i >+<Z”n )
k=1 k=1 k=1 k=1
; i1 nol _
( (ng7k> - ( n,_Lgk:Jrl,kH) ( i 791{ k)
-1 k=1 k=1
n—1 & n—1 &
=0ii— 911 — (Z = , ) + <Z n;Qk,k)
k=1 h=1
71,—1/ & n ol
=6ii—g1,1+ (Z "ngk> - (Z ==ty k)
E=2
1 1 n—1 & n—1 b1
=gii— g1+ Stg — =g, <Z n;ﬂkk) - (Z W!Jkk)
k=2

=Gii—911+9g11— %91,1 - %gn,n + (Z ng,k)
k=2

= gi gu—*gnn—*ngk - ngk

\_v_./
=0 da tr(g)=0
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= Gi; firie{1,...,n}

o it =g Y ik =g (dl,l + > dk,k> =4 (1?192,1 + 22 (bkGrtre — bk—19k,k—1)>
k=1 k=2 k=2

% ) 4 i—1
=4 <b192,1 + 22 (Okgr+1,6) — 22 (bklgk,k1)> =4 (5192,1 + 22 (kgr+1,6) — 22 (bk9k+1,k))
’ k=2 / k=1

k=2 k=2
_ oy (big2a) = g2 fir i =1
b% (b1g2,1 + bigit1s — b19g2,1) = Git1,i firie{2,...,n—1}
e «; ; = 0 sonst 0

Satz 6.3.11: (Der Raum Of)

Es ist
V1w 0
oy = ! € o,R:
’ ’ Wn—1
O Wn—1 Un

(offenbar ein Untervektorraum von o0, Rt was wir uns schon zu Beginn des Abschnittes 6.3 iiberlegt hatten)

Beweis:

(Die Menge oben sei fiir diesen Beweis mit M bezeichnet.)
“C”:

Folgt direkt wegen der Surjektivitdt von DY aus Satz 6.3.7.

M:)??:

Im Beweis von Satz 6.3.9 zur Abbildung I} wurde fiir die Wohldefiniertheit I} (B) € [,R von der Matrix B nur
verlangt, dass sie eine Tridiagonalmatrix ist.

Wir dehnen so fiir diesen Beweis I auf beliebige Tridiagonalmatrizen aus, wobei uns dann die in 6.3.9 bewiesene

Identitét Df ol 5 = idof zunichst nicht zur Verfiigung steht.
Ist nun B € M (also insbesondere eine Tridiagonalmatrix), so gilt If(B) € [,R also: Df o If(B) € Of
Im Beweis von 6.3.9 wurde fiir die Identitdt D} o I} = id (auf Matrixebene nachgerechnet, nicht auf O}

beschriinkt) zusétzlich noch bendtigt, dass tr(B) = 0 gilt. Da fiir unsere Matrix B € o,R* gilt, ist diese
Bedingung erfiillt und die Identitéit steht uns zur Verfiigung. Es gilt also:

B=id(B)= Dl oI?(B) € OF

Damit ist “D” gezeigt. O

Lemma 6.3.12: (Linearitit von Df und If)
Die Abbildungen D7 : [,R — O} und I} : Of — [, R sind linear.

Beweis:
D} =m, e ([€,-]) ist linear wegen der Linearitéit von 7, g. und der von [,] in der zweiten Komponente.

Nach Satz 6.3.9 ist die Abbildung I? gegeben durch: I? ((51‘,3‘)?]-:1) =: (i) ._, wobei

ij=1

= k Bk k+1 nt —k Br.kt1 S
Qg = 2_: (ET+) - > ("TT+) firie{1,...,n}

k=1 k=i
K3
Ayl = b%zﬁk?,k fir i € {1,...,’17,—1}
k=1
Q5 = 0 sonst
Offenbar sind alle Gleichungen linear in den 3; ; also ist [ f insgesamt linear. O
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In Bemerkung 6.3.8 wurde bereits festgestellt, dass die Elemente aus [,,R Tangentialvektoren aus Tg(’)][j”R# nicht
eindeutig bestimmen. Wir sind nun in der Lage eine genauere Aussage zu treffen.

Definition 6.3.13: (Die Ridume L))

Zu [u] € Tg(’)l[j"R# definieren wir

D Tgo;.j"R#
L =19 € LR | Dy(g) =ty " () p CLR

(die dem Tangentialvektor [u] entsprechenden Matrizen aus [,R)

Satz 6.3.14:
Sei [u] € TgO;}"R#. Dann existieren eindeutige Zahlen ¢/ ... 'l al . dl" | € R so dass gilt:
6[1’4 0
Ly = 4" o €LR
* | d%;L CW

d.h. ein Tangentialvektor legt eindeutig die Haupt- und untere Nebendiagonale der ihm entsprechenden Ele-
mente aus [,R fest und umgekehrt.

Beweis:
Die Menge auf der rechten Seite oben sei fiir diesen Beweis mit M bezeichnet.

X . LR
Seien g, h € [,R mit DY (h) = D}(g) = Lgﬁo"’ ([u]) (also g, h € Lpy).
. . . . £
= I} oD} (g) =1} o D} (h)

Nach Lemm 6.3.10 stimmen damit die Haupt- und untere Nebendiagonale von g und h iiberein. Wir wihlen

diese Diagonalelemente zur Definition von C[1M]v e d[l“], . d%‘ll € R. Dann ist “C” gezeigt.
I R#

? ([u]) also gilt bereits g € M. Ist nun f € M beliebig so stimmen damit

T
o}
die Haupt- und untere Nebendiagonale von f und g iiberein, also gilt nach Lemma 6.3.10:

Sei wieder g € [[,R mit Df(g) =1

1 o D} () = I} o D} (9) = Dj o I} o D} (f) = D} o I} 0 D} (9)
In Satz 6.3.9 ii) wurde die Identitét D? o If = idof gezeigt, woraus nun folgt:

[ RF
T[{Op

D} (f) =D} (9) =10y " (1)

d.h. f € Ly,;. Damit ist auch “2” bewiesen. |

Bemerkung 6.3.15:
Aus Satz 6.3.14 (oder auch aus Satz 6.3.11) folgt (man beachte, dass die Hauptdiagonalelemente nur (n — 1)
Dimensionen besitzen wegen der Forderung tr (A) = 0 fiir A € [,R)

dim (oﬁ) —2(n—1)=2n—2

[ RT
T[ OI')

Da .
aof

ein Isomorphismus ist folgt also

dim (TgO;’LR#) =2n—2

Damit ist gezeigt:
dim (O;"R#) =2n—2 (als Mannigfaltigkeit)
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6.4 (91‘;7“# als symplektische Mannigfaltigkeit

Wir wollen nun auf der Ebene von [,R eine symplektische Struktur auf jedem der Tangentialrdume TgO[-"'R#
einfithren, so dass diese Rdume zu symplektischen Vektorraumen werden. Dass wir die Definition in [,R durch-
fiihren, wo wir keine eindeutige Zuordnung zu Tangentialvektoren haben, mag zunéchst etwas seltsam anmuten,
wird sich aber spéter als sehr niitzlich erweisen.

# - - # :
Wir vereinbaren fiir diesen Abschnitt zunéchst wieder: ¢ € (’)1[.,"]R und ¢ := LE"%L (z[’ﬂR (é)) € 0P C 0,R* die
n OnR
zugehorige Matrix, gegeben durch:

ay b1 0
i=| M
. bnfl
0 bnfl Gnp

Definit ion#6.4 1
Auf T,05%" sei

Q- Tg(’);"R# X TgO})"R# — R
definiert durch: .
(1], 0] € TeOR™", i € Ly, 1) € Lig = Qu((u], ) := € ([f2,7])

Die Wohldefiniertheit und weiter Eigenschaften klart der folgende Satz:

Satz 6.4.2:
Es gilt:

i. Qy ist wohldefiniert und (TgO;’”’R#,QO ein symplektischer Vektorraum

ii. Sind [3], [4'] € TOY™" und v € L13), 7/ € Li3 mit

aq 0 o) 0
/
7 — /61 , "}/ — /31
* ﬂnfl Qp * ;z—l Ot;l
so gilt:
n—1
Qe (3, 17D =) (bk (Br (o) — afyyr) — By (o — ag41)))
k=1
Beweis:

Zunéchst folgt aus ii), dass €y wohldefiniert ist, da nach Satz 6.3.14 die Haupt- und untere Nebendiagonale
der Matrizen aus L5) und L5, eindeutig durch die entsprechenden Tangentialvektoren bestimmt ist und in der
Formel ii) nur diese Eintréige auftreten.

Zu ii):
Fir X € [,R berechnet man:
n n .
7 7 7 ATk + OkTry1 k firke{l,...,n—1}
X = . €T = V. i = > 5
( )k’k Z; o vjjk 2 Itk {anl'n,n firk=n
I= =0 fir j<k 77

Damit folgt:

n n—1

tr ((X) = Z (ZX)M€ = Zakxk,k + Zbk$k+1,k (*)
k=1 k=1

k=1
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Wir wollen Q ([%], [¥]) = C([v,7']) = tr (€[,7']) = tr (£(vy — ') berechnen. Dazu:

n
/ / / /
(vy )k,k = > Yy Vik = VekVi gk = OkCy
J=1 N N~

=0 fiir=0 fiir

>k i<k

n

/
V1 = Ve+1,j Vik = VE+1k Vg T Vet k+1Vhr1 6 = Bk + 1By
N~

Jj=1

=0 fiir =0 fiir
Ji>k+1 <k

/!

Analog: (v
(v

'Y)k,k = agay

"Mig1,6 = Brow + i1 Bk

Damit ist zunéchst: . .
D ak (W =V Vi = > _ak (ona, — ajag) =0

k=1 k=1
Also berechnen wir mit (x):
_ n n—1
QL) = te(f(vy =) = kZ ar (VY =7V + kE b (VY =Y Mis1
=1 =1
n—1 n—1
= kzlbk Y =Y V1 = k; (br (Bt} + ar+18), — Brow — o1 6k))

n—1
= kgl (br (Br (o — a;chl) — B, (o — ary1)))
Damit ist ii) gezeigt.

Es ist jetzt noch zu zeigen, dass (TZO;-)"R#,Qg ein symplektischer Vektorraum ist. Dazu:

Nach Definition und wegen der gezeigten Wohldefiniertheit ist
s T0nF . [ 1,0
. = (|1 (" @) 2t (i @)|)
14 14

[ R .
T ein Isomorphismus also linear, die Abbildung I} nach Lemma 6.3.12 linear, [,] bilinear und ¢

oF
linear (wegen ¢ € O[[)"R# C [,R#* = Hom (I,R,R)) ist, folgt sofort, dass €, bilinear ist. Auferdem folgt,
dass Q schiefsymmetrisch ist, denn [,] ist schiefsymmetrisch (und ¢ linear). Es bleibt also zu zeigen, dass

nichtausgeartet ist. Dazu sei [i] € Tg(’);"R#, [1] # 0 und p € L), gegeben durch

Da .

a1 0
ao |
* ﬂn—l Qp

Wir konstruieren direkt einen Tangentialvektor, durch Definition eines zugehorigen Elementes in [,R und rech-
nen dann nach, dass dieser die gewilinschte Eigenschaft besitzt. Zunichst stellen wir fest: [i] # 0 = nicht alle
ay und B sind 0 (wegen Satz 6.3.14).

Wir definieren:

o 0
/ T,
w o= A . . clL,R
* o1 O
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durch:
Bl = o — oy firie{l,...,n—1}

Oé; = (iikilﬂj> —Ziﬂj fir i € {17,’[7,}
k=1j j=1

=1

Es ist tatsdchlich p € [, R, denn:

n n n k—1 i—1 n k—1 n i—1
1 1
Dot =D | 2208 | =28 | =nid > 8- ) B =0
i=1 i=1 k=1j=1 j=1 k=1j=1 i=1j=1
Es sei TgO;”R# > [i] = Lffoéﬂﬂ# (Df (,u’)). Vorab berechnet man:
1 n k-1 i—1 1 n k-1 i
o=y = EZZ@‘ - Zﬂj - 522@ + Zﬂj =0
k=1j=1 j=1 k=1j=1 j=1
Damit erhalten wir nun mit ii):
n—1
Q ([, 18]) = k; (0n (Br (@) — foir) — B (ar, — k1))
n—1
(b (BBr — (k41 — o) (o — ag41)))
k=1
= % (e (87 + (0~ aan)?))
k=1 "

e Falls ein () # 0 so folgt damit: Q, ([2], [#]) > 0 (wegen by, > 0 nach Satz 6.2.2)
e Falls alle 8, = 0:

Annahme: o — ;01 =0Vie {1,...,n—1} dh. o; = @41 Vi = @1 = a3 = ... = @,. Dann folgt aber
wegen 0 = Zai = nag, dass a1 = @ = ... = a, = 0 im Wiederspruch zu [] # 0 (vgl. oben)!
i=1

= q; — ai;l_;é 0 fiir wenigstens ein 1%
= Q ([#], [&]) > 0 (wegen by, > 0)

In jedem Fall ist also € ([i1] , [#']) > 0 und €2, damit nichtausgeartet. Also ist bewiesen, dass €, eine symplek-
tische Struktur auf TgOI[-,"R# ist. O

Satz 6.4.3: (2, im Raum Of?)
Seien [u],[n] € TgO;”R# und

U1 w1 0 ’Ull w/l 0
TZO;MR# wy Tz@;}”’m# w/
Loﬁ ([/’[’]) = . . , [,(91-7 ([’I’]]) = 1
¢ . . W1 ¢ wgil
0 Wn1  Un 0 w_y ),
Dann gilt:
n—1 k 1 / /
Qe ([u],[]) = ZZ o (Ulwk — Ulwk)
k=11=1
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Beweis:
Die beiden Matrizen seien mit g bzw. ¢’ bezeichnet und wir setzen

o 0 ol 0
i _. b1 L IP(q") =: i L
¢(g) =: _ _ € Ly, I/ (g) = ) ) € L
) / !/
* 671—1 70 * n—1 Qn
Mit Satz 6.3.9 folgt:
i—1 . n—1 . i X n—1 &
Wi n— w w n—k w
@ = Qiy1 = (;Tf) - (Tr,f) o> (ﬁz?k’“) + 2 (Tr,f)
k=1 k=i k=1 k=it+1
— -ip o oo (S
Analog: of — ol = —Fuw)

Damit gilt nach Satz 6.4.2:

Qe ([1], [0]) = (b (Br (), — pyy) — B (o — arg1)))

O

Bisher hatten wir die Tangentialriume jeweils einzeln betrachtet. Wir sind nun jedoch in der Lage zum Diffe-
rentialformenkalkiil iiberzugehen. Dazu 16sen wir uns von unseren Vereinbarungen iiber ¢ und ¢, die wir anfangs
getroffen hatten.

Lemma 6.4.4: R .
Die Abbildungen di,...dy,b1,...bp—1 : [R# — R definiert durch

a () by(0) *
(o (L[’LR# (6)): @ e V€ LRY
onR o ()
* bu_1(0)  dn(f)

sind glatt, also aus C* ([n]R#). Auferdem sind es lineare Abbildungen.
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Beweis:

1
LonR n OL[”L * ist als Isomorphismus und nach Konstruktion der differenzierbaren Struktur D ([,LR#) aus Abschnitt

3 und der Standardstruktur eines RY auf 0,R* glatt, also sind auch die Komponenten glatt. Die Linearitét

folgt ebenfalls da L RL ) L[ "B gin Isomorphismus, also linear ist. (I
on]R

Definition 6.4.5: .
Es seien ai,...,an,b1,...,by_1: O™ — R definiert durch

ag i=dj 0 X, by 1= by 0 x
wobei .
X O;"R —  [,R#

J4 — /

die Inklusion bezeichne, die glatt ist da (nach Bemerkung 6.1.3) OL"R# eine Untermannigfaltigkeit von [,R#
ist. Damit ist also 4
A1y.veypyby,y .. by € C™ (O;"R )

Lemma 6.4.6:
Fir ¢ € O;’LR# gilt:
deay ([u])  deby (1) 0
DO gy = | (D) V() € O
¢ . dgbn—1 ([M])
0 debp—1 ([1])  dean ([n])
Beweis:
Es ist
dea; (1)) = (aiop) (0)]1 = (dioxop) (0))

ai’ ((xom)(0))o(xom (0)) (beachte: [,R# ist Banachraum)
—

linear

o (xom) (0)]x ()
= i (o8F (D)
Analog: deb; ([u]) = bi ( ?[H[Q#R# ([ND)

Wir hatten folgende Identifikation verwendet:

T oln=* #
(9” = Lz %L o LIU"R LBH[%’;&R
Damit ist .
T ok " # #
o D =z (5 (5 )
£ o, R
L
Da a; gerade als ¢, i-Komponente und b; als 1,1 + 1-Komponente der Abbildung LU"RL o L["R definiert war ist
onR
damit
. # ~ #
i (PEET D) B (T (D) 0
~ # . .
rou* by (o (1uD)
oy 1) = o
- : b (1 (D)
. n # r n
0 by (T () (R ()
Also folgt die Behauptung aus (x). O
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Definition 6.4.7:

Es sei
n—1 k

Q= 33 T nda e 92 (05)

k=11=1
(Es ist b > 0 nach Satz 6.2.2 und da ay, b, € C (O;"'R#) sind day, dby, € Q! (OZ[-)"R#). Also ist tatséchlich
Qeq? ((’);”R#) wohldefiniert.)

Nun besitzen wir auf O;"R# zwei Differentialformen: ) € (O;;‘]R#) und das  welches wir mit Definition

6.4.1 direkt in den Tangentialriumen erklért hatten. Von Q) kennen wir die globale Eigenschaft, dass es glatt
ist, wir wissen aber nicht, welche Eigenschaften es in den Tangentialrdumen besitzt. Von 2 hingegen kennen wir
viele seiner Eigenschaften in den Tangentialrdumen, dafiir aber bisher keine globalen Eigenschaften, wir wissen
beispielsweise nicht, ob es glatt ist. Der folgende Satz klart die Situation:

Satz 6.4.8:
Es gilt:

i. 0 = Q d.h. insbesondere ist Q € Q2 (O;"R#>
ii. § ist eine symplektische Form auf O;"R#, d.h. (O;}"R#, Q) eine symplektische Mannigfaltigkeit

Beweis: .
Zu (i): Seien [u],[n] € TZO;;LR . Wir wissen, dass mit

dear ([p])  deb ([u]) 0
_ o ) deby ([1]) .
TeO;" g debn—1 ([1])
0 debn—1 ([p])  dean ([u])
dear ([n])  deba ([n]) 0
B, , deba ([n]) '
T,0" . : debn—1 ([n])
0 den—l ([nD dgan ([77])

nach Lemma 6.4.6 B = [u] und B’ = [n] gilt. Damit ist:

Qi) = T S s A doan (] )
- :_;22 5oy (debr ([1]) dear ([n]) — deb ([0]) dear ([1]))
Satz:fs.4.3 ¢ (B, B/)
= Q([p],[n])

(Beachte beim Anwenden von Satz 6.4.3 dass die dort auftretende b, wegen Definition 6.4.5 und Lemma 6.4.4

genau den by (¢) hier entsprechen) Da dies fiir beliebiges ¢ € O;”R# und beliebige [y],[n] € TZO;"R# gilt haben
wir 1) gezeigt.

Zu (ii):
Aus Satz 6.4.2 wissen wir bereits, dass die Tangentialrdume (TeO;"R#7Qg) symplektische Vektorrdume sind.

Deshalb muss nur noch gezeigt werden, dass d€2 = 0 gilt. Dazu:
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. n—1k n—1k n—1 k
aQ = dQ—d(Z Z‘?;Adal) =3 Zd(fgikkmal) =3 Zd(iAdbMdal)
k=1l=1 k=1l=1

n—1
= Y3 |4 (%) A dby, A dag + = | ddby A da; — dby A dday

k=1i=1
-0 -0
n—1 k 1 n—1 k 1
- d(—)Adb /\da): 1. dbpAdb, Ada
k:ll;( Z i : k,gu; B EE :
=0 da
dbreQ? (o;’LR#)
- 0

wobei wir im letzten Schritt folgendes benutzt haben:

k k

0=dl=d(4) =d (L Ab)=d () be+Ltdm)
— d () =~ b

d

Da wir nun (O;{LR#,Q> als symplektische Mannigfaltigkeit erkannt haben, wissen wir nach Bemerkung 1.4
dass diese auch auf kanonische Weise eine Poisson-Mannigfaltigkeit ist. Wir wollen beweisen, dass die Inklusion

X : O;’LR# — [,R# eine Poisson-Abbildung ist. Fiir diesen Nachweis ist es von Vorteil, dass wir die Definition
urspriinglich in [,R gegeben haben.

Lemma 6.4.9: .
Es ist fiir beliebiges ¢ € O;;LR# (und zugehériges £ := ,°"% (z[”R# (6)) € 0P C 0,RL):

o, RL L
On

#
T,0' "% [, R##

o 7 (Xpox (0)) = 7o 5 ([z B (h’(é))D Vh € C™ (1,R#)

[71R##

d.h. es ist (—L["R (h’(ﬁ))) € LxXpor (0)-

Beweis:
Die Definition des Vektorfeldes Xj,0,, in (O;”R#,Q> (vgl. Bemerkung 1.4) erfolgte durch die Identitét

# #
QU (Xnox(0),0) = (de (hox)) (B]) V] € O™ Ve e OpF (%)
welche den Tangentialvektor X}, (¢) eindeutig definiert. Wir zeigen nun, dass fiir ein beliebiges ¢ € (’)},"R#

H Qfo;"“*# (Rouz (B2 ' (@0])). M) —(de(hox) (W) VD] € TOL™

gilt, woraus dann wegen der Eindeutigkeit von Xjo, (¢) in (x) die Behauptung folgt (da Lgfol_nk# ein Isomor-

phismus ist). Dazu sei [y] € TgO[[-)"R#. Wir konnen [y] = [¢ x g¢] schreiben fiir eine Kurve g; in L,R durch e
(nach Korollar 6.3.2, vgl. auch den Beweis von Satz 6.3.3 i) fiir die konkrete Form [¢ X ¢;] mit Kurve durch e).
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Man berechnet:

(’)p 7l R## 5, _ @f b LR%#
Tgol ni# (7T°T‘Rl ([[ ww (B (@)D) Def. 6.3.6 LTgOI[.)”]R# (D ( L[ v (b (())))
0" | or . w4 . o
=ty |t (eure ([E-0ET W @)])) | = 0F (= )
=neT, 0"
w4
Def.:6>.3.13 ( Li % (h (6))) € L) (%)
Mit Satz 6.3.3 erhalten wir:
T,0n%* T,00n%* _ .
LO% T = LO% P ([0x i) = o, ([€,91(0) 1 ]) = Df (g7(0) |1)
Oy
Def, 6.3.13 9:(0) 1 € Lpy)
Damit:
(9” - ## .,
O (98 e (s ([E-E 00O)])) 11) = e a)
##
o= ([ET ) g0y 1) (3% %)

Andererseits berechnet man:

(de (h o X)) (7)) =

[, R# ist
Banachraum

Satz 4.11

Def. von X

Def. von X

Nach (% * *) gilt also die Identitét

Q ( f;[nk# (wanw ([Z,ﬂ[nﬂ*## (h’(e))])) , m) _

Das war gerade zu zeigen. Die angegebene Umformulierung folgt nun da wir [

aus (*x).

Satz 6.4.10:
Die Inklusion

(ds (o)) (€ 3 1)) = 2 (ho X0 € x 1) (0) | = 4 (ho £33 1) O)
L (1) (0)0 & (€5 90) (0) = W() (& (0% 90) (0)]1)

B0 | % (61(0) 1)

—~ | ——

e, R## el, R#

0% (gt(O) \1) (F™ @'(e))  (Definition von ¢frE"")

£ 1) sy ()

([ 2" w@)]) = e (= [E" w0 nh])
([~ @), g0 1))

(H(0),9:(0) 1] ) = (de (o) ()

—L["R##
IR

= Xpoy (¢) gezeigt haben direkt
]

x: OpF [,R#
14 — {

ist eine Poisson-Abbildung beziiglich der kanonischen Poisson-Struktur von [,R# und der von (O}[.,"R#,Q) in-

duzierten.

36



Beweis:
Seien f,g € C* (IRR#). Wir haben zu zeigen, dass

{f,9bme ox=A{fox,90x} %
P

gilt. Sei dazu £ € OI[)"R#. Mit Bemerkung 3.3 folgt wegen x(¢) = ¢:

[, R#*#

{59} me o X0 = {0} e (O = £ ([0E (7). 2F (7)) ()

Nach Lemma 6.4.9 wissen wir
[ R##

—ET(F0) € Lxyon
##
~E (0)) € L,

Auf (’);"R kennen wir die von €2 induzierte Poisson-Klammer aus Bemerkung 1.4 und wir berechnen:

{fox,go X}O;nne# (0) = Q¢ (Xgox (€) Xgox (0))
T (e o —wx @)
= ([T T o))

Mit (%) folgt damit die Identitét

[”R##

Ugbme ox(® =€ ([F (70)alE W 0)]) = 1 090X e (O
also die Behauptung. (]

Damit ist das Hauptresultat dieses Abschnittes bewiesen, welches wir noch einmal geschlossen formulieren
wollen:

Theorem 6.4.11:
(O;}"R#,Q) ist eine symplektische Mannigfaltigkeit und die Inklusion

X : (’)IE"R# —  [,R#

14 — {
eine Poisson-Abbildung, wobei
n—1 k
Q= ZZ—/\da e ? (0p™)
k=11=1

6.5 Die Poisson-kommutierenden Funktionen H, auf O;"R#

Wir hatten im Abschnitt 5.2 bereits Poisson-kommutierende Funktionen Hy € C*°([,R#)k € {1,...,n} kon-
struiert. Wir definieren nun B R
Hy:=Hpox Vke{l,..n}

Da y glatt ist, gilt Hy, € C™ <(’)I[-)"R#). AuRerdem garantiert uns Theorem 6.4.11, dass die H;, auf der symplek-
tischen Mannigfaltigkeit (O;"R#,Q) Poisson-kommutieren. Wir {iberlegen uns noch kurz, welche Gestalt die
Hj, im Matrizenraum OP besitzen, der zum Orbit O;’LR# gehort. In 6.2 hatten wir definiert

( R# i
LO L LU,LR o L[ R# — onR [, R#
Op . o, RL ol R Olan# o, R

P
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und gesehen, dass dies eine bijektive Abbildung ist. Sei ¢ € O;”'R#. Dann berechnen wir:

He(6) = Hi(x(0) Hi (¥ (x (0)))

A #
Hk ( R

:/

—
vgl. 5.1
#

ST (Gl Ui (x (O))F)
vgl. 5.2 On

2R LLR¥
= atr((grpe (@ iy (X (O))F)
Bem. 2.6 On

I
|
o+
—
VRS
7N
o~
QS G
‘ﬁ.‘d.;
=
H*
—
~
N—
N~~~
£
~—

d.h. im Matrizenraum OP sind die Abbildungen Hj, durch eine Spurform gegeben.

7 Das Hamilton-System (Q, ®*Q, hr,4,) und das Toda-Lattice (R*", wy, H7oda)

7.1 Vorbereitung: Die Mannigfaltigkeiten H,'(0) und Q = H;'(0) &
Wir fithren folgende Abbildung auf dem R?" ein (Gesamtimpuls):
Hy: R — R
(¢p) — é:lpk

Diese ist offenbar glatt und man berechnet:

vang (DHy ((0,7)) = xang (%2 (a,0)) > 35 (@,0), 32 (@.0) - 32 ((a,))) )
= rang((0,...,0,1,...,1)) =1 V(g,p) € R*"

Damit folgt, dass

H{H(0) = {(q,p) R

ipk = 0} C R?"

k=1

eine Untermannigfaltigkeit von R?" ist, mit der Dimension

dim (H;'(0)) =2n —1
also eine Hyperebene. Die Inklusion

H1_1 (O)CJ—> R2n

Xt X

ist damit glatt. In R?" besitzen wir die Standardkoordinaten gy, pj, : R*" — R und auf Hfl(O) entsprechend die
Koordinaten gy o j, pi o j die wir der Einfachheit halber wieder mit ¢, bzw. p; bezeichnen wollen, wobei dann
fiir die Koordinatenfunktionen auf H; *(0) zusitzlich die Identitéit

Zpk =0
k=1

gilt. Wir fithren nun eine Gruppenoperation und eine (zugehorige) Aquivalenzrelation auf H; *(0) ein.
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Definition 7.1.1: (Translation)

i. Es sei
Rx H{'(0) — H;'(0)
(t,(q,p)) — t-(¢,p) = (g +t(1,...,1),p)

(Man rechnet leicht die Eigenschaften einer Gruppenoperation nach)

ii. Die Aquivalenzrelation ~ sei auf H; '(0) definiert durch
(g,p) ~(¢,p) = q—¢ =t(1,...,Dfireint € R

(Eine einfache Rechnung zeigt, dass dies eine Aquivalenzrelation ist). Damit gilt offenbar fiir die Aquiva-
lenzklassen:

[(@p)] = {(¢+R(L,....1),p) € H'(0)}

Lemma 7.1.2:

i. Die Gruppenoperation - ist frei, d.h. fiir den Stabilisator S, ,) von (¢,p) € H{H(0)\ {0} gilt:
Stap = {0}

ii. Fiir die Orbits von ~ gilt:
Ogpy = (g, p)] € H; 1(0)

Beweis:
Zum Stabilisator: S, ,) ={t €R |t-(q,p) = (¢,p)} = {0} da (¢, p) # 0. ii) ist offensichtlich. O

Bemerkung 7.1.3:
Wir definieren

Q:=H'0)/r = {l(:p)] | (¢:p) € H; (0)} = {O(yp) | (¢,p) € H; '(0)}

Man kann zeigen (vgl. [I], Satz 3.3.18), dass auf dem Quotienten @ mit der Quotiententopologie eine differen-
zierbare Struktur existiert, die @ zu einer glatte Mannigfaltigkeit macht, so dass die kanonische Restklassenab-
bildung
T H(0) — Q
(¢,p)  — lap)]
zu einer surjektiven Submersion wird (hier geht im Wesentlichen ein, dass der Quotient @) aus einer freien
Gruppenoperation gebildet wird).

Wir fithren auf @ nun Koordinatenfunktionen ein. Dazu benétigen wir zunéchst folgendes Lemma;

Lemma 7.1.4:
Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, f : M — N eine surjektive Submersion und g : N — R eine Abbildung.
Dann gilt: Ist g o f glatt, so ist auch g glatt.

Beweis:
Zunichst ist, da f eine Submersion ist m := dim(M) > dim(N) =: n. Es sei f(z) =: y. Nach dem Rangsatz gibt
es Karten (U, py) um z und (V, ¢y) um y mit f(U) =V so dass fiir die Koordinatendarstellung von f gilt:

pv o fopy: eu(U) —  ev(V)
(X1, .y Tm) > (21,0, @)
Daher gibt es eine glatte Abbildung s : V — U mit fos = idy (also eine lokale Umkehrung von f). Dann gilt
aber lokal
glv =gofos
Da go f nach Voraussetzung glatt war, ist ¢ lokal um y glatt und wegen der Surjektivitét von f daher um jedes
y € N. Damit ist g insgesamt glatt. (]
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Definition 7.1.5: (Koordinaten auf Q)
Wir definieren die Abbildungen

i Q — R
[(@.p)] — D& firke {1,...,n}

und
dg D Q — R
[(qap)] — 4k — qk+1 furke {177’”71}

Da [(¢,p)] = {(¢ + R(1,...,1),p) € Hfl(())} sind die p,? offenbar wohldefiniert und fur die de berechnen wir:
(e.p]=1d'p)] = q¢—q=1t(1,... 1)dh g =q¢ -1
Damit:  d((¢,p)]) = @h—Ghyr =k —t— a1 +1 =gk — arr1 = 47 ([(a, 1))
also sind auch die dg wohldefiniert. Da pg om = pi und dg om = qr — qr+1 sind die pg und d? nach Lemma

7.1.4 glatt, da nach Bemerkung 7.1.3 7 eine surjektive Submersion ist. Aufierdem gilt damit offenbar auch fiir
die p,;Q Koordinaten die Beziehung

>y 0

k=1

7.2 (Q,P*Q, hroas) als vollstindig integrables Hamiltonsches System

Wir kommen nun zu der zentralen Definition, welche spéter einen Zusammenhang zwischen dem untersuchten
Orbit O;”R und dem Toda-Lattice herstellen wird.

Definition 7.2.1:

Es sei: .
o: Q@ — OII-,”R
2 o— (& <i>> (2)
wobei . ‘
 : Q@ — OF
pi(z) ez 0
e3d7(2)

e%dg—l(z)

0 B p2(z)

R n
Die Abbildung ® ist wohldefiniert da fiir die Koordinaten in ) die Beziehung > p,? = 0 gilt und die Exponen-
k=1

tialfunktion exp(t) > 0 Vt € R erfiillt, obige Matrix also fiir beliebiges z stets in O? liegt.

Satz 7.2.2:
Die Abbildung @ ist ein Diffeomorphismus, insbesondere gilt also

dim (Q) = dim (O;;R#) —9n -2

Beweis:
Die Gleichung fiir die Dimension folgt wegen Bemerkung 6.3.15 daraus, dass ® ein Diffeomorphismus ist. Dazu:
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Zunichst ist ¢ glatt, da alle zur Definition verwendeten Abbildungen glatt sind. Um eine Umkehrabbildung zu
finden, betrachten wir die Abbildung

p: op
a1 b1
b1
0 bnfl

Daby > 0und Y aj = 0 (in OF) ist diese Abbildung wohldefiniert. Offenbar ist die Abbildung ¢ := mopor,}

— Hy(0)
0
k=1
— (C1yee ey Cny@1, ..y ap) wobei ¢ :=—2)" In (b))
bnfl 5=t
(429

# . R 5 . . e ..
(’);;R — @ glatt. Wir rechnen nach, dass ¢ = ®~'. Da LgfnR# ein Isomorphismus also bijektiv ist, geniigt es
P

zu zeigen, dass Pomwop

= idp» undwogpo&)

= idg gilt. Sei

a1 bl 0
A= b cOP
bn 1
O bn 1 (79}
so berechnet man:
((i)OWOgD(A))kk = pg(']ro(p(A)):ak
(Bomop(a), = = exp(df(roe(d)

Damit gilt die Identitét dormo =

(wopo®)(l(a.p)

k=1 k
= exp % (—2 ;1 ln(bj)> — (—2 Z:lln(bj)>>

— exp _kgln(bjwréln(bj) — exp (In (by)) = by

idpp. Zur anderen Identitét: Sei z = [(¢,p)] € Q. Dann ist

p2(z) e3dl® 0
e3d7(2)
= (o) (]| )
G%dg—l(z)
0 B Q)
k-1 y
= ((cl,.. ) Cny DT ( ),,p;?(z))) wobei ¢, = =2 ln( zd (Z))
=1
1
- 71'((01,.. e, p2 (2 ),...,psg(z))) wobei ¢, = —2 3" 1d%(2)
=1
' k-1 !
= 7((c1y.--,CnyP15---,Pn)) wobel ¢ = — ‘21 (g5 — gj+1)
J:
= 7((c1y.--,CnyD15---,Pn)) wobel cp = —q1 + qi
= [(a,p)]

denn —gq; ist eine feste Konstante in den c¢; die unter der Restklassenabbildung 7 gerade wegfillt. Damit ist

auch die Identitdt m oo P

= idg gezeigt, also gilt die Behauptung.
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Satz 7.2.3:
Es ist

P*Q € O*(Q)
eine symplektische Form auf @, d.h. (Q, ?*Q) eine symplektische Mannigfaltigkeit.

Damit wird ® als Diffeomorphismus automatisch zu einem Symplektomorphismus zwischen (Q,®*Q) und
R#
((91a Q)

Beweis:
Zunichst ist
d(P*Q) = d* (dQ2) =2 (0) =0 € QQ(Q)

Es ist also nur zu zeigen, dass ®*() die Tangentialrdume von @) zu symplektischen Vektorrdumen macht. Dies

wird darauf zuriickgefiihrt, dass € eine symplektische Form auf (’)I[.)"R# ist. Es sei z € @ beliebig, vi,ve,v3 € T,Q
und A\, p € R.

Schiefsymmetrie:  (®*Q), (v1,v2) = Qg(z) (d:P(v1),d.P(v2)) = —Qg(z) (A= P(v2),d.P(v1))
= —(279), (v2,v1)
Bilinearitét: (®*Q), (Avy + pva,vs) Q) (d-P(Av1 + pva), d.P(v3))
Qp(z) (AP (v1) + pd. P(v2), d.P(v3))
= Mgz (dP(v1),d.P(v3)) + 1 (z) (d-P(v2), d.P(v3))
= A(P*Q), (vi,v3) + p (P*Q), (v2,v3)
(Damit folgt die Bilinearitét aus der Schiefsymmetrie)

Zur Nichtausgeartetheit: Sei v € T.Q\ {0}.
= d.®(v1) € To) O™\ {0} Jwz € To) 05+ Quay (do®(v1), wp) # 0

Qq)(z) nicht-

ausgeartet
= Vg 1= d@(z)q)i (wg) € Top- 1(D(z Q T.Q
Damit ist:
((I)*Q)Z (1)1,’1}2) = Qq)(z) (dsz(vl) d (I)(’UQ Q@(z (dzq) ’U1 7d q) d@(z)q) ( )))

= Qo) (d:P(v1), do- 1(<I>(z))(I)(d<I>(z > Hw 2)))

= Q<I>(z) (dZ(I)(Ul) d@,(z)@ )) (p (2) d (I)(Ul) )

# 0
Also ist (T2Q, (9*Q2),) tatséchlich Vz € @ ein symplektischer Vektorraum und damit ®*Q eine symplektische
Form auf Q. (]

Bemerkung 7.2.4: (Die Funktionen hy)
In Abschnitt 6.5 hatten wir Poisson-kommutierende Funktionen Hy € C* ((’);”R#) k e {1,...,n} auf der

symplektischen Mannigfaltigkeit (O;}”R#,Q) konstruiert. Wir besitzen nun den Symplektomorphismus
Qa9 = (0p¥.0)

der nach Satz 1.5 auch eine Poisson-Abbildung ist. Wir definieren daher

hg: @ — R
z — (Hyo®)(2)

fir k € {1,...,n} und erhalten glatte Funktionen h; € C°°(Q) die in der Poisson-Klammer, die nach Bemerkung
1.4 von der symplektischen Struktur auf @) induziert wird, kommutieren.
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Definition 7.2.5: (Die Funktion hr,4, auf Q)
Es sei
hToda : Q — R
n 2 n—1 o
z  — Z% (ka(z)) + Zedk (2)
k=1 k=1
(Dies ist offenbar eine glatte Funktion). Wir wollen das Hamilton-System

(Qa ®*Q7 hToda)

untersuchen. Zunichst jedoch soll eine Rechtfertigung fiir die Untersuchung gegeben werden:

Satz 7.2.6:
Es gilt

hroda © ™ = Hroda H(0)

Beweis:
Sei (¢,p) € H; ' (0) € R?™. Dann ist

2

(hroas o) (@.7)) = hroae((@.2)) = £ 3 (2((.0)) +:§ed8<[<wm

n 1 9 n—1
_ Z ip? 4 Z (T —qr+1)
k=1 k=1

- HToda ((Qap))
(Il

Dies ist ein erster Hinweis auf einen Zusammenhang zwischen den Hamilton-Systemen (RZ”,WO,HTOda) und
(Qa (I)*Qv hToda)~

Satz 7.2.7:
Es gilt
h2 = hToda

Beweis:
In Abschnitt 6.5 wurde gezeigt, dass

Damit:
ho(z) = (Hzo0®)(z)

e%d§—1(3) )

0 B pQ(2)
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Diese Matrix sei voriibergehend mit M (z) =: (m; j(z)) bezeichnet. Dann ist:

Damit:

hQ(Z)

(M(2)?)

n J+1
i kzlmj}k(z)mk,j(z) = i Z m_j,]i;(Z)ka(z)
= ]

= mm 1(2 )m7 1,5(2 )—&—m”(z)m”( )+m7]+1(z)m.j+17j(z)
_ dQ 1(Z)€2 2 1(z)+p (z ) ( )+62 J(z) 1d2(2)

— <€2dJQ 1(2)) + (p]Q( ))2+< d]Q(z))Q
= (p?(z))2+e T 4 ed? ()
fiir j € {2,...,n— 1}

(M(2),, = ém17k(z)mk71,(z):ml,l(z)mm(z)+m172(z)m271(z)

2 2
= p?(z)p?(z) +@%d?(z)e%d?(z) = (p?(z)) + (e%d?(z))
2
= (7)) +e'e

3

(M(Z)2)n n Z mn,k‘(z)mk,n(z) = mn,n—l(z)mn—l,n(z) + mn,n(z)mn,n(z)

?T‘

=1
1 1 1 2
= MO 4 2R () = (H0) 4 (R()°

= O+ (p2(2))°

o=
=+
=
~—~
S
—
&
o
~—
|
ol
=
~—
<
—
N
—
S
~—

1 k.k

2 ; n—1 ; . )
%((plQ<Z)) +ed1 (Z)—f—kZZ ((pg(Z)) +€ 1( )+ed (Z)>+en 1 )+(pn( )) >
n 2 |
%(Z (1R(2)) +efE 4 3 (W) 4 ) 4 edac >)
k=1 5 k=2
Z%(pf(Z)) +3 ( dP (=) 4 dia () 4 Ze P12 | Ze <z))
k=1
n 2 n72 nfl
>3 (pf(Z)) +3 (edl @) 41?4 Tl 4 T edi?(z))
k=1 ) b1 b2 ;
% (pf(z)) +3 (Z O Zed ‘”) > (p,?(z)) +1 (226 (z))
n n— o
S1(RE) + Tet®
k= k=1
hToda(Z)

O

Wir haben also n — 1 Funktionen hy, € C*(Q) k € {2,...,n} gefunden, die in der Poisson-Klammer auf diesem
Raum kommutieren und es ist hy = hpoqq. Wir hatten anfangs besprochen, auf den Nachweis der linearen
Unabhéangigkeit der Differentiale von den Funktionen hj zu verzichten und haben damit also bewiesen:

Theorem 7.2.8:
Das Hamilton-System (Q, ®*Q, hrodq) ist vollsténdig integrabel.

7.3 Das Toda-Lattice (R*", wy, Hroda)

Theorem 7.2.8 ist unser Hauptresultat. Wie anfangs erwihnt wurde, sind unsere Rechnungen zu schwach um
die vollstindige Integrabilitdt von (RQ",wO, Hypoda) zu beweisen. Wir wollen dafiir in diesem Abschnitt einen
Zusammenhang zwischen den Hamilton-Systemen (R?", wy, Hrodq) und (Q, ®*€, hroqq) herleiten, der uns helfen
wird, unsere Situation genauer zu verstehen und uns zeigen wird, dass wir die bislang unbekannte symplektische
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Form ®*Q auf @ bereits kennen. Wir hatten mit Satz 7.2.6 bereits gezeigt, dass
hroda © T = Hroda H;'(0)
gilt.

Satz 7.3.1: (2*Q auf der Hyperebene Hfl(O))
Es ist

(D) = (Pom) Q=

[N

n—1 k
(ZZ (dai — dgis1) A dp;) € Q2(HY(0))

k=1l=1

(wobei g, pi, die Koordinaten auf H; *(0) bezeichnen)

Beweis:
In den Koordinaten von O;"'R# war ) gegeben durch (vgl. Definition 6.4.7 und Satz 6.4.8):

n—1 k

Q= ZZ%/\C&LJ

k=1l=1

db

Zundchst gilt P+ = d (log o by) (“Logarithmische Ableitung”) auch im Differentialformenkalkiil. Dazu: Wir hatten

dby, als Differentialform aus Q1 (OL”]R#) aufgefasst und nicht als Differential der glatten Abbildung by, welches

iblicherweise mit dem gleichen Symbol bezeichnet wird. Fiir diesen Beweis wollen wir die Differentiale (im
Mannigfaltigkeitssinn) von glatten Abbildungen mit Df bezeichnen um Verwechslungen zu vermeiden. Dann

ist also fiir ¢ € (91[.7"]1@‘#:

T R
dzbk = LRbk(z) @) Dzbk

(vgl. Lemma 3.1). Auferdem ist

dy (log o by,) = L]’iglog(bk(f))R o Dy(log oby) = Lﬂf{gog(bk(z))R o Dy, (o) (l0g) © De(by)

Aus Satz 3.2 folgt, dass folgendes Diagramm kommutiert:

Dby, Db’(l) log
TeOI[-]"R# — 2 ST, R k Tog(bi ()R
b oF o (b, (enF
R R
R log’ (by.(£)) R
Damit:
mt _ Tiog(vy, ()R
dy (logoby) = lg o Dy, () (log) o D (by;)

= log'(bx(£)) © LQW))R o Dby
~————

Diagramm

= log' (by (£))dby,

=d¢bg

Also ist % = d (log o b ) nachgewiesen.
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Damit:

n—1 k
(Pom)*Q = (Ponm)” (z > g /\dal) =(Pom)* (Z Zd(logObk)/\dal>
k=1i= k=11=1
n—1 k
= ST (@om)" (d(logoby) Aday)
k}:llil
n—1
= Y Y ((®om)"d(logoby)) A ((®om) da)
=i
= > (d(®om) (logobk)) A(d(Pom)”
k=1i=1
n—1 k 1
= d|logo bgodom ANd|aodom qr, p1 Koordinaten auf H; *(0
k;l; bro®om @o®om (qk, 1 1 (0))
_eXP( (qk—qr+1)) =h
n—1 k 1 n—1 k 1
= Xd (log (exp(5(gx — ar41)))) Adpr = L d (3(ar — ar+1)) A dpy
k=1i=1 —1i=1
n—1 k
= Y Y 1(dar —dai1) Adpy
k:l_llzlk
= 133 (dar — dgi+1) Ndpy
k=1i=1

O

Der folgende Satz zeigt, dass diese 2-Form auf der Hyperebene H; '(0) im wesentlichen die symplektische
Standardform ist.

Satz 7.3.2:
Fur die Inklusion

Hl—l(o)(J—> R2n
gilt:
n—1 k
Fwo =Y (dgy — dgis1) A dpy
k=11=1

(wobei g, pi, die Koordinaten auf H; *(0) bezeichnen)

Beweis:
Die symplektische Standardform wy ist definiert durch (in den Koordinaten von R?")

n
wo = Y _daqi A dpy
k=1

Damit:

Jfwo = j*(quk/\dpk) o5 (daw Ndpr) = Y- (5%dar) A (5*dpr)
k=1 k=1 k=1

= kZ dj*qr N\ dj*pr = Zd(% oj)Ad(proj)
=1 =

= Z dqr N dp, (jetzt in den Koordinaten auf H; *(0))
=1

n—1 n—1
= quk/\dpk+dqn/\dpn = qukAdkardq,L/\d(Zpk)
k=1

=1 k=1
-1 n—1
= Z dgy A dpy, — Z dgn N dpy, = ) (dgx A dpy, — dgn A dpi)
k=1 k=1 k=1
n—1

= k; ((dgx, — dgn) A dpy.)
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Andererseits:

M |

ko —dgry1) Ndpr =

HMw

_ — n—1 /n—1

Z Z (dar — dqry1) Ndpr = Y (Z (dqi — qu-‘rl)) A dpy
= fe=

(dqi —

=1 I=1 \ k=1
= Z dgn) N dpy
Also: .
Jrwg = kZ ((dgr — dgn) A dpy)
=1
n—1 k
= > (dar — dgi+1) N dpy
k=1i=1

Lemma 7.3.3:
Sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und f, g € C°°(M) zwei Funktionen mit

{fvg}(M,w) =0

dann gilt Ve € R*
{fa g}(M,cw) =0

(offenbar ist cw ebenfalls eine symplektische Form auf M)

Die Eigenschaft “Poisson-kommutierend” von Funktionen ist also invariant unter Ubergang zu einem skalaren
Vielfachen der symplektischen Form.

Beweis:
Mit Bemerkung 1.4: {f, 9} mw) = w(Xy, Xg) =0 =c- 0= cw(Xy, Xy) = {f, 9} (M,c0) O

Bemerkung 7.3.4:
Wir haben gezeigt, dass

1
T (D*N) = §j*w0
d.h. die symplektische Form unseres als vollstandig integrabel erkannten Hamilton-Systems (Q, ®*Q, hroda)
entspricht mit 7 auf die Hyperebene H; 1(O) gezogen dort im wesentlichen der symplektischen Standardform
(in den fir vollstdndige Integrabilitit relevanten Eigenschaften). Andererseits haben wir mit Satz 7.2.6 bereits
gezeigt, dass

71-*hToda = hroda ©T™ = Hroda H{'(0)

d.h. die Hamilton-Funktion von (Q, ®*Q, hrode) entspricht mit 7 auf die Hyperebene H; *(0) gezogen dort der
Hamilton-Funktion des Toda-Lattice. Es liegt die Interpretation nahe, dass das Hamilton-System (Q, *Q, hroda)
im wesentlichen das Verhalten des Toda-Lattice auf der Hyperebene H; 1(0), also flir Gesamtimpuls 0 wieder-
spiegelt, denn beim Ubergang zum Quotienten @ hatten wir zusétzlich nur nach den Translationen ausgeteilt

und Hrog, ist translationsinvariant - das ist gerade der Inhalt der Aussage 7*hrode = HToda ' (0) -
Um dies zu stiitzen miissen wir die Funktionen Hy, kennen, welche die vollstandige Integrabilitéat des Toda-Lattice
sichern. Man kann zeigen, dass diese Funktionen Hj gegeben werden durch

H,: R*™ — R
D1 e%(‘h*(h) 0 k
i(<11—(12) k 1,...
(q,p) — %t]ﬁ' ez 1 E{ ) 7”}
ez (an—1—qn)

0 e3(@n—1=an) P
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(vgl. [4], Beispiel 7.2.8). Man berechnet (analog zum Beweis von Satz 7.2.7) Hy = Hroq, und Hy stimmt offenbar
mit dem von uns verwendeten H; (Gesamtimpuls) tiberein. Aufserdem berechnet man:

OInR#

(hiom) ((q,p)) = (He o ® o) ((q,p)) = £tr <(bo§ (@ (ﬂ((q,p))))) )

. <(g (g 0d <W<<q,p>>>))k> = 4o (9 (x((a,p))")

™ hi((¢:p))

P e3(a—a2) 0 k

_ %tr e%(‘h*Q?)
1
65((171—1—1171)

0 6%(47171*‘171) DPn

= Hy((¢;p)) fir k€ {2,...,n}
Damit ist gezeigt:
W*hk :Hk Hl_l(O) fir k € {2,,”}

Also sehen wir (mit der Kenntniss der genauen Gestalt der Funktionen Hy des Toda-Lattice!), dass die Funktio-
nen hy, die die vollstindige Integrabilitit von (Q, ®*Q, hroda) sicherstellen, mit 7 auf die Hyperebene H; *(0)
gezogen dort, aussehen wie die entsprechenden Funktionen des Toda-Lattice.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch (heuristisch) ein wenig mehr Anschauung iiber unsere Situa-
tion gewinnen. Man kann beweisen:

Satz:
Sei (M,w, H) ein Hamilton-System und f € C°°(M). Dann:
{ffH},, =0 <= Xg(f)=0 (Lie-Ableitung)
d.h. {f,H},; = 0 genau dann, wenn f entlang aller Integralkurven von Xy konstant ist.
Die Integralkurven von Xy sind gerade alle moglichen Bewegungen im zugehorigen Hamilton-System (M, w, H).
Der Impulserhaltungssatz, der fiir das Toda-Lattice anwendbar ist, garantiert, dass der Gesamtimpuls H; ent-

lang aller Integralkurven von Hrp,q4, konstant ist. Jede einzelne Integralkurve von (RQ”, wo, Hrodq) verlauft also
vollstéindig in einer der affinen Hyperebenen {z + H; '(0) | z € R*"},

R2n 7

,” konstantem Gesamtimpuls

Wir haben festgestellt, dass wir durch das Hochziehen unserer Losung auf die Hyperebene H; 1(0) gerade den
dort befindlichen Ausschnitt aus der Losung fiir das Toda-Lattice sehen. Das Problem unserer Rechnung be-

steht also darin, dass der konstruierte Orbit O;“’R# eine zu geringe Dimension (2n — 2) besitzt. Diese Eigenschaft
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spiegelt letztlich wieder, dass wir zur Konstruktion die Lie-Algebra sl,R benutzt haben, welche die Bedingung
tr (B) = 0 stellte. Unter Verwendung anderer Lie-Algebren ohne diese Forderung und stérkerer Sitze wihrend
der Konstruktion der Rdume kann man jedoch mit einem unserem &hnlichen Vorgehen die vollstdndige Integra-
bilitdt des Toda-Lattice beweisen.

Wir fassen die durchgefiihrten Konstruktionen noch einmal {ibersichtlich zusammen:

J
H*l 2n

1 <0) Inklusion R

™
[ R#* X v

— = S WR7C . [, R#*C— sl, R#
symplektomorph — P Inklusion Einbettung
Symplektische Mannigfaltigkeiten Poisson-Mannigfaltigkeiten

7.4 Explizite Berechnung von h3 und Hj;

Abschliefend sollen die Funktionen Hs (und damit auch hg) explizit berechnet werden. Es war

Hy: R — R
P e3(a1—q2) 0
l(41*¢12)
(g,p) +— tr “ 1
eE(anl_Qn)

O 6%(‘171—17Qn) Pn

Die Matrix sei voriibergehend mit L bezeichnet. Wegen (Lk)t = (Lt)]C = L* geniigt es jeweils das obere Dreieck
zu berechnen. Man berechnet (es werden nur Zwischenergebnisse angegeben):

(£?),, = 0 firj>i+2
p% + e(QI_QZ) Z — 1

(LQ)“ = p? 4 el@i-1=ai) 4 o(di—ai+1) ie{2,...,n—1}
pgl J'_ 6(‘1n—1—Q7z) Z =n

(LQ)z 1 = (pz- +pi+1)eé((h_q'i+l)

(L?), v = o3 (ai—ait2)

Damit:
n 1+1
(LS)M = Z(Lz)i,k:Lk,i = Y (Lz)i,kLlw'
" k=1 k=i—1

= P34 el tim1m ) 4 p g e(@i1—a) 4 9 e(aiain)) 4 e(dimdie)
firie {2,...,n—1}
(Ls) 1 = P3 + 2preli =) 4 pyelan—az)
(L%) = i+ 2ppeltnm0) 4p,_geltnr=an)

Fiir die Spur von L? berechnet man nun:

n—1

tr(LS) — kzlpi +3k l(pk +pk+1)e(%*%+1)
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Damit erhalten wir fiir Hs bzw. hs:

H3((q,p))

hs(z) =
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