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1 Einleitung: Was sind Wavelets?

Unter Wavelets versteht man spezielle Basen des Funktionenraumes Lg(ﬂ%d), die durch dyadisches
Dilatieren, ganzzahliges Translatieren und geeignetes Skalieren einer endlichen Anzahl von Funktionen
{¥;}ie1, den sogenannten Mother Wavelets, gewonnen werden. Die Elemente ¢); ; ; der Basis haben

also die Form 4 4
¢i,j,k(') — Qd]/2¢i(2] . _k)7 iel,jeZ ke Zd. (1)

Ist eine solche Basis konstruiert, so erhalten wir die sogenannte Wavelet—Darstellung einer Funktion

f € Ly(IrY),
F@)=>3" 3" cijutiju(e) (2)

€l JEZ Legd

mit geeigneten Koeffizienten ¢; ;. Warum ist man nun an diesen speziellen Basen interessiert, das
heifit, welchen prinzipiellen Vorteil hat die Wavelet—Darstellung gegeniiber anderen Entwicklungen,
etwa der klassischen Fourier-Entwicklung, die ja einer Zerlegung von Funktionen in die Anteile der
Schwingungen beziiglich verschiedener Frequenzen entspricht? Betrachten wir hierzu zundchst den
Fall, daB die Mother Wavelets 1; nur innerhalb eines Kubusses Q@ C IR? ungleich Null sind. Dann hat
die Wavelet—Darstellung gegeniiber der Fourier—Entwicklung den Vorteil, daf sie in gewissem Sinne
lokal ist, das heifit, ein Koeffizient ¢; ; j beschreibt im wesentlichen die Eigenschaften der Funktion f
im Intervall 277/(Q 4 k). Viele in der Praxis wichtige Eigenschaften lassen sich daher aus der Wavelet—
Darstellung viel besser ablesen als aus der Fourier-Darstellung, bei der ja kleinste Anderungen des
Signals Auswirkungen auf das gesamte Frequenzspektrum haben. Der Bereich 277(Q + k) wird mit
wachsendem j offenbar immer kleiner, hthere ‘Skalen’ j entsprechen also der Auflésung immer feinerer
Details. Diese Eigenschaft macht Wavelets insbesondere geeignet zur Bildanalyse (Kantenerkennung,
Datenkompression), vergl. Abschnitt 5.

Das dlteste Beispiel einer Wavelet—Basis (im Ly (/R)) ist die 1910 konstruierte sogenannte Haar—Basis.
Hierbei hat das Mother Wavelet die folgende Gestalt:

Offenbar ist dieses Mother Wavelet sehr schon lokalisiert, aber leider nicht sehr glatt (es ist nicht ein-
mal stetig) und daher fiir viele Zwecke unbrauchbar. Die Konstruktion eines glatten Wavelets gelang
erst 1985 Y. Meyer. Sein Wavelet war sogar unendlich oft differenzierbar. 1986 konstruierte dann
P.G. Lemarié ein exponentiell abfallendes und hinreichend glattes Mother Wavelet. Den entscheiden-
den Durchbruch brachten dann 1988 die Arbeiten von I. Daubechies, die sogar glatte Wavelet—Basen
mit kompaktem Triger konstruieren konnte. Im Anschlufl daran ist dieses neuartige Forschungsfeld
regelrecht explodiert, und inzwischen verdoppelt sich die Anzahl der Publikationen auf diesem Gebiet
jedes Jahr. Es gibt mittlerweile sogar ein eigenes Wavelet-Journal (Applied and Computational Har-
monic Analysis). Eine Auswahl der derzeit erhiltlichen Monographien zum Thema Wavelets ist am



Schlufi zusammengestellt. Wavelets sind inzwischen in vielen Bereichen erfolgreich angewendet wor-
den, etwa in der Bildanalyse, zur numerischen Behandlung von Operatorgleichungen, in der Astro-
und Geophysik, in der Quantenmechanik, der Meteorologie, der Tomographie usw.

Nach diesen einfiihrenden Bemerkungen wollen wir nun eine exakte Definition von Wavelets geben.

Definition 1.1 i) Ein System {¢;}icr, I eine endliche Indezmenge, ¢; € Lo(IR?), heifit eine Familie
von (orthonormalen Mother) Wavelets, falls die Funktionen

bijn(e) =292, (200 — k), i€l jez, keZ, (3)

eine Orthonormalbasis des Ly(IRY) bilden,

(Vigie Yirgr ) = 84,is 85 51O g (4)

Das gesamte Funktionensystem
U={djp i€l jEXZ, keZ} (5)

heifst Wavelet—Basis.
ii) Ein Funktionensystem W der Form (3),(5) heifst Pra—Wavelet—Basis, falls die Orthogonalitditsbedingung
(4) nur fiir Funktionen auf verschiedenen Skalen j erfillt ist,

Wiy irjrpr) =0 fiir j # 5, (6)

und auf derselben Skala die Translate der Funktionen {1;};c; noch (y—stabil sind, d.h., es sollen
Konstanten Cy, Cy € IRT existieren mit

Cr Do egul < D2 cigutiirll,mey <C2 D leiinl™ (7)

iel kez? iel kez? iel kez?

Zum Abschluf3 dieses Kapitels wollen wir einige grundlegende Begriffe zusammenfassen, die wir im
Folgenden benutzen werden.

R?: d-dimensionaler euklidischer Raum.
Lg(ﬂ%d) : Raum der quadratintegrablen, mefibaren Funktionen auf IR?,
€ La(R) = || fll1, = (Jpa | f(2)Pda)'/? < 0.
L, ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (f, ¢) := [pa f(2)g(x)dz.

(o (7% Raum der quadratsummierbaren Folgen,

{/\n}nezd € fz(Zd) — Znezd |/\n|2 < oc.
f: Fourier—Transformierte der Funktion f, f(¢) := [ f(2)e ¢ da.
supp [ : Triger der Funktion f, d.h. AbschluB der Menge {z € IR?|f(z) # 0}.

span{ fi | fi € Ly(IR?),1 € J} : AbschluB aller endlichen Linearkombinationen der Funktionen f;
im L,—Sinne.

Y4 : charakteristische Funktion von A C IR, y4(z) =1 fiir z € A, 0 sonst.

HS(Bd) : Sobolev—Raum der Ordnung s, damit wird die Menge aller derjenigen
Funktionen f € Ly bezeichnet, die schwache Ableitungen (Ableitungen
im Distributionensinne) 9 f € Ly(IR?) bis zur Ordnung s haben.

2 Notwendige Vorbemerkungen: Ohne die Multiresolution Analysis
geht nichts

Das Konzept der Multiresolution Analysis ist das Standard—Hilfsmittel zur Konstruktion von Wavelets.
Wir wollen zunéchst in Abschnitt 2.1 eine allgemeine Definition angeben und einige Beispiele disku-
tieren. Danach wollen wir in Abschnitt 2.2. die ‘richtigen’ Funktionenrdume fiir Wavelet—Analysis
einfiihren und einige weitere hilfreiche Sachverhalte angeben.



2.1 Definition und Beispiele

Definition 2.1 Unter einer Multiresolution Analysis (abgekiirzt M.R.A.) des Lo(IR?) versteht
man eine Folge {V;};ez von abgeschlossenen Unterriumen des Lo(IRT) mit

j=—co
M vi=A{0k (10)
j=—co
f() € Vy genau dann, wenn f( _ k) €Vy, ke Zd; (11)
f() € V; genau dann, wenn f(Q) € Vg (12)
es existiert eine Funktion ¢ € Vo mit
VO = Span{gp( — k) | ke Zd}7 (13)

welche dariiberhinaus (y-stabile Translate besitzt, das heifit, es sollen Konstanten Cs,Cy € IRT exi-
stieren mit

CSH/\HzQ(zd) | Z Arep(- — k)HLQ(Rd) < C4H/\HzQ(zd)v (14)
kezd

vergl. (7). Die Funktion ¢ heifit auch der Generator der M.R.A.

Bemerkung 2.2 Zur Motivation erldutern wir kurz, wie mit Hilfe einer M.R.A. eine Wavelet—Basis
konstruiert werden kann. Wegen (8) existiert ein nichttriviales orthogonales Komplement Wy von V;
in Vi, d.h. Vi =V Wy, Vo L Wy, Wir suchen eine Familie von Funktionen ;,7 € I, mit

Wo = span{vi(-—k) | ke Z"iel}, (i (+), i (- = k) = 8,000 s
und setzen
W = {f() € La(IRY)|f(277-) € Wo).

Wegen (12) gilt dann Vj,; = V; @ W;, und man kann zeigen, daB (9) und (10) Ly(IRY) = @2 _. W;

j=—c0
implizieren. Es folgt also, daf
Vi) =292 (2e — k), i€l je ke Z’,

die gesuchte Wavelet-Basis des Lo (IR?) ist. Wegen (12) und (13) gilt aber

Vi = span{p(2i - —k) | k € Z}, (15)
und da jedes 1; in Vi enthalten ist, besitzt es wegen (15) eine Darstellung

di(z) = D bje(2w —1).

lez?

Die Konstruktion einer Wavelet—Basis reduziert sich also auf die Bestimmung geeigneter Koeffizienten
{01} 1e e, 1 € 1. Wie dies konkret zu bewerkstelligen ist, erfahren wir im Abschnitt 3.



Bemerkung 2.3 Man kann zeigen: wegen (8), (12), (13) und (14) ist der Generator ¢ eine verfei-
nerbare Funktion, d.h. es gilt mit einer geeigneten Koeffizientenfolge a

elx) = Z app(2e — k), a= {ak}kezd € fg(Zd). (16)
kezd

(16) heift auch Verfeinerungsgleichung oder Zwei—Skalen—Gleichung. Mittels der Folge a defi-
nieren wir das Symbol

a(z)= > apt, €T ={(z1,...,za) € |5 = Li=1,...,d}. (17)
ke 7z
(Wir benutzen stets die abkiirzende Schreibweise 2% = 21252 . .zgd.) Wenden wir Fourier-Transformation

auf (16) an, so folgt mit z = e™% = (e‘igl, .. .,e‘igd) die wichtige Beziehung

2(6) =27 (e7/7) (e /2). (18)

Wegen der zentralen Gleichung (16) wird in der Praxis eine M.R.A. hdufig nicht direkt iiber die
Definition geeigneter Unterrdume konstruiert. Vielmehr versucht man zunichst, eine brauchbare ver-
feinerbare Funktion zu finden, von der man dann zeigen muf}, daf sie tatsdchlich eine Multiresolution
Analysis generiert. Das Vorgehen sieht etwa folgendermaflen aus:

o Gegeben a = {ay}, .y € (o (Z%);

e finde ¢ mit
ex) = > app(2e —k);
keZ¢
e setze
Vo = span{p(-— k), k € Z%};
e setze

Vii=A{f | flz) = g(22), g € Vo).

Dann sind (8), (11), (12) und (13) offenbar erfiillt. Es bleiben nun noch (9), (10) und (14) zu zeigen.
Genaueres hierzu erfahren wir gleich in Abschnitt 2.2.

Wir wollen nun zwei einfache Beispiele fiir M.R.A.’s im L, (/R) angeben.

Beispiel 2.4 Wir setzen )
Vo=A4f € L2(IR) : supp f C [-7, 7]}
und definieren die Rdume V; durch

f € V; genau dann, wenn f(z) = g(2/z), g€V, gilt.

Dann ist {V;};ez eine M.R.A. (Schéne Ubungsaufgabe! Beachte: es gilt (¢(27))N(&) = 277§(277¢),
also ist f € V; genau dann, wenn suppf C [~277,277]. Damit folgt schon (8) usw.)

Beispiel 2.5 M.R.A. mit kardinalen B-Splines
Definition 2.6 Die Funktion N, : IR — IR, die rekursiv durch

1
Nﬁ@%:/ M%ﬂx—0ﬁ (19)
0
mit
Ni(z) = Xjo,1)()
definiert ist, heifit kardinaler B—Spline der Ordnung m.



Satz 2.7 FEs gilt

N, ist ein stiickweises Polynom vom Grad m — 1;
N, > 0;

supp Ny, C [0, m];

N, €C™ 2 m>2;

Ny (z) = 21— f: (:‘) N (22 — k) (24)
k=0

a(z) =217 (14 2)™. (25)

Wegen (24), (25) ist also jeder kardinale B-Spline eine verfeinerbare Funktion, und man kann zeigen,
daf} er tatsdchlich Generator einer M.R.A. ist.
Das Bild zeigt den B-Spline N3, es sind auflerdem

Ny(z) , No(22 — 1) und 271 Ny(2z — 2) eingezeich—
net. Man erkennt hieran sehr schén die Bedeutung von

Verfeinerbarkeit!

1 2 x
2.2 Die Raume £, und &;, Orthogonalitit

Wir fiihren nun bestimmte Teiltiume des Ly(IR?) ein, die sich fiir die Wavelet-Konstruktion als
zweckmiBig erwiesen haben. Dazu betrachten wir die Periodisierung

Jo= 0 1= k)] (26)
kez
und setzen
[ Fl2 = 11, (o.1)9)- (27)
Die ‘richtigen’ R&ume sehen dann folgendermafien aus:
Definition 2.8 Die Riume Lo(IRY) und &(IRY) (Raum der exponentiell abfallenden Funktionen) sind
durch
L2(RY) = A{[ | |f]2 < o0} (28)
und
Fe&IRY) = |f(-+ )| pyq0n0 < CsdM, VEeZ! 0<q<, (29)
definiert.

Man hat die Inklusionen & C Lo C Ly. Es stellt sich heraus, daf} eine verfeinerbare Funktion ¢ € £,
mit fy—stabilen Translaten unter einer schwachen Zusatzvoraussetzung tatsichlich eine M.R.A. erzeugt.

Satz 2.9 Sei p € Ly(IRY) verfeinerbar mit a € (,(Z?). Besitzt dann ¢ (y-stabile Translate, so ist ¢
Generator einer M.R.A.

Zur Konstruktion von Wavelets ist es zweckmafig, von einem Generator mit stabilen Translaten zu
einem neuen Generator mit orthonormalen Translaten {iberzugehen. Es stellt sich heraus, daf sich
eine solche Orthonormalisierungsprozedur zumindestens im Raum &, geschlossen durchfiihren 186t.

Satz 2.10 Seip € & Generator einer M.R.A. Dann ist die Funktion ¢, deren Fourier—Transformierte
durch

: ¢(&)
= 30
N e Ble + 2R ) 0
definiert ist, Generator derselben M.R.A. ¢ ist ebenfalls in & enthalten und es gilt
(60) 6~ 1) = [ o@)3le— Rde = do,. (31)



3 Wie konstruiert man Wavelets?

Wir werden nun erldutern, wie man mittels einer M.R.A. eine Wavelet—Basis konstruieren kann. Wie
schon oben erwidhnt, mufl man ‘nur’ eine geeignete Basis fiir das orthogonale Komplement Wy von Vj
in Vj finden. Zunéchst betrachten wir den Fall (orthonormaler) Wavelets im Lq(/R). Es stellt sich
heraus, daff man in diesem Fall nur ein einziges Mother Wavelet benotigt.

3.1 Orthonormale Wavelets im L,(/R)
Satz 3.1 Sei¢ € Lo(IR) (E2(IR)) Generator einer M.R.A. {V;}ez, a € (1 (Z), und ($(-), o(-— k)) =

do,k. Sei weiter i (z) durch

b(z)= > (-Dr'@pe(2e — k) = > bpo(22 — k) (32)

keZ keZ

definiert. Dann gilt

i.) (W(),¥(-—k)) = ok, und der Raum Wy = span{(-— k) | k € Z},
erfillt Vi = Vo & Wy, und Wy lVy;
ii.) {21227 - —k)};rez ist ONB des Ly(IR);
iii.) e Lo(IR)  (E(IR)).

Bemerkung 3.2 i) Die Eigenschaften ii.) und iii.) folgen relativ leicht aus (32) und i.). Der zentrale
Punkt ist also der Beweis von i.). Neben der Orthonormalitit der Translate von ¢ wird dabei ent-
scheidend die spezielle Gestalt der Koeffizientenfolge {by}rez entsprechend (32) benutzt.

ii) Wie wir oben gesehen haben, ist die Forderung nach Orthonormalitidt der Translate von ¢ im Raum
& keine Einschrénkung.

iii) Anwendung der Fourier-Transformation auf (32) liefert die dquivalente Darstellung

96 = SHHE/) =~ ARE2), b= 3 bt (33)
keZ

Satz 3.1 liefert also folgenden Algorithmus zur Konstruktion von Wavelets:

e Finde eine Funktion ¢ € &(IR?) mit £y-stabilen Translaten, welche verfeinerbar mit a € ¢, (Z)
ist. Wegen Satz 2.9 ist dann ¢ Generator einer M.R.A.;

e Orthonormalisiere mittels Satz 2.10, das heifit gehe {iber zu

e 2(¢) .
e (Crez |26 + 27k) )1

e bestimme das zu ¢ gehdrende Symbol a(z);
e berechne b(z) und damit ¢(£) = %b(z)qg(f/Q)

Beispiel 3.3 B-Spline Wavelets. Wir wollen obigen Algorithmus auf den kardinalen B-Spline Ny
anwenden. Da N, kompakten Triger besitzt, gilt Ny € &. O.B.d.A. kénnen wir zur zentralisierten
Version Ny(z) := Na(z+1) iibergehen. Die Translate von Ny sind nicht mehr orthonormal, wir miissen
also unsere Orthonormalisierungsprozedur durchfiihren. Nach ldngerer Rechnung erhilt man:

e N3(€) _ (/)Y
PO (Zkez|ﬁ2(€+2ﬂ'k)|2)l/2 - ( /2 ) (1= Zsin?(&/2))1/%



damit ergibt sich nach weiterer ldngerer Rechnung

(2) = 2cos2(E/4)(1— 2 sin*(€/2)) (1 — 2 sin”(¢/ )

und damit schlieBlich

sin (& — 202 (&
F(E) = S36/2) = 2 sin? (Z)( g()) (1 —

3.2 Wavelets mit kompaktem Trager

Bislang haben wir einen schénen Algorithmus zur Konstruktion von Wavelets kennengelernt. Ein zen-
traler Schritt war die Orthonormalisierungsprozedur. Im Raum &; hatte dies keine Probleme zur Folge.
In der Praxis ben6tigt man aber hdufig Wavelets, die nicht nur in & sind, sondern dariiberhinaus kom-
pakten Triger besitzen. Startet man nun mit einem Generator mit kompaktem Triger, so wird diese
Eigenschaft leider durch das Orthonormalisieren zerstért. Um die Orthonormalisierung zu vermeiden,
mufl man also eine Familie von hinreichend glatten Generatoren mit kompaktem Tréger konstruie-
ren, deren Translate von vornherein schon orthogonal sind. Eine solche Konstruktion ist erstmals I.
Daubechies [4, 5] gelungen.

Satz 3.4 Es existiert ein 3 € IRT, so daf es fir alle N > 2 einen Generator ¢~ und ein Wavelet ™
gibt mit PN, N € CPN(IR), supp N = [—(N — 1), N], supp ¢" =[0,2N — 1]. ¢V geniigt aufierdem
der Bedingung (6" (), 6™ (- — k) = b1

3.3 Pra—Wavelets

Natiirlich lassen sich mittels einer M.R.A. auch Pré-Wavelets konstruieren. Man muf§ dazu eine Funk-
tion v finden, deren Translate eine fy—stabile Basis des orthogonalen Komplementes Wy von Vg in V
bilden, untereinander aber nicht mehr notwendigerweise orthogonal sind. Diese Bedingung ist natiirlich
viel schwicher als volle Orthogonalitdt und bietet daher sehr viel niitzlichen Freiraum. Insbesondere
kann man zur Konstruktion von Pri—Wavelets auf die Orthogonalisierungsprozedur verzichten. Dies
ermdglicht etwa die Konstruktion von B-Spline Pré—Wavelets mit kompaktem Tréger.

3.4 Wavelets im L,(IR")

Hat man eine Wavelet—Basis fiir den Ly (JR) konstruiert, so 1Bt sich daraus mittels Tensorprodukten
leicht auch eine mehrdimensionale Wavelet—Basis gewinnen. s stellt sich heraus, dafl man nun mehr
als ein Mother Wavelet benétigt, und zwar genau 2% — 1 Stiick. Wir geben hier nur ein Resultat fiir den
zweidimensionalen Fall an. (Die hoherdimensionalen Fille lassen sich aber véllig analog abhandeln).

Satz 3.5 Seien ¢ und iy entsprechend Satz 3.1 gewdhlt. Dann bildet das Funktionensystem
{o() (), v(@)oly), L(x)(y)} (34)
eine Familie von orthonormalen (mother) Wavelets im Lqo(IR?).

Natiirlich gibt es eine ganze Reihe alternativer Méglichkeiten zur Konstruktion von (Pri—)Wavelet
Basen in héheren Dimensionen, siehe etwa [6, 9], aber eine auch nur ansatzweise Beschreibung wiirde
den hier zur Verfligung stehenden Rahmen sprengen.



4 Welche Eigenschaften haben Wavelets und M.R.A.’s?

4.1 Oszillation

Charakteristisch fiir Wavelets ist ihr oszillatorisches Verhalten, dessen Ausprigung typischerweise
von der Glattheit des Wavelets abhéngt. Diese Oszillationen sind eine Folge der Eigenschaft der
verschwindenden Momente. Ein typisches Resultat in dieser Richtung sieht folgendermaflen aus.

Satz 4.1 Sei " entsprechend Satz 3.4 konstruiert. Dann gilt

/ 2PN (z)dz = 0 fir 0<a<N-1. (35)
R

4.2 Approximation

Da die Vereinigung der Rdume {V;};cz der M.R.A. wegen (9) dicht im Lo (IR?) liegt, 1dBt sich natiirlich
jede beliebige Funktion f € Lg(ﬂ%d) mit beliebiger Genauigkeit mittels dieser R&ume approximieren.
Man wiirde aber ja vermuten, dafl diese Approximation umso besser wird, je ‘glatter’ f und je ‘glatter’
der Generator ¢ sind. Tatsdchlich gilt die folgende Jackson—Ungleichung:

Satz 4.2 Sei ¢ Generator einer M.R.A. Sei weiter ¢ € CT(Bd) und supp ¢ kompakt. Dann gilt fir
fen |

. B —jr )

b I = 9lliygmey < G277 | f (36)

4.3 Regularitat

In unserem zentralen Algorithmus war es erforderlich, zu einer gegebenen Koeflizientenfolge a bzw.
zum entsprechenden Symbol a(z) eine geeignete verfeinerbare Funktion ¢ zu konstruieren. Hierzu kann
man folgendermaflen vorgehen. Iteration von (18) liefert eine Darstellung der Fourier—Transfomierten
der gesuchten Funktion:

N = a(em 27
99(5) =Cy H o (37)
j=1

Man mufl dann zeigen, dafl das obige unendliche Produkt tatsdchlich im Ly—Sinne konvergiert. Aufler-
dem ist die Stabilitdt der Translate der zugehérigen Funktion ¢ nachzuweisen. Dariiberhinaus méchte
man natiirlich die Regularitdt von ¢ abschédtzen. Man weifl aber, dafl die Glattheit einer Funktion
mit der Lokalitdt ihrer Fourier—Transformierten korreliert ist. Die Lokalitdt von ¢, also der Abfall des
unendlichen Produktes auf der rechten Seite von (37), 18t sich iiber geeignete Bedingungen an das
Symbol a(z) selbst abschdtzen. Typische Resultate dieser Form findet man etwa in [5].
Eine weitere in der Praxis wichtige Regularitdtsabschidtzung wird durch die sogenannte Bernstein—
Ungleichung geliefert.

Satz 4.3 Sei ¢ Generator einer M.R.A., ¢ € C"(IRY), und supp @ kompakt. Dann gilt fir f € V;
|flar < CSQjTHfHLQ(Rd)‘ (38)

4.4 Wavelets und Funktionenriume

Wir kommen nun zur vielleicht wichtigsten Eigenschaft von Wavelets, ndmlich zur Charakterisierung
von Funktionenrdumen mittels Wavelet-Entwicklungen. Sei ¥ eine (Pri—)Wavelet Basis des Ly(IR?).
Dann besitzt jede Funktion f € Lo(IR?) eine Darstellung der Form (2). Fiir die meisten in der Praxis
wichtigen Funktionenrdume 1&8t sich nun anhand des Abfalls der Wavelet—Koeffizienten ¢; ; ; ablesen,
ob die Funktion f in diesem Raum enthalten ist oder nicht. Zum Beispiel gilt fiir die klassischen
Sobolev—R&ume das folgende Resultat.



Satz 4.4 Sei ¢ Generator einer M.R.A., supp ¢ kompakt und ¢ € CT(Bd). Sei weiter U ein zu-
gehoriges Pri—Wavelet—System. Dann gilt fiir s <r

feH «<— Z 2278 Z |Ci,j,k|2 < 00. (39)
IEZ i€l ke z?

Bemerkung 4.5 Die entscheidenden Beweishilfsmittel sind die Jackson—und die Bernstein—Ungleichun-
gen (36) und (38), die unter den obigen Voraussetzungen ja gelten. Moral von der Geschichte: Regu-
laritdt und Approximation gibt Charakterisierung von Funktionenrdumen!

5 Wozu kann man Wavelets benutzen?

Das Hauptanwendungsgebiet von Wavelet Analysis ist sicher die Signalanalyse. Wir gehen davon aus,
daB unser (eindimensionales) Signal f(z) endliche Energie besitzt, es soll also [, | f(z)|*dz < oo gelten,
d.h. f € Ly(JR). Wir wollen f mittels Wavelet-Entwicklungen analysieren und Datenkompressions-
strategien entwickeln. Wir benutzen hierzu die Daubechies—Wavelets und Generatoren entsprechend
Theorem 3.4, ¢ = ¢V, 1 = N, Wir suchen zunichst ein mathematisches Modell fiir eine Abbildung
T, (scaling transform), welche dem Signal f eine geeignete Approximation 7, (f) mit ‘Auflésung’ r
zuordnet. Definition 2.1, insbesondere (8)—(10) suggerieren nun, T5; gerade durch die orthogonalen
Projektoren P; auf die Rdume V; zu modellieren. Diese sind gegeben durch

Pi(f) ()= D (f(),2120(27 - —k)22¢(270 — k) =2 > (f, diu)in. (40)

keZ keZ

In der Praxis ist im allgemeinen nicht das Signal f selbst, sondern eben nur eine Approximation
gegeben. Sie besteht typischerweise aus einem diskreten Datensatz {A} }zez, der durch ein ‘measuring
device’, etwa einen Scanner, erzeugt wird. Wir interpretieren diesen Datensatz als die Koeffizienten
der Projektion von f auf den Raum V;, d.h. wir setzen

M= (f, din)-

Wegen (8) ist P;_q schon durch P; bestimmt (Kausalitdtsprinzip, feinere Auflésung bestimmt grébere
Auflésung). Tatsdchlich gilt

Pio(f) = N b= STty T N by 11 (41)

leZz leZ keZ

Wir sehen, daf} die Koeffizientenfolge a der Zwei-Skalen—Gleichung einen diskreten Filter H indu-
ziert, 4 4 4 4
Nt=mx, N =3 o g g0, (42)
keZ
Da die Anwendung von H offenbar dem Ubergang zu einer gréberen Approximation entspricht, ist
H ein Tiefpafifilter. Die Wavelet-Rdume W; waren gerade die Komplemente von V; in V;;, die
zugehdrigen Projektoren

Qi(f) = D (fi) e = D chtrin (43)

keZ keZ

beschreiben also die von V; nach V;4; hinzukommende Detailinformation. Es gilt analog zu (41)

QiNH=>_ 2_1/2(2 bt M. (44)

leZz keZ

Die Koeffizientenfolge b der Funktionalgleichung (32) induziert also ebenfalls einen diskreten Filter D

¢ =DNYL =272 N AT (45)
keZ



Offenbar entspricht D einem Hochpaffilter. Der Grobanteil P;_;(f) kann nun durch erneute Anwen-
dung von H und D weiter zerlegt werden und wir erhalten die schnelle Wavelet—Transformation,
d.h. den Pyramiden—Algorithmus:

Y a PVt a A2 i PR Re—

D D D
di=1 di=2 di=3

der eine nichtredundante Zerlegung von f in Grobinformation und immer feinere Detailinformation lie-
fert. Das so zerlegte Signal kann vollstdndig wieder rekonstruiert werden durch sukzessives Anwenden
der Riicktransformation

/\{ _9-1/2 Z az_zk/\i_l 412 Z bi_gnciL, (46)
keZ neZ

Die schnelle Wavelet—Transformation erlaubt sehr effiziente Datenkompressionsstrategien, etwa indem
hinreichend kleine Wavelet—Koeffizienten vernachldssigt werden. Ist etwa das Signal in einem gewissen
Bereich ‘glatt’; so ist der Anteil der Detailinformation gering. Daher sind die Wavelet—Koeffizienten
entsprechend klein und man erreicht hohe Kompressionsraten. Die Wavelet—Koeflizienten sind in den
Bereichen grof}, in denen das Signal f ‘rauh’ist (Kantenerkennung).
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