Fachbereich Mathematik und Informatik Wintersemester 2001/02
Universitdat Marburg
Prof. Dr. W. Gromes

Ubungen zur Mathematik III
— Blatt 1 -
Abgabe Donnerstag, 25.10.2001, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (4 Punkte). Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale. — Dazu
gehort die Begriindung der Konvergenz.

1 0o e
a)/ In zdx b)/ e dx c)/ z- e dx
0 0 —00

Aufgabe 2 (2 Punkte). Die Keplersche Fassregel wird zur Approximation von Integralen
benutzt. Zu einer Funktion f : [a,b] — R sei

_b—a a-+b

K(f) = Ki(f) = == (f(@) + 4 (F52) + £(0)).

Zeigen Sie, dass die Kepler-Fassregel fiir Polynome vom Grad < 3 exakt ist. Das heifit,
ist p(z) = ap + a1 + agx?® + azz® mit Koeffizienten a; € R, so gilt fiir alle a,b € R

b
Kip)= [ pla)ds

Zusatzaufgabe (3 Zusatzpunkte). Fiir beliebige Funktionen wird eine gute Kepler-Fass-
Néherung aber erst bei kleinen Intervallen erreicht, so dass man den Ausdruck auf jeden
der n Abschnitte einer dquidistanten Unterteilung z; := a + k- h,, k = 0,...,n, mit
hy, == (b — a)/n anwendet. Sei also

Ko (f) =Y K2 (f).

Ist f : [a,b] — R viermal stetig differenzierbar (f € C*([a,b])), so existiert eine Konstante

¢ > 0 mit
(b —a)®

n4

L/ﬂva—mmﬂgc

fiir alle n € N*.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Es soll das Integral [ e~ dx approximiert werden.

—0o0

a) Zeigen Sie (unter Benutzung von e=** < e* falls = > 1) die Abschiitzung

& 2 8 2
‘/ e “dx —/ e “dx
—0o0 -8

b) Wie grol ist n zu wéhlen, um mit der Keppler-Fassregel das eigentliche Integral
8
[ —2*dx auf drei Dezimale zu berechnen?
-8

<1073,

b/w



Aufgabe 4 (2 Punkte). Berechnen Sie das Volumen V' (K) des Rotationskorpers Ky zur
Funktion f, die gegeben ist durch

a) f(z)=+v1—2?auf [-1,1],

b) f(x) =1+ 2? auf [-2,2].

Scheinkriterien sind dieselben wie in der vorangegangenen Vorlesung Mathematik II.
Alle Informationen zur Vorlesungen und den Ubungen sind im Netz zu finden in der Vor-
lesungsliste des Fachbereichs oder unter www.mathematik.uni-marburg.de/~eckert oder
~gromes.

Klausurtermin ist Donnerstag, 7.2.2002, 11-14 Uhr in HG 5. Eine Nachschreibklausur
findet statt am Dienstag, 2.4.2002, 10-13 Uhr in Chemie-Horsall A auf den Lahnbergen.
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Aufgabe 4 (3 Punkte).

a) Geben Sie eine stetige Funktion f : [0,1] — R an mit

1 £llso =>10° und |[|f]j; < 1073

b) Zeigen Sie: Ist f : [a,b] — R integrierbar, so gilt

1fll < (0= a) [ fllo-

Aufgabe 5 (miindlich). Es sei G' die Menge der geraden Funktionen auf R,
G={9:R—R } g(z) = g(—x) fiir alle z € R},
und U die Menge der ungeraden Funktion auf R,
U={h:R—R|h(z) =—h(—2z) fiir alle z € R}.

Zeigen Sie:

a) Jede Funktion f: R — R ldsst sich als Summe aus einer geraden und einer ungera-
den Funktion schreiben, f =g+ hmit g€ G, he U.

b) G NU enthilt nur die Nullfunktion.

Aufgabe 6 (4 Punkte). Uberpriifen Sie die folgenden trigonometrischen Formeln mit
Hilfe der Euler-Formeln

ir ) . erE + e—zx i 6Z$ _ e—l$
e =cosx +1 sinz, cosx:T, smx:T, relR
1

und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:
a) cos(x +b) = cosx - cosb —sinz - sinb,
b) sin® z = 3 (1 — cos 2z),

c) cos3z = 4cos® ¥ — 3cos .

b/w



Aufgabe 7 (4 Punkte). Sei V,, der C-Vektorraum

Vn:{chek‘ckeC} mit e, : R—C, z—e

k=—n
Fir f= Y e, €Vound g= > drex €V, sei
k=—n k=—n

n

(+) o) = 3 e .

k=—n

Zeigen Sie:

a) Durch () ist ein Skalarprodukt definiert.

b) Dieses Skalarprodukt stimmt mit dem Skalarprodukt auf V;,

Uy%{/ﬂwﬂﬁ¢r

auf V,, iiberein.

2mikax
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Aufgabe 8 (miindlich). Zur Abkiirzung sei
cosy () := cos2rkx, sing(z) := sin 27kz.

Zeigen Sie mit Hilfe der Exponentialdarstellung von cos; und sing eine der folgenden
Orthogonalitétsrelationen:

(cosy | cos;)p = 3 Orj, k>0,j>0k+7#0, (cosg | cosg)p = 1,
(sing | sin;)p = 5 05, k>0, 7>0,
(cosg | sinj)p =0, k>0, j>0.

Begriinden Sie damit, dass fiir ein trigonometrisches Polynom
ag - .
f= ) + Z(ak cosy, +by, sing)
k=1
die Koeffizienten die Fourierkoeffizienten sind, das heif3t

ap =2 (f|cosg) fir k=0,1,...,n, by = 2(f|sing) fiir k=1,...,n.
Aufgabe 9 (6 Punkte). Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten a;, und by der Funktionen:

a) x> cos® mz x € R. Weshalb ist diese Funktion 1-periodisch?
b) z — sin2n(z + «), = € R fiir ein festes a € R.

c) Die 1-periodische Fortsetzung der Funktion

1
. { 1, xE[(l),Q[
51

z—a2?, ze|[-33].

Fiir welche dieser Funktionen f konvergiert die Fourierreihe gleichméBig gegen f 7

Aufgabe 10 (3 Punkte). Essei f: R — R 1-periodisch und j-mal stetig differenzierbar.
Begriinden Sie die folgende Abschatzung fiir die Fourier-Koeffizienten ¢, von f:

()
19
— |2wk)

|| fir alle k€ Z\{0}.

Betrachten Sie dazu zunéchst den Fall j = 1.

b/w



Aufgabe 11 (3 Punkte). Ein quadratischer Spline ist analog zum kubischen Spline
definiert: In den Teilintervallen ist

f:pk6P012,

in den Knoten stimmen jeweils Funktionswert und erste Ableitung iiberein (d.h. f € C!).
Berechnen Sie den quadratischen Standard-B-Spline B* mit folgenden Eigenschaften:

a) B* hat die Knoten —3/2, —1/2, 1/2, 3/2.
b) B*(x) = B*(—xz) fir alle z € R.

c) B*(x) =0 fir |z| > 3/2.

d) B*(—1/2) + B*(1/2) = 1.

Ist B* dadurch eindeutig bestimmt ?
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Aufgabe 11 (4 Punkte). Es sei BY der kubische Standard-Spline aus Absatz 6.2 und fiir
J € Z sei
A =V3(=2+V3)¥ und z;=a+jh, h>0.

Zeigen Sie:

a) Aj_1B%(—1) + X; BY(0) + \j1 B(1) = 6, fiir j € Z.

b) FO: R—R, Fz)= >\ Bz — j) ist definiert und

JEZL

FO(k) = 6 fiir k€Z

¢) Geben Sie mit Hilfe von b) einen kubischen Spline s an, der eine gegebene Funktion
f R — R in den Knoten z; interpoliert, d.h.

s(xj) = f(z;) furalle jeZ.

Aufgabe 12 (miindlich). Zeigen Sie, dass die French-Railroad-Metrik aus Absatz 7.1 die
Axiome einer Metrik erfiillt.

Aufgabe 13 (341 Punkte). Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz und bestimmen
Sie gegebenenfalls den Grenzwert:

a) In R? mit der euklidischen Norm.

—1)*
i) a, = ((—=1)", ") fir ein r >0 i) a, = ( 37k, k'> )

b) Auf C([0,1]) die Folge (f,), fa(x) = a", bzgl. der

1
i) 1-Norm, [| f]x =0f|f(96)|dl’

(*) ii) Supremums-Norm || f|loc = sup |f(z)].
z€[0,1]

Aufgabe 14 (3 Punkte). Sei x, # 1 aus R. Zeigen Sie: Fiir alle Zahlen yq, y1, v, y] aus
R gibt es genau ein Polynom p € Polz mit p(z;) = y; und p'(z;) = yj fiir j =0, 1.
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Aufgabe 15 (5 Punkte). Berechnen Sie fiir die logarithmische Spirale

t
PiR-F o (LT (mitr> 1) s

a) Die Ableitung ¢'(t) und die Punkte ¢, fiir die ¢5(¢) = 0 gilt.
Auf welcher einfachen Kurve liegen alle diese Punkte () mit @4(f) =0 7

b) Die Bogenldnge L(p|44) von ¢ auf dem Intervall [a, b].
Existiert lim L(p|fz) ?

Aufgabe 16 (5 Punkte). Ein Punkt auf dem Rand eines Kreises mit Radius 1, der auf
der z-Achse abrollt, beschreibt eine Zykloide.

a) Begriinden Sie an Hand der Skizze die Kurvenglei-
chung der Zykloide

0 R—R2 ¢ (t—sint)

1 —cost

b) Skizzieren Sie ¢([0,47]), insbesondere das Verhalten bei 0, 27 und 4.
(Aus den Potenzreihen fiir sin und cos folgt, dass ¢(t) bei Null in erster Ndherung

3/3!
durch (ig?gl) gegeben ist.)

c¢) Berechnen Sie die Bogenlidnge von ¢ auf [0, 27].

Aufgabe 17 (miindlich). Fiira >0, b> 0 ist

E={(y) ¥

eine Ellipse mit Halbachsen a und b.

2 y2

X
2t

a) Geben Sie eine Kurve ¢ : I — R? an mit p(I) = E.

b) Zeigen Sie: Es gibt eine lineare Abbildung A : R? — R?, die den Einheitskreis

S = {(5) € R? ‘ 22 +y? = 1} auf E abbildet.
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Aufgabe 18 (3 Punkte). Fiir n € N sei die Kurve

t t
SOn : [07271_} N RQ, Qpn<t> _ ( cosNn COS >

cosnt sint

gegeben. Ist ¢, eine glatte Kurve?
Skizzieren Sie den Verlauf fiir n = 0,1, 2, 3.

Aufgabe 19 (miindlich). Geben sie eine Kurve ¢ : I — R? an, so dass ¢(I) eine ” Acht”
ergibt, z.B. in Form zweier sich beriihrender Kreise.
Lasst sich ¢ als glatte Kurve wéhlen?

Aufgabe 20 (2 Punkte). Geben Sie eine Parametertransformation p : R — R an, so dass
fiir die logarithmische Spirale

t
o R— R tH(r costh)

rt sin 27t (mit 7 > 0)

pop:R — R? nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

Aufgabe 21 (3 Punkte). Es seien A eine reelle (m, m)-Matrix, b € R™ und
S:R™ —-R" xzw+— Ax+0b.

Ferner seien Punkte Q_1,Qo, ..., Q,, Q1 aus dem R™ gegeben,

p(t) =Y B(t—j)Q,

j=—1

die Spline-Kurve aus Satz 8.4 zu den Punkten Q_1,...,Q,1 und g die Spline-Kurve zu
SQ_1,...,5Q, 1. Zeigen Sie:

a) Fiir alle ¢t € [0,n] ist
S(p(t) = ps(t).

(Hinweis: > B°(t —j) =1 fir t € [0,n]).

Jj=-1

b) Hat ¢ feste Anfangs- und Endpunkte, so gilt dies auch fiir ¢g.
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Aufgabe 22 (3 Punkte).

a) Geben Sie eine Kurve ¢ : [0, 1] — R™ an, deren Bild die Verbindungsstrecke zweier
Punkte P und @ des R™ ist.

b) Sei g eine Gerade in R?. Zeigen Sie, dass R? \ g genau zwei Komponenten hat.

Aufgabe 23 (3 Punkte). Sei ¢ : R — R™ die Spline-Kurve aus Satz 8.5 zu den Punkten
Qo, - - -, Q, mit festem Anfangspunkt @)y und Endpunkt @Q,,.

a) Zeigen Sie
¢'(0) = Q1= Qo, ¢'(n) =Qn— Qn-1.

b) Sei ¢ die Spline-Kurve zu den Punkten Py, ..., P, mit festem Anfangs- und End-
punkt Py und P, und es sei P, = Qq. Zeigen Sie die Aquivalenz von (1) und (2):

(1) Y'(k) = X¢'(0) fiir ein A > 0
(2) Qo liegt auf einer Geraden ¢ zwischen P,_; und Q.

Aufgabe 24 (3 Punkte). Sei M C R™ und K, die Komponente von R™\ M bzgl. eines
Punktes z € R™ \ M. Zeigen Sie, dass eine Aquivalenzrelation auf R™\ M durch

r~y = ye kK,

definiert ist. Was bedeutet es, dass K, die Klasse von x ist?

Aufgabe 25 (miindlich). Geben Sie ein Beispiel einer beschriinkten Menge M C R? an,
so dass R? \ M unendlich viele Komponenten hat.
Lésst sich M als Bild einer Kurve wahlen?

Aufgabe 26 (3 Punkte). Gegeben seien die Funktionen
fiR? =R, (2,y) = a® +y°
und

Ty
7l‘7y%070
g:R2 =R, (z,y)— { P2+Y ) 7 0.0

0 » (#,9) = (0,0)

a) Geben Sie Kurven ¢ : I — R?, lings derer f bzw. g konstant ist (die “Héhenlinien”),
d.h. f o bzw. g o ¢ ist konstant.

b) Skizzieren Sie den Graphen von f.
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Aufgabe 27 (3 Punkte). Es sei

M,
f;R2_>R7 (l’,y)l—> $2+y2 (7y)7é(0,0)'

Zeigen Sie: f ist in jedem Punkt partiell differenzierbar, aber unstetig im Nullpunkt.
Geben Sie die partiellen Ableitungen 0y f(z,y) und 0, f(z,y) an.

Aufgabe 28 (miindlich). Zeigen Sie: Ist f : D — R im Punkt a € D in Richtung v
differenzierbar, so auch in Richtung —v und es gilt 0_, f(a) = =9, f(a).

In den folgenden beiden Aufgaben sei ||z|| = ||z]|2 fiir x € R™
Aufgabe 29 (4 Punkte). Gegeben sei die Normfunktion im R,
fR* R, x|z

Zeigen Sie:

a) Ist z = 0, so existiert fiir kein v € R™ mit ||v|| = 1 die Richtungsableitung 9, f(0).

b) Ist x # 0, so existiert fiir jedes v € R™ mit [|v|| = 1 die Richtungsableitung 0, f(z).
Berechnen Sie diese und bestimmen Sie zu = das v, so dass 0, f(x) maximal ist.

c¢) Skizzieren Sie im Falle n = 2 den Funktionsgraphen von f.

Aufgabe 30 (3 Punkte). Es sei f : R” — R rotationssymmetrisch, d.h. es gibt ein
g: Ry — Rmit f(x) = g(||z|]) fir alle z € R™.

Zeigen Sie: Ist 7 +— ¢(r) differenzierbar fiir r > 0, so ist f fiir jeden Punkt x # 0 partiell
differenzierbar und fiir  # 0 sind 0 f(x) und x linear abhéngig.
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Aufgabe 31 (4 Punkte). Es soll die Sattelfliche untersucht werden. Sei dazu

f:R2_>R7 (‘ray>'_> 332—’3/2.

a) Bestimmen Sie zu beliebigen (a,b) € R? eine Basis des Tangentialraums T(, ) an f
in (a,b) sowie einen Normalenvektor np).
Fiir welche Punkte (a,b) ist R - () eine Raumdiagonale, d.h.

€1

Rn(ayb) =R- (52) mit ¢; € {1, —1}.

€3

b) Geben Sie zu (a,b) # (0,0) eine C'-Kurve ¢ : R — R? an mit
©(0) = (a,b) und (foyp)(z)=c firalle feR.

Berechnen Sie ¢'(0) und 0f(a, b) und tiberpriifen Sie, dass diese Vektoren orthogonal
sind.

Aufgabe 32 (3 Punkte). Zeigen Sie zu
Y
FiRE SR, (1,y) — {200ty (2,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

a) f ist stetig im Nullpunkt und alle Richtungsableitungen 0, f(0,0) existieren. Be-
rechnen Sie diese.

b) Ist o : R — R? t s G), so ist f o ¢ differenzierbar, aber es gilt nicht die Formel
der Kettenregel

(fop)(0)=0f(v(0)) - £'(0).
Aufgabe 33 (3 Punkte). Essei f:R? =R, (2,9) 2%y + 22% —y+ 9> cosz.

a) Berechnen Sie die Ableitung 0f(a,b) und die Hesse-Matrix 92 f(a, b) und geben Sie
das Taylorpolynom P(%l’b)( f) an.

b) Setzen Sie speziell (a,b) = (0,0) ein und lesen Sie ab, bis zu welcher Ordnung Terme
reproduziert werden.

b/w



Aufgabe 34 (3 Punkte). Sei g :]0,00[ — R aus C? und

fiR"\{0} = R, z g([lx]]).
Berechnen Sie

Af@) =2 00 f(x)

und zeigen Sie damit: Ist n =2, ¢g(r) =Inr, soist A f = 0.
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Aufgabe 35 (Sonderpunkte). In schon etwas vorgeriickter Feststimmung beschlieflen die
drei Kinder einer Familie, das letzte Geschenk, eine zu allerhand Spekulationen Anlass
gebende kegelformige Wundertiite K,, = Graph (f), wobei f(z,y) = 2(1 — /22 + y?),
2% +y? < 1, durch Erdnusszielwurf zu verteilen. Die Erdnuss E; des ersten Werfers bleibt
an der Teppichkante liegen, E; = (5,3,0), die zweite landet auf dem Tisch zwischen
Geschenkpapier und Keksen, Ey = (3,4, g) und FEj3 bleibt im iiberraschend dichten Geést

des Weihnachtsbaumes hédngen, F3 = (1,1, %) Der nachfolgende Streit, wer nun am

néchsten an der Tiite ist, droht den Festfrieden zu stéren. Wer hilft schlichten (indem er
d?> =min{||E; — P|* | P € K,,} berechnet)?

Das Knacken dieser Weihnachtsnuss wird mit 5 Zusatzpunkten belohnt.

Aufgabe 36 (4 Punkte). Die altbewihrte Marzipankartoffel “Landgraf Philipp” mit dem
Achsenverhéltnis der Rotationsellipse im goldenen Schnitt

Ly = {(2,y,2) e R® | (1 + V5)*(2® + ¢*) + 42> < 1}

(die Form ist angeblich vom Riechorgan des Herrschers abgeleitet) hat sich dieses Jahr
eines neuen Produkts

Loy = {(Z‘,y,Z) | I‘2 +y2 S (0745_ |Z|)27 ‘Z| S 0745}

zu erwehren, das nicht nur durch seine moderne Form und die blaue Verpackung besticht,
sondern auch noch 3% billiger als L, angeboten wird.

Wie entscheidet sich der miindige Marzipankonsument? Helfen Sie diesem auch durch eine
Skizze des Querschnitts der Konkurrenzprodukte in der (z, z)-Ebene.

Aufgabe 37 (3 Punkte). Es sei A eine reelle, symmetrische n x n-
Matrix. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen #dquivalent sind:

a) A ist indefinit.
b) A hat zwei Eigenwerte A\; und Ay mit A\; > 0 und A\, < 0.

Geben Sie fiir n = 2 ein zu Satz 9.8 ¢) analoges Kriterium an.

Aufgabe 38 (3 Punkte). Berechnen Sie lokalen Extrema der Funk-
tion

f: R* =R, (z,y) — 2° + 1 — day — 29°.
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Aufgabe 39 (3 Punkte). Sei A € Mg(n,n). Zeigen Sie fiir das Vektorfeld

f: R"—=R" z+— Ax :
a) Ist b € R™\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € R, so ist
0:R—=R" tr—eMb
eine Flusslinie des Vektorfelds f.
b) Sind @1,y : R — R™ Flusslinien des Vektorfelds f, so auch die Linearkombination
p=a1p1tazpy t R=R" ta;pi(t) + az pa(t)
(mit oy, az € R).

Aufgabe 40 (miindlich). Es sei A = ( ?) _(i ) :

a) Bestimmen Sie eine Flusslinie ¢ : R — R? des Vektorfeldes x — Ax mit

b) Skizzieren Sie das Vektorfeld und die in a) berechnete Flusslinie .

Aufgabe 41 (5 Punkte). Sei U =U;(0) = {z € R" | ||| < 1} und

¢:U x]0,00[ = R" x]0,00][, (z,7) + (rz, ry/1—|z|?) .

a) Zeigen Sie: ¢ ist eine Koordinatentransformation. Geben Sie die Umkehrabbildung
¢! an.

b) Berechnen Sie die Ableitung 0¢ (x,r) und zeigen Sie, dass 0¢ (z, ) fiir alle
(x,r) € U x ]0,00] invertierbar ist.

c) Zeigen Sie (z.B. mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz)

TTL

VI=l2l?

d) Skizzieren Sie fiir n = 1 zwei Koordinatenlinien |—1,1[ x {ro} und {zo} x ]0, co[ und
deren Bilder unter ¢.

det (0¢ (z,1)) =

b/w



Aufgabe 42 (2 Punkte, Kugelkoordinaten). Sei
U = ]0,00[ x ]—m, 7] x]0,7[ C R?
V o= R*\ ([0,00[ x {0} x R)
und
r r cosa sinv
O:U—-V, |a] — |rsina sin?
0 r cosv

/$2+y2+22
) -

z y

ar
8 \/z2+y2 ’ \/:r:2+y2
arccos z

/$2+y2+22

r r r
Vod|la]|] = (a] firalle |a]| € U.
9 9 9

Zeigen Sie:
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Aufgabe 44 (4 Punkte). Sei f: R\ {0} — R rotationssymmetrisch, d.h. es existiert
g :1]0,00[ — R mit
f(x)=g(|z])  fiiralle z € R\ {0}.
Ferner sei g differenzierbar und ¢ die Koordinatentransformation aus Aufgabe 41,
¢:U x1]0,00[— R" x ]0,00[, (x,r) — (rz, ry/1—|z|?).
Begriinden Sie, dass f o ¢ total differenzierbar ist, und berechnen Sie 9(f o ¢)(x,r)

a) direkt, d.h. indem zunéchst f o ¢ berechnet wird,

b) mit der Kettenregel.

Aufgabe 45 (4 Punkte). Seien p,q: R — R C'-Funktionen,

f:R2HR7 (Sl?,y) I—>p($) Q(y)_l

und (a,b) € R? mit f(a,b) = 0 und ¢'(b) # 0. Zeigen Sie, dass es ein offenes Intervall [
gibt mit a € I sowie eine C*-Funktion ¢ : I — R mit

ela)=>b  und f(z, ¢(x))=0 fir alle x €.

Geben Sie dazu eine Begriindung

a) mit Satz 10.4 (SIF),

b) mit Mitteln der Analysis einer Variablen. Geben Sie eine konkrete Formel fiir ¢ an.
Aufgabe 46 (miindlich). Zeigen Sie: Ist (a,b) € R? mit e?-b-e® = 1, so hat die Gleichung
e’ -y-eV =1um (a,b) eine glatte Auflésung nach y.

Aufgabe 47 (3 Punkte). Mit U :=]0,00[ x |—m, [ und V := R?\ ( | — 00,0] x {0}) sei
r T COS (v
¢:U—-V <a> — (rsina)

die Koordinatentransformation aus Absatz 10.1 (Polarkoordinaten). Begriinden Sie (mit

SUF), dass ¢! : V — U in C! ist und berechnen Sie

o6 (5 ()



