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Ubungen zur Analysis IT
— Sonderiibungen —

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei r : R"\ {0} — R, x> [|z||. Zeige

lgrad (In or) (z)]) = —

Il

Aufgabe 2 (4 Punkte). Welche der folgenden Mengen sind kompakt?

A:={z cR": |z|| Ml <1},
B = {(x,y) € R? : arctan(xy) < 1}.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Lose das AWP
y = —2zy+2z, y(0)=2.
Aufgabe 4 (4 Punkte). Bestimme fiir reelle Parameter a, b, ¢ die lokalen (und absoluten)

Extremstellen von

f:R* =R, (2,9) — 2> + 2y +y* +ax +by+c.

Aufgabe 5 (4 Punkte). Bestimme die lokalen Extremstellen des Polynoms
plr.y) =" + 3ay”

auf der Sphire S C R2.

Aufgabe 6 (4 Punkte). Zeige die Existenz einer Nullstelle von

f:8" =R, (z,y) — 42® + 32y — y* + 3.

Aufgabe 7 (4 Punkte). Zeige: Die Funktion

3

fiRIAA{0} = R, (2,9) = (2% = Sy, wy)

ist lokaler C'-Diffeomorphismus, aber nicht global invertierbar.

Aufgabe 8 (4 Punkte). Sei f : R? — R, (x,y) — zy* + 22%e¥ — y. Zeige, dass das
Gleichungssystem f(z,y) = 0 um (0,0) glatt nach y auflosbar ist, das heifit, mit einer
C!-Funktion h um 0, h(0) = 0, gilt

flz,y) =0 <= y=h(z).

Berechne h'(0)

b/w



Losungshinweise

Aufgabe 1 (4 Punkte). Es ist (grad(Inor))(z) =In'(r(z)) - — =

Aufgabe 2 (4 Punkte). A ist kompakt, denn A = (||. || el*!)~1(]—o0, 1]) ist abgeschlossen
und A C B;(0). B ist unbeschriankt, denn B D 0 x R.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Die lineare DGL hat homogene Lésung ¢ (z) = e~** und inho-
mogene Losung ¢(z) = e + 1.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Kritischer Punkt ist nur (zo,40) = (b — 2a,a — 2b) mit
02 f(zo,yo) = (? ;), positiv definit nach Minoren-Kriterium. Also lokales Minimum

in (‘T07 yO)

Wegen (z £+ y)? > 0 ist |zy] < 1(z? + ¢?) und damit |f(z,y)] > 3(2® + y*)(1 —
ar + by +c

xr2 + y2
exisitiert » > 0 mit f(z,y) > f(xo,yo) fur ||(x,y)| > r. Dann nimmt f sein Minimum auf

2 ), wobei der hintere Summand gegen null geht fiir normgrofe (z,y). Also

B,(0) (kompakt) aber im Inneren an, also in (xg, yo).

Aufgabe 5 (4 Punkte). Mit F(z,y) := z*> +y* — 1 ist S = F~1({0}). Per Langrange-
Multiplikator ergibt sich fiir kritische Punkte 0f(z,y) = AOF (z,y), also (abgesehen von
+(0,1) und £(1,0)!) die Gleichung % = 6;% oder %x—l—%% = 3z und wegen x2+y* =

1 erhélt man x = :l:\/i5 und ebenso y.

Aufgabe 6 (4 Punkte). Es ist f(1,0) = 7 und f(—1,0) = —1. Da f stetig ist und S*
zusammenhiingend, ist auch das Bild f(S!) zusammenhiingend, also ein Intervall und
damit 0 € [-1,7] C f(S").

2z =3y

Aufgabe 7 (4 Punkte). Die erste Aussage liefert der SUF, da det 0f(z,y) =
y

22% + 3y* > 0. Aber f ist nicht (global) injektiv, da f(1,1) = f(—1,—1).

Aufgabe 8 (4 Punkte). Die Behauptung ist gerade die Aussage des SIF, der anwendbar
ist, weil df(0,0) = (0,—1) und damit 9,f(0,0) = —1 “invertierbar” ist. Und es gilt
h'(0) = —(9,£(0,0))719, f(0,0) = —(~1) - 0= 0.



