Fachbereich Mathematik und Informatik Wintersemester 2003/04
Universitdat Marburg
Prof. Dr. W. Gromes

Ubungen zur Analysis III
— Blatt 1 -
Abgabe Montag, 3.11.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 1 (2+1+3 Punkte). Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionale Daniell-Integrale
sind.

@qumeR,wa%Mﬁ

b) a € X fest, p: RX =R, ¢+ ¢(a)

Q) X ={p: N R| 3 [pj)| konvergiert} (= /() p: X >R, ¢ 3 6()

j= j
(Hinweis: Gilt ¢ \, 0, so existiert jo mit > ¢r(j) < g fiir alle k.)
J>jo

Aufgabe 2 (miindlich).

a) Sei X ein kompakter metrischer Raum und p : C'(X) — R positiv und linear.
Zeigen Sie: p ist stetig, das heiflt, es existiert ¢ > 0 mit

()] < cll¢lloe  fiir alle ¢ € C(X).

b) Gilt die Aussage auch fiir positives und lineares p : C.(X) — R, falls X lokal-
kompakt ist?

Aufgabe 3 (2 Punkte). Sei Q :=[—1,1]° und

f . Q — R, €T +— Sin(g:% . :EQ) . COS(J,’Q . x%) eT1T3

Lﬂ@m.

Aufgabe 4 (3 Punkte). Sei R ein Ring mit Inhalt © und ¢, € E(R). Zeigen Sie

Berechnen Sie

a) - e&(R) und b) (- ¥))* < u(e®) - p(y?).

b/w



Skript

e Manuskript im Semesterapparat in Fachbereichsbibliothek
e Wolfgang Gromes, Analysis I11/Stochastik 1, WS 1996/97 (pdf-Datei)

Standardliteratur

Otto Forster, Analysis 3, Vieweg, 1999 (skriptartig)
Martin Barner & Friedrich Flohr, Analysis II, de Gruyter, Berlin 1987

Harro Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil 2, Teubner Verlag, Stuttgart 1991
(ausfiihrlich, mit Hintergrund)

e Klaus Floret, Mafitheorie und Integrationstheorie, Teubner, 1981
e Alan Weir, General Integration and Measure, Cambridge Univ. Press, Cambridge
1974
Scheinkriterien

e Regelméflige und aktive Teilnahme am Tutorium

e 50% der Soll-Punkte der schriftlichen Ubungsaufgaben, Doppelabgaben zugelassen
(Mit Stern gekennzeichnete Aufgaben gehtren zum Haben aber nicht zum Soll.)

e Vorbereiten von 1/3 der miindlichen Aufgaben

o Iir einen benoteten Schein zudem Bestehen einer Klausur
Klausuren

e Klausur: Samstag, 21.2.2004, 9-12 h, HS B (Chemie)

e Nachschreibklausur: etwa letzte Woche vor Vorlesungsbeginn des néchsten Semes-
ters

Diese und weitere Informationen unter:
www.mathematik.uni-marburg.de/~eckert/2003 WS/
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Ubungen zur Analysis III
— Blatt 2 —
Abgabe Montag, 10.11.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 5 (3 Punkte). Sei R ein Ring, u: R — [0,00[ ein Inhalt. Zeigen Sie: Ist das
von p erzeugte Integral auf den Elementfunktionen £(R) ein Daniell-Integral, so ist p ein

Pramas. .
Hinweis: Zu A = |J A4; p.d., betrachte B; := A\ | A

J=0 k<j

Aufgabe 6 (4+3 Punkte).

a) Seid, : E(P(X)) = R, ¢ — ¢(a) das vom Dirac-Maf erzeugte Elementarintegral
(Bsp. 1.21). Zeigen Sie:

&(f)=Ifla) Vf:X—>R
und bestimmen Sie damit £'(d,) und die Fortsetzung 6, von d,.

b) Bestimmen Sie analog fiir das Radon-Integral
0 : Ce(R") = R, ¢ ¢(a)
6 und &,.
Aufgabe 7 (3 Punkte). Seia € R, A\ = X\ : C.(R) — R das Radon-Integral aus
Definition 1.12. Zeigen Sie (z.B. mit dem Satz von B. Levi)
Ly € £1(A) und A1gyy) =0,

und folgern Sie
lg € £Y\) und M(1g) = 0.

Aufgabe 8 (miindlich). Sei p : £'() — R ein Daniell-Integral. Zeigen Sie durch Bei-
spiele:

a) Ist (fy) € LYp) mit fr — f € LYu) und p(fr) konvergiert, so folgt nicht
Jim p(fi) = pu(f).

b) Ist (fx) C LY(p) mit fr, — f und u(fi) konvergiert, so folgt nicht f € £'(u).
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Ubungen zur Analysis III
— Blatt 3 -
Abgabe Montag, 17.11.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 9 (4 Punkte). Sei f:[a,b+ 1] — R differenzierbar mit
If'(x)] <M  firalle z€[a,b+1].

Zeigen Sie:
fesai ) wd [ fla)de=f) - fla).
[a,b]

Hinweis: Man betrachte die Folge (fi) C £([a, b], \),

1

fk<x> = k(f(ZL’—I—%)—f(ZL')), :L’G[(l,b], E>1.

Aufgabe 10 (miindlich). Sei f:[0,00[— R, f= )" (*;)k L1, k-
k=1

Zeigen Sie: f ist uneigentlich regel-integrierbar, aber nicht Lebesgue-integrierbar.

Aufgabe 11 (4 Punkte, Lemma von Fatou). Sei (fx) C £ (p) mit p(fy) <ceR fA}lr
alle k € Nund f, — f. Zeigen Sie:

feLi) wd pu(f)<ec.

Hinweis: Betrachte h; := ir;fk fm wie im Beweis von Satz 2.12.
m>

Aufgabe 12 (4 Punkte). Sei

[':]0,00[ — R, tH/xt_le_xdx,

0

und

= 1
¢:]1,00[ = R, tHZE
k=1

(vgl. Analysis I, Def. 8.34, Bsp. 7.22). Begriinden Sie, dass obiges Integral auch als
Lebesgue-Integral existiert, und zeigen Sie fiir ¢ > 1
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Ubungen zur Analysis III
— Blatt 4 —
Abgabe Montag, 24.11.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 13 (4 Punkte). Essei f € £1([0,1],\).
Zeigen Sie, dass fiir alle £ € N die Funktion
fe:0,1] = R: 2w 2" f()

A-integrierbar ist und dass der Grenzwert
1

Jim [ fi(2) dz
0

existiert. Geben Sie den Grenzwert an.

Aufgabe 14 (miindlich). Zeigen Sie, dass folgende Mengen A\?-messbar sind:

a) [0,1] x [0,1] C R?

b) {(z,y) e IxR[0<y < fla)],
wobei I C R ein Intervall, f : I — R stetig, f > 0.

Aufgabe 15 (4 Punkte). Sei 41 ein vollstdndiges Daniell-Integral, A, die von 1 erzeugte
o-Algebra und p € L1 (). Zeigen Sie:

fp: Ay — R AH/pduzzu(p-lA)
A

ist ein Maf.

Aufgabe 16 (3+3 Punkte, Beispiel einer nicht-Lebesgue-messbaren Menge). Sei A :
Ay — [0, o0] das Lebesgue-MaB auf R.

a) (*) Zeigen Sie, dass A translations-invariant ist, d.h. fir A € A, = € R ist
r+Ac Ay und Mz + A) = A(A).

b) Sei auf [0,1] die Aquivalenzrelation z ~ y <=  —y € Q gegeben und F C [0, 1]
ein Repréasentantensystem, d.h.

r#yaus F=—=x—-—y<Q

und
Vael0,l]] 3z e F:x—acQ.

Sei [-1,1] N Q = {ro,r1,79,...}, E, = r, + E. Zeigen Sie: {En ‘ n € N} ist

paarweise disjunkt und [0,1] C |J FE, C [—1, 2], und folgern Sie, dass E ¢ A,.
n=0
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Ubungen zur Analysis III
— Blatt 5 -
Abgabe Montag, 1.12.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 13 (4 Punkte) von Blatt 4 ist erst hier abzugeben. Es sei f € L£1([0,1], \). Zeigen
Sie, dass fiir alle k£ € N die Funktion

fe:0,1] = R: 2w 2" f()

A-integrierbar ist und dass der Grenzwert

k—o0

1

lim / fr(x) de
0

existiert. Geben Sie den Grenzwert an.

Aufgabe 17 (2 Punkte). Sei f € L'(\). Zeigen Sie:
F:R—-R, z+ /f(t)dt

ist definiert und stetig.

Aufgabe 18 (miindlich). Sei f: R — R. Beweisen oder widerlegen Sie die sechs Impli-
kationen zwischen den folgenden drei Aussagen:

a) f ist A-fast iiberall stetig.
b) Es gibt eine stetige Funktion g : R — R mit f = ¢g A-fast tiberall.

c) Es gibt eine \-Nullmenge N C R, so dass f|g\n stetig ist.
Aufgabe 19 (3-243 Punkte). Sei fiir £ € N*

1 Ly
Ck :U{[O,g]—FZI%
=

und C := () C}, das Cantor’sche Diskontinuum. Zeigen Sie:
k>1

ajG{O,Q}ijl,...,k}

a) C ist eine kompakte Lebesgue-Nullmenge.
b) Es gilt

C’D{i%é[o,l]

=1

a; € {0,2} VjEN*}.

c¢) C' ist tiberabzihlbar. (Konstruieren Sie mit b) eine surjektive Abbildung auf [0, 1].)

d) (%) In b) gilt sogar Gleichheit.
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Abgabe Montag, 8.12.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 20 (miindlich). Sei p ein vollstdndiges Daniell-Integral. Zeigen Sie:

a) Ist F': C — C stetigund h: X — C p-messbar, so ist auch F' o h p-messbar.
b) Seien f,g: X - R; g€ L%u), so gilt:

feLli(p) < (expoig)-feLll(n).

Aufgabe 21 (4 Punkte). Sei p ein vollstdandiges Daniell-Integral,
N = {f:X—>K‘f:O ,u—f.l'i.}.
Zeigen Sie:
a) N ist Untervektorraum von £(p).

b) L*(p) :== LYw)/N > f+ N — [ fdu ist wohldefiniert und
LY(u) > f+N — [|fldn ist eine Norm auf L'(y).

Aufgabe 22 (4 Punkte). Seien f,g:[0,00[ — R,

t

L o
ft) = (/e‘xzdxy, g(t) :/22(—_:11) dx .

0 0

Zeigen Sie:
a) f'(t) +¢'(t) = 0 fiir alle £ > 0 und folgern Sie f(t) + g(t) = 7.

b) [e " dx = \/TE
0

Aufgabe 23 (3 Punkte). Sei f: R? — R definiert durch

1 0<z<y<az+1

flz,y) =< =1 ,0<z, z4+1<y<ax+2
0 ,sonst
Zeigen Sie:
([ flo,y)da)dy # | (] fla,y)dy)de.
[fremans [(]

Was folgt daraus fiir f ?
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Ubungen zur Analysis III

— Blatt 7 -
Abgabe Montag, 15.12.2003, vor der Vorlesung

Aufgabe 24 (5 Punkte). Zeigen Sie:

R R 00
. sinx ) . _ ™
lim dr = lim ( sinx - e xydy) de = —.
R—o0 xT R—o0 2
0 0 0

(Hinweis: Tonelli/Fubini und partielle Integration.)

Aufgabe 25 (miindlich). Zeigen Sie, dass

Fﬁyﬁcywﬁ/em@%wﬂwx
RTL

definiert ist und berechnen Sie F'.

Aufgabe 26 (3 Punkte). Seia >0, b> 0 und

2 2
yﬂh%+%§@.

E = {(q:,y) e R?

a) Begriinden Sie, dass E Lebesgue-messbar ist und berechnen Sie mit Fubini A\*(E).
b) Stellen Sie E in der Form
{(Jc,y) e R? | x€el, Ogygf(x)}
dar und berechnen Sie [ f(z)dz.
T

Aufgabe 27 (3+1 Punkte).

a) Sei p: R — [0, 00 stetig, p* € L1 (N),
R, :={(z,y,2) eR* | 2 + > < p*(2)}.
Zeigen Sie: 1z, € L£'(A\?) und
N(R) = / 2 (2)dz .
R
b) Berechnen Sie mit a) das Volumen \?(K) des Kegels

K:{(x,y,z)ERg“nggh, x2+y2§z2}.

(%) ¢) Zeigen Sie, dass sich in a) die Voraussetzung “p stetig” durch “p Lebesgue-messbar”
ersetzen lasst.

b/w



Aufgabe 28 (x). Ein kleiner Beitrag fiir den Nikolausstiefel, zum alsbaldigen Verbrauch
bestimmt (bevor er Sparmafinahmen zum Opfer fillt).

Die seit Jahren bewéhrte Marzipankartoffel

2 2
x—+%§1—22}

M ;:{ R
($,y72> e 16

(mit dem Achsenverhéltnis der Grundellipse im goldenen Schnitt!) muss sich in diesem
Jahr der neuen, mit groBem Webeaufwand eingefiihrten

Msuper = {(l‘;y; Z) € R? ‘ 352,92 <3, z < (3 - 1'2)(3 - yQ)}

erwehren, die auch noch 3% billiger angeboten wird. Wie sind die Marktchancen beim
miindigen Marzipankonsumenten?
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Ubungen zur Analysis III
— Blatt 8 -
Abgabe Montag, 12.1.2004, vor der Vorlesung

Aufgabe 28 (3 Punkte). Einem betriigerischen Nikolaus-
Fabrikanten, der Nikolduse mit kegelférmigem Schokola-
denrumpf

2
KNik:: {(m)y’z)ER:}) OSZSL x2+y2§(1—%) }

und Pappkopf anfertigt, ist es nach langjdhriger For-
schungsarbeit gelungen, die Herstellungskosten durch Bei-
mengung von Mehl zur Schokolade erheblich zu verringern.
Das Geniale an der Erfindung ist, dass der Mehlanteil m

nach auflen hin exponentiell abfallt,

m: KNik - Rv (J:?y: Z) — €xp (-(1’2 + y2>1/2>’

so dass der Anblick der Nikolduse unveréindert ungetriibte Gaumenfreude verheifit. Man
berechne die Minderung der realen Gaumenfreude, d.h. die Volumenprozent Mehl in Ky,
also

100- [ md\® /)\3(KNik).

Knix

Aufgabe 29 (miindlich). Sei f € LO(A\""™). Zeigen Sie
f(z,) € L°(™) A\"'-fast-iiberall.

(Hinweis: f ldsst sich durch £!'-Funktionen approximieren.)

Aufgabe 30 (4 Punkte). Sei A eine reelle symmetrische und positiv definite nxn-Matrix.
Berechnen Sie:

a) / e~ A2 dy.

R"
b) das Volumen des Ellipsoides
E:={zeR"| (Az,z) <1}.
Hinweis: A = C* DC mit C* = C~!, D diagonal.

b/w



Aufgabe 31 (5 Punkte). Sei A € Ry» beschrinkt mit A"(A) > 0 und fir j=1,...,n

- ()\"(A))l/xj d(z1, . o).

A

Dann heifit s4 := (s1,...,s,) der Schwerpunkt von A.

a) Zeigen Sie: s “kommutiert” mit affinen Isomorphismen, das heifit, fiir alle ¢ = a+T
mit a € R", T € GL (n,R) gilt

Sp4) = O(54) -

b) Fiir a > 1 sei
H, = {(7’ sinf, —r cos®) | 0<r<a-+cosb; 0§0§27T}.

Zeigen Sie, dass H, € R,2, und berechnen Sie den Schwerpunkt sy .
Skizzieren Sie H, und die Lage von sy, .

Frohe Weihnachten
und guten Rutsch
ins neue Jahr.
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Ubungen zur Analysis III
— Blatt 9 -
Abgabe Montag, 19.1.2004, vor der Vorlesung

Aufgabe 32 (3 Punkte). Sei f € L}(\"), x € C.(R™). Zeigen Sie:

a) Die Faltung
foxi B =K oo [ fa—y) xw)dy
Rn

ist definiert und f *y = x * f.

b) f x y ist stetig.

Aufgabe 33 (6 Punkte). Sei f € C(R"), x € C.(R") mit [ x(z)dz =1 und fiir
Rn

k € N* sei
k() = k" - x(kx) VaoeR".

Zeigen Sie:

a) xx € Ce(R") und [ xx(z)de =1

Rn

b) fxe(e) = f(@) = [ (fl@ = Ly) = f(2) x(y) dy fiwr alle 2 € R, & >0

]Rn

¢) f*xr — f gleichméBig auf jeder kompakten Menge K C R™

Bemerkung. Fir f € C(R") und y € C.(R") ist die Faltung immer noch wohldefiniert
und gelten die Aussagen aus Aufgabe 32.

Aufgabe 34 (3 Punkte). Mit der Bezeichnung in Aufg. 33) sei zusitzlich y € CH(R™).
Zeigen Sie:

f * xx ist partiell differenzierbar und
([ *xx) = f*0; X -
Ist f*x, € CHR™) ?

Aufgabe 35 (miindlich). Geben Sie ein Beispiel fiir eine Funktion y € C!(R") mit
[ x(z)dx = 1 an (man kann z.B. x rotationssymmetrisch wihlen). Skizzieren Sie fiir
Rn

n = 1 die Funktionen yy fir £ =1 und k = 2.
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Ubungen zur Analysis III
— Blatt 10 —
Abgabe Montag, 26.1.2004, vor der Vorlesung
Aufgabe 36 (4 Punkte). Seip e [1,00[, f € LP(R™, A\"). Zeigen Sie: Die Translation
T:R"— LP(R",\"), y— f(-—y)
ist definiert und stetig.

Hinweis: Die £P-Funktion f lasst sich durch C.-Funktionen approximieren.

Aufgabe 37 (4 Punkte). Beweisen Sie die Formeln
VEh-T DFL
k2 k4
k=1
Hinweis: Parseval-Gleichung mit f(x) = z und f(z) = (z — 1)2.

Aufgabe 38 (4 Punkte). Sei f € C([0,1]) mit f(0) = f(1) und flf(x) dr =
0

Zeigen Sie mit der Parseval-Gleichung
) 1712 < o 1)
a 2 = o 2,
1
) Ifllz= 5 llfllz <= f € Span(er,e-1).
Aufgabe 39 (miindlich). Sei (¢;) € ¢1(Z). Zeigen Sie: Die trigonometrische Reihe Y ¢y ey,

keZ
konvergiert gleichméBig gegen ein f : [0, 1] — K und ¢ ist der k-te Fourierkoeffizient von

f fiir alle k € Z.
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Ubungen zur Analysis III
— Blatt 11 —
Abgabe Montag, 2.2.2004, vor der Vorlesung

Aufgabe 40 (3 Punkte). Sei f = 1jg oo und F':= ffd)\. Zeigen Sie:
0

Fe L, (R) und 9(np)=n;.

Aufgabe 41 (4 Punkte). Seien f,g € L} (R), [a,b] C R,

loc
F::/fd/\, G::/gd)\ und A :={(z,y) € [a,0)* |a <y <z}

Zeigen Sie:

a) (f®g)-1a € LY[a, b, \)

b
b) /F-gd)\Jr/f-Gd/\:F-G]Z

a

Aufgabe 42 (miindlich). Sei (1) eine Folge in D*(R"™) mit 1, — n in D*, d.h.
m(p) — n(ep) fiir alle p € D.
Zeigen Sie, dass fiir j € {1,...,n} gilt:
Ojne — 051
und verallgemeinern Sie diese Aussage fiir 0% n,, « € N".

Aufgabe 43 (4 Punkte). Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f, wobei

a) f(x):=exp(—|z|) fur alle z € R.

[ exp(—x) fir >0
b) /() '_{O fir z <0

)

¢) f(z) := exp (—2?) sin(az?) fiir alle x € R, wobei a > 0 ist.
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Abgabe Montag, 9.2.2004, vor der Vorlesung

Aufgabe 44 (2 Punkte). Berechnen Sie das Integral

e}

[ (Y

0

Aufgabe 45 (543 Punkte). Sei f € L}(R,)).

a) Zeigen Sie 1

/i |z —j)lde < /!f(x)]dx

j=—N
und folgern Sie
G(z) =) _|f(z — j)| konvergiert £.it. auf [0,1] und G € £([0,1], 1),
jEZ
also gilt dies auch fir F(z) := > f(x — j).
jEz

1
b) Zeigen Sie fiir den k-ten Fourierkoeffizienten ¢, = [ e ?"**F(z) dz von F
0

Cr = f (k).
c) (%) Ist f € CYR), so gilt die Poisson-Formel

S Fk) =D fk).

keZ keZ

Aufgabe 46 (3 Punkte). Sei M C R", a € M, U € R™ offen und ¢ : U — R" aus C*
mit

(+) Y(U)C M, ¥(y)=a und Rang dY(y)=m.

a) Zeigen Sie: Es existiert eine offene Umgebung U von ¥, so dass ¢(U) =: M(C M)
eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit ist, und 9|5 ist eine lokale Parame-
trisierung von M.

OY1(y)
Hinweis: Betrachten Sie zunéchst den Fall, dass Rang : =m ist und

M (y)

setzen Sie
U:UXxR"™™ = R", (u,u)— (u)+ (0,u).

b/w



b) (miindlich)
Zeigen Sie durch ein Beispiel: Existiert zu jedem a € M ein 9, das (+) erfiillt, so
folgt nicht, dass M eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 47 (4 Punkte). Sei K := {(z,y,2) € R® | 22 +y? =22, 2z €]0,1[}.

a) Zeigen Sie, dass K eine C*-Hyperfliche des R? ist und skizzieren Sie K.
b) Berechnen Sie die Oberfliche o(K).

¢) (%) Geben Sie eine geometrische Interpretation des Resultats.
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Ubungen zur Analysis III
— Blatt 13 —
Abgabe Montag, 16.2.2004, vor der Vorlesung

Aufgabe 48 (miindlich). Sei M eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des R™.
Beweisen Sie den Satz von Lebesgue auf M: Ist

(fe) C LY(M,0) mit fr— f: M —K

und
’fk|§g€£}t,-<M7U) Vka

lim Al fodo = Al fdo.

Aufgabe 49 (4 Punkte). Berechnen Sie die Oberfliche des Torus

T::{(x,y, €R3’ (V22 4+ 9% — R)? },

wobel 0 < r < R ist.

so ist f € LY(M,0) und

Aufgabe 50 (3 Punkte). Sei M eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des R™
und S : R" — R" ein Isomorphismus. Zeigen Sie:

a) S(M) ist ebenfalls m-dimensionale C'!'-Untermannigfaltigkeit des R™.

b) Ist S orthogonal, so ist o(M) = o(S(M)), falls 1), € L} (M, o).

Aufgabe 51 (4 Punkte). Sei

2
A::{ GR3’ —<1}
(z,y,2) 4+y+9

und
F:R - R (z,y,2)— (32%2,y* — 22,2°).

/<F,v> do ,

0A

Berechnen Sie

wobel v : A — R"™ das duflere Einheitsnormalenvektorfeld ist.



