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Aufgabe 13 (5 Punkte). Sei r > 1 und ϕ die logarithmische Spirale

ϕ : R → R2 , t 7→
(

rt cos 2πt
rt sin 2πt

)
.

a) Zeigen Sie, dass für die Bogenlänge gilt:

L(ϕ|[a,b]) =
c

ln r
(rb − ra) ∀ [a, b] ⊂ R , c = (ln2 r + 4π2)

1
2 .

b) Existiert lim
a→−∞

L(ϕ|[a,b]) ?

c) Zeigen Sie, dass ϕ nach der Bogenlänge parametrisierbar ist, und geben Sie eine

Parametrisierung nach der Bogenlänge an.

Aufgabe 14 (5 Punkte). Ein Punkt auf dem Rand eines Kreises mit Radius 1, der auf

der x-Achse abrollt, beschreibt eine Zykloide.

a) Begründen Sie an Hand der Skizze die Kurvenglei-

chung der Zykloide

ϕ : R → R2, t 7→
(

t− sin t
1− cos t

)
.
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t 

t

b) Skizzieren Sie ϕ([0, 4π]), insbesondere das Verhalten bei 0, 2π und 4π.

(Aus den Potenzreihen für sin und cos folgt, dass ϕ(t) bei Null in erster Näherung

durch

(
t3/3!
t2/2!

)
gegeben ist.)

c) Berechnen Sie die Bogenlänge von ϕ auf [0, 2π]. (Hinweis: Zeigen Sie zum Beispiel

per komplexer Darstellung von sin und cos die Gleichung 2 sin2x = cos(2x)− 1.)

Aufgabe 15 (mündlich). Zeigen Sie: In je zwei Interpolationspunkten Q0, Q3 ∈ R2 und

einem beliebigen Punkt P ∈ R2 gibt es eine Bezier-Kurve ϕ mit ϕ(t) = P für ein t ∈ [0, 1].

(Man kann sogar stets t = 1
2

wählen und eine der beiden Richtungen vorgeben, etwa Q1.)

Aufgabe 16 (3 Punkte). Sei A ∈ R2×2 eine reelle (2, 2)-Matrix, b ∈ R2 und

S : R2 → R2 , x 7→ Ax + b .

Ferner seien Q0, Q1, Q2, Q3 ∈ R2 gegeben, ϕ sei die Bezier-Kurve zu Q0, . . . , Q3, ϕS sei

die Bezier-Kurve zu S(Q0), . . . , S(Q3). Zeigen Sie:

ϕS(t) = S(ϕ(t)) ∀ t ∈ [0, 1] .


