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Aufgabe 5 (4 Punkte). Sei p eine Halbnorm auf E und N :=
{
x ∈ E

∣∣ p(x) = 0
}
.

Zeigen Sie:

a) N ist ein Untervektorraum von E und auf E/N ist durch

‖ � ‖p : E/N → R+, x + N 7→ p(x)

eine Norm definiert.

b) Ist (E, p) vollständig, d.h. zu jeder p-Cauchy-Folge (xj) ⊂ E existiert ein x∗ ∈ E

mit p(xj − x∗) → 0, so ist (E/N , ‖ � ‖p) ein Banachraum.

Aufgabe 6 (4 Punkte). Geben Sie für die folgenden Banachräume E jeweils eine Folge

(xj) in der Einheitskugel B1 =
{
x ∈ E

∣∣ ‖ � ‖x ≤ 1
}

an, die keine konvergente Teilfolge

hat:

a) `p(Z), 1 ≤ p ≤ ∞, b) Lp(R, λ), 1 ≤ p ≤ ∞, c) (C([0, 1]), ‖ � ‖∞).

Aufgabe 7 (mündlich). Für einen K-Vektorraum E sei E∗ = Hom(E, K) der algebraische

Dualraum. Zeigen Sie für η ∈ E∗:

a) Für jedes x ∈ E mit η(x) 6= 0 ist

E = Kern η ⊕ Kx .

b) Ist E normiert, so gilt

η ∈ E ′ ⇐⇒ Kern η ⊂ E abgeschlossen.

Aufgabe 8 (4 Punkte). Sei H = Cc(]0, 1[) und

H ×H 3 (f, g) 7−→
1∫

0

f(t) g(t) dt =: 〈f | g〉.

Zeigen Sie:

a) H ist mit dieser Abbildung ein Prä-Hilbertraum, H ist unvollständig.

b) Folgende Menge M ist abgeschlossene Hyperebene in H mit M⊥ = {0}:

M =
{

f ∈ H
∣∣∣ ∫ 1

0

f(t) dt = 0
}

.


