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0 Einleitung

Im Rahmen der geometrischen Analysis bégtht sich diese Arbeit mit dem
Raum der holomorphen Schnitite einem unendlich-dimensionalddeterminan-
tenbiindelUm diesediber eineiGrassmann-Mannigfaltigketon Unteraumen ei-

nes gegebenen unendlich-dimensionalen linearen Raumes konstruier@mzam k
missen diese Untérume noch eine verallgemeinerte Determinantenkonstruktion
zulassen. Diese Bedingunghirt auf die sogenannterestringiertenGrassmann-
Mannigfaltigkeiten, wie sie etwa von Segal und Wilson in [10] oder Mickelsson in
[5] behandelt werden.

Die Motivation tihrt von der mathematischen Physik her, insbesondere der String-
Theorie, wo verstrkt die unendlich-dimensionale Situation auftritt in den Schlei-
fengruppen, die eng mit den physikalischen Strings und ihrer Reparametrisierungs-
gruppe zusammerimgen. Zudemésst sich nach Pressley und Segal [7] der Raum
der holomorphen Schnitte identifizieren mit dem Fockraum, und zwar sowohl dem
fermionischen, eingiul3eren Algebra, als auch dem bosonischen, also einer Summe
Symmetrischer Algebren.

Die Untersuchung gewinnt aber aufgrund ihrer Komp#bexitnd in gewissem Sin-

ne Universaliéit — die Grassmannsche ist giklassischer* Symmetrischer Raum
und das Determinanteithdel das,Kanonische Bindel einer Mannigfaltigkeit —
schnell ein eigenes mathematisches Interesse, auch in ihrem Umfeld. So ist genau-
er der Fockraum nur eine dichte Untermenge der holomorphen Schiittagich

die L2-Schnitte beiglich eines MaRes, das Pickrell [6] auf der Grassmannschen
als ein Zylindermal3 durch ein projektives Verfahren konstruiert. Bei der Verallge-
meinerung auf physikalisch relevante Raum-Zeit-Dimensionen werden auf3erdem
neue Determinanten-Konstruktionen B#gt, wie sie etwa von Cartier untersucht
werden [1]. Des Weiteren ist der Raum der holomorphen Schnitte im dualen De-
terminantenbindel die fundamentale Darstellung einér die Theorie der Schlei-
fengruppenuberaus bedeutenden Gruppenerweiterung der restringierten Gruppe
GL,(H) invertierbarer Operatoren eines Hilbertraumes. Diese steht in engem Zu-
sammenhang mit der restringierteliibert-Schmidt-Grassmannsch&r,(H): Sie
uberlagert diese als ein Gruppémiglel durch transitive Operation. Der Stabilisator

K dieser Aktion ist nicht trivial und man ealt einehomogendBeschreibung der
Grassmannschen als den Gruppenquotienten

Grz(H) = GLz(H)/K
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Diese Darstellung isiir die Untersuchungul3erst iitzlich, da erstens die Mannig-
faltigkeit jetzt bis aufAquivalenz beiaglich K beinahe eine Gruppenstruktur besitzt
und sie zweitens eine Gruppenaktioadt, die es eriglicht, lokale Situationen
einfach zu translatieren. So ist @afberhaupt nur eine lineare Untersuchurigion
namlich in den Karten.

Der Grof3teil der vorliegenden Arbeit ist daher auch der homogenen Beschrei-
bung aller auftretendend@®me gewidmet, das heildt ihrer Darstellung als Quoti-
ent aus einer Liegruppe. So kann auch das Determinaimeleb als Assoziier-

tes Geraderindel zu dem Gruppeiiindel beschrieben werden, unter dem die
Grassmann-Mannigfaltigkeit homogen ist. In dieser Fokinrien dann die holo-
morphen Schnitte besonders einfach beschrieben werden. Im Aufbau der Arbeit ist
jedem dieser Objekte ein eigenes Kapitel gewidmet.

Im ersten Kapitel wird die Theorie der Hauptfas@mdel und ihrer Assoziierten
Bundel ausgéifhrt, soweit sie tir die Untersuchung relevant ist. In verschiedenen
Abschnitten werden genau die Strukturen behandelt, die die Obje#tersauf-
weisen: Allgemeine Hauptfaserbdel sowie solche mit eigener Gruppenstruktur,
Assoziierte Bindel und schlief3lich holomorphe Schnitte.

Damit ist das zweite Kapitel bereits festgelegt auf die Beschreibung der Grassmann-
Mannigfaltigkeiten. Wie schon in diesem Plural anklingt, werden SclinitSthritt
verschiedene Grassmannsche beschrieben mit dem Ziel der Hilbert-Schmidt-Res-
tringierten. Sie besitzt ein Determinant@midel, welches eng zusammanigt mit

der Fredholm-Determinantéif Operatoren, deren Abweichung von der Idéxtit

nur Spurklasse ist. Die Hilbert-Schmidt-Grassmannsche teilt aber viele Eigenschaf-
ten mit allgemeiner beschreibbaren Versionen, welche in physikalischen Theorien,
die nicht mehr nutoy modekein sollen, auch wirklich béigt werden [5, Kapitel

6]. Die Strategie wird sein, dglichst wenig spezielle Eigenschaften zu verwenden,
wodurch viele Argumentationdibersichtlicher werden als in der Literatuiiridie
Hilbert-Schmidt-Grassmannsche konstruieren wir dann eine transitive Gruppenak-
tion, die,determinanteréhig” ist.

Das zugebrige Determinanterimdel soll dann im dritten Kapitel konstruiert wer-
den. Hier wird die Struktur der Untersuchung bestimmt von der Rechtfertigung ei-
ner abstrakten Definition des Determinantémdels, bei der mit dem Det-Konstrukt
als oberstéulRere Potenz der Fasern der geometrische Aspekt in derariggeh
Aktion der Strukturgruppe verschwindet. Dies hat aber zwei Vorteile: Zum einen



eine sehr einfache Beschreibung daémels und zum anderen dieddlichkeit,

sich auf die Fredholm-Determinante als schon existedgihg des Problems un-
endlicher Dimensionen zuckzuziehen. Wir umgehen dadurch die Frage, was ein
Produkt unendlich vieler Vektoredy A {1 A ... sein soll oder im Fall des dualen
Biindels ein unendliches Analogon zu deRormen. Genau diese Frage stellt sich

im Rahmen der String-Theorie im Zusammenhang mit der Reparametrisierung der
Strings [12]. Eine Antwortiiihrt dort auf die sogenannkelb-unendliche Kohomo-
logievon Feigin, ausgéihrt etwa bei Frenkel, Garland und Zuckerman [2], eine an-
dere auf die Schnitte des unendlich-dimensionalen dualen Determinantksib.

Als Leitfaden durch das Kapitel kann das Verfahren dienen, neauel® durch
lineare Konstruktionen auf den Fasern schon vorhandeied® zu gewinnen.
Schlief3lich stellen wir den Bezug dieses Prinzips zu der homogenen Beschreibung
her.

Im vierten Kapitel nutzen wir die homogene Beschreibung @enRe fir eineexpli-
ziteKonstruktion der in [7] nur abstrakt durch einen induktiven Limes angegebenen
dichten Einbettung des Fockraums in die holomorphen Schnitte. Dieser Isomorphis-
mus ist das zentrale Ergebnis der Arbeit und seine Darstellung wird den ersten Teil
des Kapitels einnehmen. Der zweite ist der lokalen Darstellung der beschriebenen
Schnitte gewidmet und ihre Berechnungimdet in einer kurzen, aber gagend
reichhaltigen Formel, um von ihr interessante Ergebnigsarischlie3ende Unter-
suchungen des Fockraums wie der Schnitte selbst zdferho

Schlief3lich soll im éinften Kapitel ein Ausblick auf Anwendungen dieser Resultate
gegeben werden.

Eine Aufgabe dieser Arbeit war, die in der Literatur oft nur formalen Beschreibun-
gen und Argumentationen exakt auszuarbeiten. Diesem Zweck diente vor allem die
Darstellung der homogenen Struktur, auf die in jeder Situation detailliert eingegan-
gen wird. Im Gegensatz zu den Zmgen in anderen Arbeiten wurde dabei trotz
hoherem Aufwand konsequent das Ziel verfolgt, eine homogene Version zu fin-
den, die auch noch eine Gruppenstruktagtr Dies kommt schon der vorliegenden
Untersuchung an verschiedenen Stellen zugute dRepem Mal3 kann aber die ein-
fache Handhabbarkeit von Gruppen vor allem dazu beitragen, die Ergebnisse dieses
Gebietes veiigbar zu machenif angrenzende odéberlappende Forschungsge-
biete.
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1 Bundel

Als Zugang zur homogenen Theorie von Mannigfaltigkeiten utichd®In sollen
in diesem Kapitel abstrakiauptfaserbiindelind ihre Assoziierten Bundadisku-
tiert werden. Diese Darstellungsweise voim8eln stellt interessante Mittalif die
Untersuchung voschnitterzur Verfigung, welche im letzten Abschnitt dieses Ka-
pitels vorgeifihrt werden.

1.1 Grundlagen

Grundsutzlich lasst sich ein Bndel beschreiben durch Angabe d&gsndelraums
zusammen mit eineBindelprojektiorauf eineBasismannigfaltigkeitind lokalen
Trivialisierungen die zugleich seine dierenzierbare Struktur festlegen. Genauso

ist ein Bindel schon im Wesentlichen bestimmt durchldiergangsfunktioneral-

so durch einen Kozykel in d&trukturgruppedes Bindels. Obwohl sie gegenseitig
auseinander hervorgehen, sollen in dieser Arbeit dennoch jeweils beide Strukturen
beschrieben werden, um die vorkommenden Objekte besser zu verstehen und zu-
gleich besser behandeln zarknen.

Die Wiederholung und Rekapitulation der genannten Bisgund Objekte aus der
allgemeinen Bndeltheorielibernimmt der Beweis des folgenden Satzes, der die
alternative Beschreibung einesidels durch einen Kozykel fest.

1.1 Satz. Zu Mannigfaltigkeiten M und F und einem Kozkag) in Aut(F)
bezuiglich einer fenenUberdeckungU,,) von M existiert ein Biindel tiber M mit
Standardfaser F und ddﬂbergangsfunktionerglauf U, N Ug.

Beweis.Als Bindelraum# wollen wir die disjunkte Vereinigung der Mengen
U, x F modulo einequivalenzrelation- definieren, die gegeben ist durch Identi-
fikation der Elementea(, m, &) und 3, m, k%(m)é&):

T:U(UaxF)/~.

Aus den Kozykelrelationen

aufU, n Uz n U, folgen die beiden weiteren Beziehungen

k)™ =k
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und
k=1

Diese sind, wie bloRes Nachrechnen ergibt, in umgekehrter Reihenfolge ver-
antwortlich fir die Eigenschaften Reflexigit, Symmetrie und Transitidt der
Aquivalenzrelation. Daherdanen wir nach dem Satz von Godement [11, Seite
130] den BRindelraum mit der analytischen Quotientenstruktur ausstatternfum
als Mannigfaltigkeit zu erhalten.

Die Biindelprojektiont : ¥ — M sende eind\quivalenzklassed, m, £] aus# auf
den Basispunktin M. Wir definieren dann lokale Trivialisierungen

0o i T HU,) = U, X F, [a, M &] = (M, &).

Diese sind wohldefiniert, da nach Definition dequivalenzrelation die Auswahl
des Indexeg bereits das Elemegtin F festlegt undnvon ihr gar nicht beihrt ist.
Zu ¢, gehort die Umkehrabbildung

Yo Uy X F= 77HU,), (M &) — [, m,&].

Da aulRerdem die-Komponente der Trivialisierung durch einen Automorphismus
auf F beschrieben wird — hier ist das nur die Idedtit, sind die Abbildungen
¢, lokale Trivialisierungen. Wir haben noch zu zeigen, dass der Kozykel dann die
Gleichung

@p 0 (9a) 1M, &) = (M, kg (M)&)
auf U, n Uz x F erfullt, die die zu diesen Trivialisierungen galenden
Ubergangsfunktionen definiert. Die linke Seite der Gleichung ist gegeben durch

ppla, M &]) = pp([B, M KEED) = (M Kgé). O
Zu weiteren Efuterungen der Grundbefife von Bindeln oder Mannigfaltigkeiten
sei hier zum Beispiel auf [4] verwiesen.

In dieser Arbeit werden die Begfié holomorphund analytischsowie manchmal
auchdifferenzierbarsynonym im komplexen Sinn benutzt, da nur solche Situatio-
nen auftreten.

1.2 Hauptfaserhindel

1.2 Definition. Ein Hauptfaserbiindel, auch Gruppenbindel oder K-Biindel, ist ein
Buindel, bei dem die Strukturgruppe K zugleich auch die Standardfaser darstellt.
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Implizit ist gemeint, dass die Aktion der Strukturgrupldeauf der FaseK die
normale Gruppenmultiplikation iK ist.

1.3 Satz. SeiGg eine Mannigfaltigkeit mit einer freien und holomorphen Rechts-
aktion einer Liegruppe K. Dann ist der Quotie@fK wiederum eine Mannigfal-
tigkeit, Uber derg als Hauptfaserbiindel liegt mit der Quotientenprojektioals
Bundelprojektion.

Beweis.Der Quotientg/K lasst sich wie in Satz 1.1 nach dem in diesem Zusam-
menhang zentralen Satz von Godementatzich zu einer Mannigfaltigkeit ma-
chen. Wir haben nun lokale Trivialisierungen zu konstruieren, so dass die dazu
getdrendenUbergangsfunktionen auf einfach durch Linkstranslation operieren,
also bloR3 Multiplikationen irK sind.

Wesentlich @ir die Konstruktion sind lokale Schnitte, die der Sater die Um-
kehrfunktion fir die Submersiomr liefert. Das heil3t, es existiererffene Teil-
mengenU, c G/K, die den Basisraung/K tberdecken, und Abbildungen e
O(U,,n71(U,)) mit der Schnitteigenschaft

moo =idy, . (1.2)

Wir mochten nun lokale Trivialisierungefy, als Inverse der analytischen Abbil-
dungen

o U, x K= 77YU,), (0, K) - o(0)k

definieren. Diese sind injektiv, weil mit(o)k = o(0')k’ schono = n(c(0)k) =
n(o(0)K) = o ist. Dann ist auctk = k’, da die Aktion vonK frei ist. Und ¢,

ist surjektiv: Rir p € 7~1(U,,) schreibt sich die Schnittbedingung (1.1) auch als
o(pK)K = pK. Das heil3t aber, dasgpK)k = pesein mussiir eink € K, also

U, (pK,K) = pist. Damit existieren Umkehrabbildungen zu v, und wir haben

zu zeigen, dass diese auch analytisch sind. Das ist der Fall,yyegine Submersi-
on, also das DferentialT ¥, surjektiv ist. Denn eine Abbildung ist genau dann
analytisch, wenn die Verkettung mit einer Submersion analytisch ist. In diesem Fall
liefert die Verkettungp, o . die Identitit. Wir haben also das Tangentialy@nzu
berechnen und zerlegen dazu den Tangentialraum am Priddui in das Produkt
der Tangentialtume arlJ,, undK.

Allgemein induzierenir MannigfaltigkeitenM und N mit Basispunkterm bezie-
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hungsweisa die Einbettungjy und Projektionpy,

jm: M—> MXxN,p+ (p,n),
Pv i MxN—- M, (p,q) — p,

und analogjy und py Abbildungen auf den Keimenamlich

v Omn(M X N) = On(M), hmpy = (h o j)m,
Pi : Om(M) = Omny(M X N), fm = (f © pm)(mn)-

Die Zuordnung {* ist funktoriell, und wir haben folgende

1.4 Proposition. Ein natirlicher Isomorphismus
Tmn(MxN) =TyM x T,N
wird gegeben durch die Identifizierung
Z— (Zopy.Zopy)

mit der Umkehrung
(X.Y) = Xoju+Yo .

Beweis. Seii := jyo pum+ jno pn. Dannisti(p, @) = (p,n)+(m,q) = (p, ) +(m n),
alsoi = idyxn +(m, n), so dass* nur die Identi&it aufOm (M x N) plus Evaluation
in (m, n) ist. Diese verschwindet aber unter jedem Veldobaher gilt

Zopyoju+Zopyojn=20i"=2
Andererseits ergibt sich bei umgekehrter Anwendung in der ersten Komponente
Xoju+Yoj)opy=Xo(puoju) +Yo(pmojn) =X+0=X

da py o ju die Identitat auf M ist und der zweite Summanph, o jy wie oben
als konstanm unterY verschwindet. Analog ergibt hier die zweite Komponente
0+ Y =Y, womit tat@chlich die beiden Zuweisungen invers zueinander sindl

Diese naitrliche Zerlegung in ein Produkt von Tangentialmen ergibt in unserem
Fall anU, x K fur den zuerst noch speziellen Basispurke] mit dem neutralen
Elemente € K

Toe(Us X K) = ToU, X TeK.
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Unter dieser Identifizierung wirkt das Tangential van angewandt auf einen Vek-
tor (X, Y), auf einem Keinh, als

((T(O,e)'vbO') (é))(htr(o)) = ((T(O,e)l//(r)(x o jikJ(, +Yo jr())(h(T(O))

= X(h ) wo_ ) jU(,-)O + Y(h o w(r © jK)e
= X(ho )0 + Y(ho o(0))e

= ((Too)(X) + (Ter (0))(Y))(ho (o)),

wobei hierg(0) als Multiplikatork — o(0)k unter der Rechtsaktion vak auf G
aufgefasst werden soll. Das heiBf, o, = (Too, Teo(0)) ist offensichtlich links-
invers zu

( To7 )

(TeO'(O))_l(l - (Too')(Ta'(o)ﬂ))

und damit surjektiv. Br beliebigek € K enstehfl ¥, ausT g, €infach durch
Adjunktion und ist daher auch surjektiv. Genaueriist = k o i, o k™1, wobei
mit k und k! die Rechtsaktion auf den jeweiligeraBmen gemeint ist — beides
Isomorphismen. Also ist mif, ¥, auch

Tow?e = (ToK) (Toa¥e) Tk ™)
surjektiv.

Aus der bisherigen Konstruktion ergeben sich folgende Resultate, die wegen ihrer
Bedeutung festgehalten werden sollen, bevor damitliergangsfunktionen be-
rechnet werdendnnen. Dies zeigt dann, dass sie nur LinksmultiplikationeK in
sind, was den Beweis des Satzes vervalisigt. H

1.5 Proposition. Die lokalen Trivialisierungen des BundegsiiberG/K sind gege-
ben durch
¢r = (1, k) 7 HUs) = Uy X K,
wobei fur k- die Beziehung
k-(PK) = k-(p)k (1.2)

zur Rechtsaktion besteht.

Beweis.Da o ein Schnitt ist, muss die erste Komponente ygrdie Projektionrt
sein. Dann isk, eindeutig bestimmt durch die Bedinguag o (7, k) = id. Fir ein
Produktpk heif3t dasy, (m(pK), k,-(pk)) = pk. Es gilt aber aucly, (n(pkK), k,(p)k) =

on(p)k,(p)k = (¥, o (m, k,)(p))k = pk, weshallk,(pk) = k,(p)kist als die eindeu-
tige zweite Komponente vop,. O
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1.6 Proposition. Fur p € 771(U,,) gilt die Zerlegung

p = o (7(pP)k-(p), (1.3)
Darliberhinaus erfullt k die Beziehung

k,oo=¢e (1.4)

Beweis.Die rechte Seite von (1.3) igt, o ¢,(p) = p. Dies angewandt aufn(p)

stattp ergibton(p) = o(n(on(p)))k,(o7(p)) = on(p)k, (o7 (p)), SO dask, oo =€
sein muss, da die Projektiansurjektiv ist. O

1.7 Bemerkung. Da K frei auf G operiert, kann (1.3) auch als definierende Glei-
chung fir k, aufgefasst werden.

1.8 Proposition. Die Ubergangsfunktionerf;‘ke O(U,nNnU,, K), definiert durch die
Bedingungp. o ¥(0, k) = (0, k?(0)k), sind gegeben als

kl =k, o0 (1.5)

Beweis.Direktes Einsetzen der Definitionen ergibt o ¢,(0,K) = ¢.(c(0)k) =
((0(0)K), k:((0)K)) = (7(c7(0)), kr(0(0))K) = (0, ((k: © 0)(0))K), also die Behaup-
tung. O

1.9 Proposition. Es gelten aul3erdem die wichtigen Formeln
k. = k’k, und 7k = o (1.6)

uber U, N U,, wobei die erste zu verstehen ist algf = k% (7(p))k-(p).

Beweis.Wegen (1.2) und der Zerlegung (1.3) kS(pK)k,(p) = k-(c(pK))k,(p) =
k-(o(pK)k,(p)) = k.(p). Mit gleicher Begiindung, hier nur angewandt apf=
o(0), gilt ebensar(o)k? (0) = 7(7(c7(0)))k.(c7(0)) = (0). O

1.10 Bemerkung.Die Kozykelrelationen
Kk =k und k7 = e

fur die Ubergangsfunktionen ergeben sich wieder mit denselben Argumenten durch
Einsetzen derifr sie gefundenen Formel (1.8¥ (0)k(0) = k.(c(0))k,(0(0)) =

k(0 (0)k,(0(0))) = k.(0(0)) = K2(0). Undk? ist bloRBk, o o= = e, wie schon in (1.4)
gefunden.
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Der \ollstandigkeit halber und um die zuvor beschriebenen Strukturen besser zu
verstehen, soll auch der umgekehrte Standpunkt eingenommen werden.

1.11 Satz.Hat man ein Hauptfaserbindél 5 M mit Strukturgruppe K tber ei-
ner Mannigfaltigkeit M und lokalen Trivialisierungefr, k,), die den Ausschnitt
n(U,) tber U, ¢ M mit U, x K identifizieren, so lasst sich auf natirliche Weise
eine freie und holomorphe Rechtsaktion von K @ufefinieren, die in der z(.2)
analogen Beziehung

Ka(PK) = ke (P)K (1.7)

mit den vorgegebenen lokalen Trivialisierungen steht und deren Quotient wieder
M=gG/K

ergibt. Daruiberhinaus gewinnt man lokale Schnittg aus der Zerlegund1.3)
durch Setzen von

oo (PK) = pk,(p) ™, (1.8)

welche dann gerade die lokalen Trivialisierungen und damit die
Ubergangsfunktionen va@ tiber M reproduzieren. Das heif3t

ks, = Ke-

Beweis.Wir beobachten zuerst, dass die Einggtkung vonk, auf eine einzige
Faser einen Isomorphismus darstellt, der eben diese Fas€ridantifiziert. Daher
gibt es zup uberU, genau ein Element derselben Faser, in der guiayt, so dass

ko (PK) = k. (p)k

ist. Damit daraus auch eine globale Definition der Rechtsaktion wird, darf die-
se Bedingung nicht von der Wahl van abrangen. Es ist also zu zeigen, dass
fur g mit n(p) € Uy dieselbe Gleichung difit ist. Und tat@chlich istks(pK) =
kg(n(pk))ka(pk) = kg(n(p))ka(p)k = Kz(p)k. Nach Konstruktion ist dann die Ope-
ration vonK auf G frei. AuBerdem ist die Abbildungp(k) — pk, die die Ak-

tion beschreibt, holomorph,amlich gleichy, o (idy, Xu) o (¢, X idk), wobei u

die Multiplikation in K bezeichnet. Denn setzt map, k) darin ein, ergibt sich

Yo ((id ) (7(P), ka(P). K)) = ta(7(P), ka(P)K) = ta(m(PK), ke(PK)) = Pk

Weil damitK in den Fasern operieri$st siclg /K mit M identifizieren, indem man
pK € G/K abbildet aufr(p) € M. Diese Zuordnung ist surjektiv, dasurjektiv ist,
und injektiv, weilK in jeder Faser sogar transitiv operiert.
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Was die Schnitte befft, ist offensichtlich die Abbildung — pk,(p)~ holomorph
und damit auch der Schnitt,, sofern er nur wohldefiniert ist. Das ist aber der Fall,
da auchpk abgebildet wird aupkk,(pK)™ = pkkk;1(p) = pk.(p)~* geman (1.7).

Zuletzt muss die von den Schnitten, induzierte Abbildungk,, schon mitk,
ubereinstimmen, da Gleichung (1K3), eindeutig bestimmt, nach Konstruktion der
Schnitte (1.8) aber auch vdq selbst erdillt wird. ]

1.12 Bemerkung. Eine repasentantenunaBihgige Form der Schnitte ist zudem
gegeben durch
70(0) = Ky o(8),

wobeik, , = kaLr—l(o) nun den Isomorphismus bezeichnet, der die Fakero € U,
mit K identifiziert. Denn unter Anwendung vdq hierauf genau wie auf die alte

Definition (1.8) erkalt mank,(pk,(p)™t) = k.(p)k.(p)™* = e.

1.3 Hauptfaserkindel mit Gruppenstruktur

Tragt bei einem Hauptfasdihel der Bindelraum selbst noch eine Gruppenstruktur,

ist also der Basisraum homogen unter einer Liegruppe, so lassen sich die Bestand-
teile des Rindels konkreter beschreiben. Ein solches Hauptfaseldd wollen wir
Gruppenbindehennen und diese Bezeichnung auch nurdiese Situation reser-
vieren.

1.13 Satz. Sei K eine Unter-Liegruppe einer Liegruppe G. Dann tragt das
Hauptfaserbindel G5 G/K mit der gewohnlichen Quotientenprojektianals
Bundelprojektion eine zusatzliche Linksaktion von G auf dem Basisrg#muad

die lokalen Trivialisierungergr, k), die 771(U,) mit U, x K identifizieren fur of-
fende Teilmengen Jovon G/K, sind explizit gegeben durch

k-(p) = o(x(p)) " p (1.9)

fur p € 771(U,,). In diesem Fall werden die zugehdrigeibergangsfunktionen ein-
fach durch die Multiplikationen

k7(0) = 7(0) *o(0) (1.10)
fur o € U, N U, ausgedrickt.

1.14 Bemerkung.Die Multiplikation mit o-(z(p))~* 16scht also gewissermaRen den
»Nicht-K-Anteil in p aus.



1.3 Hauptfaserbtindel mit Gruppenstruktur 15

Beweis.Die erste Behauptung ist blof3 eine Umformung der schon bekannten
Gleichung (1.3), die die zaszliche Gruppenstruktur vo® ausnutzt. Und un-
ter Benutzung der allgemeinen Formel (1.6) Ubergangsfunktionen et man

k5(0) = k- (7(0)) = o(n(7(0))) *7(0) = o(0) *7(0). O

Daruber hinaus lassen sich im Fall einer Liegruppen-Struktur auf dénd@&raum
G explizit lokale Schnitte angeben. Wir beginnen mit der Konstruktion unter dem
neutralen Elemerg € G.

1.15 Lemma. Jede Zerlegung der Liealgebra von G,
g=bheot,

in die Liealgebrat von K und einen transversalen Unterraljrinduziert einen
lokalen Schnittr € O(U, n71(U)) auf einer Umgebung U von K eK € G/K, der
in der Liealgebra einfach durch Projektion agfbeschrieben wird. Das heif3t

a(pK) = exp(px(log p)). (1.11)

Auf der linearen Ebene der Liealgebress$t sich amlich nun exakt formulieren,

was zuvor mit den Wortepnicht-K-Anteil* assoziiert werden sollte. Hier hat man

mit dentransversalen Raumegerade einen Bedfj der einem,Komplement* zuiK
entspricht — allerdings nicht eindeutig. Und genauso ist auch kein Schnitt kanonisch.

Beweis.Definiere durch Gleichung (1.11) eine Abbildungatif der inG offenen
Menge exp{ N prgl(V)) fur eine gefigend kleine Umgebung von 0 € g. Wegen
der Projektion aufy faktorisiertc” durchK und induziert daher eine Abbildung
auf dem dfenen TeilU des Quotienten, auf den die obigdJmgebung durchr
projiziert wird. Dann istor- ein Schnitt, weilp = exp((pt, + pr;)(log p)) € o(pK)K
ist und daher auch(o(pK)) = n(p) = pK, alsor o o = idy. Nach Konstruktion ist
¢ und damito- holomorph. O

1.16 Proposition. Hat man einen lokalen Schnittum K e G/K, so bekommt man
einen lokalen Schnitty um gKe G/K durch Adjunktion von g G, hier aufgefasst
als Linksmultiplikation, also kurzy = go oo g™

rHU) —— 7Hgu)

T T
v
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Beweis.Wegen gp)K = g(pK) ist 7(gp) = gr(p), und daher schon o o4(0) =
n(go(g0)) = gro(g o) = o. Also erflllt oy die Schnitteigenschaft. O

1.17 Bemerkung. Explizit ist o74(go) = go(0) fur 0 € U. Dann ist aufr—*(gu) =
gr~1(U) mit p € 7~1(U) auch

koo (9P) = K- (P), (1.12)

dennk, (gp) = o4(gp)'gp = o(p) ‘g 'gp.

1.4 Assoziierte Rindel

Auch wenn tir diese Definition eines Hauptfasérimels bereits klar sein muss,
was uiberhaupt Bndel heif3en soll, so ist doch der Zugditzer Hauptfasefindel

in gewisser Weise allgemeiner. Ein beliebigésiBel, also ein Bndel mit einer an-
deren Faser als der Strukturgrupg@esdt sich amlich leicht anhand eines Hauptfa-
serliindels beschreiben, und zwar Alssoziiertes Bundeu dem Hauptfaseilmdel
der eigenen Strukturgruppé. Das ist genauer dds-Biundel mit derselben Struk-
turgruppe, die zugleich als Standardfaser fungiert.

1.18 Proposition. Seig 5 G/K ein Hauptfaserbiundel mit Gruppe K, welche zu-
gleich von links auf einem Raum F holomorph operigrtabe lokale Trivialisie-
rungeny, = (r,k,) Uber U, und Ubergangsfunktionemkauf den Schnittgebieten
U, NU,. Dannist

GxF=(GxF)/K={[pé=[pkk’¢]:peGkeKeF
zusammen mit der Projektion
et GXF = G/K,[p.€] = 7(p)
und den lokalen Trivialisierungegf, = (n¢, k") € O(xz}(U,), U, X F) mit

K ([P, &]) 1= k()¢ (1.13)

ein Biindel mit Standardfaser F und den gleichiergangsfunktionen wig — das
sogenannte Assoziierte F-Buindelgu

1.19 Bemerkung. Die Ubergangsfunktionen beideriBdel stimmen als Gruppen-
elemente vorK Uberein. Allerdings hat nétlich ihre Wirkung auf dem Bndelraum
G im Allgemeinen nichts mit der auf der Fagerzu tun.
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Beweis. Zunachst istrg wohldefiniert, weilk gerade auf den Fasern vgroperiert
oder besser die Fasern nur die Orbitale KeDperation sind. Und auch die Abbil-
dungenk’ sind wohldefiniert, da auchpk, k=2¢] auf k,(pkk™¢ = k,(p)kkié =
k-(p)¢ nach (1.2) abgebildet wird. Um die Trivialisierungen auch als bijektiv zu
besatigen, hier ihre Umkehrabbildungen:

i - Up X F = 121(Uo), (0,€) + [07(0), €] (1.14)

Diese sind holomorph, da @sundo sind. Tat&chlich ist einerseitg’ o ¢/ (0, ¢) =

¢ ([0(0).€]) = (n(c(0)), kr(c(0))¢) = (0,¢) und andererseitg;. o ¢ ([p.&]) =
(1(p). K (p)€) = [(m(P)), k- (P)é] = [Pk-(P) ™", k- ()] = [p.£]. Die Abbildung

k™ und damit auchy’, selbst ist wegen der Quotientenstruktur holomorph, sprich
wegen der Submersivt der Projektionrg.

Fur die Ubergangsfunktionefik:. gilt k.(p)¢ = kE([p.£]) = FKL(0)KE([p.£]) =
Pk (0)k,(p)é fur alle [p, €] € n*(0), das heitir alle p in der Fasetibero und
alle¢ € F. Fur ein solche9 gilt also die Gleichundk.(p) =" k%.(0)k,(p) und daher
Fk™(0) = k" (0) wie berbtigt. O

1.20 Bemerkung. Bei dieser Konstruktion solK auf F als Morphismengruppe
operieren, etwa linear, falls eine Vektorraumstruktur &gt. Zumindest aber soll

F ,Raum" sein im diferenzierbaren Sinn, also Mannigfaltigkeit, damit das Attribut
»analytisch* sinnvoll bleibt.

1.21 Proposition. Im Fall einer linearen Darstellung von K auf F kann jede Faser
mit einer Vektorraumstruktur versehen werden, so dass das Assoziierte F-Biundel
ein Vektorbundel wird, namlich durch die Verknipfungen

[p.é] +[p. 7] :=[p. & + 1],

(1.15)
A[p. €] = [p, A¢].

Die K-Komponentek,, der Trivialisierungen operiert dann gewissermaf3en linear in
der ,zweiten Komponente* vong, £]. Sinn verleiht dieser Aussage das folgende
Lemma, das zugleich die Definition der linearen Struktur (1.15) der Fasern recht-
fertigt. Der Rest des Beweisesive bloResJberpiifen der Vektorraumaxiome.

1.22 Lemma. Ist [p,£] ein Element vorg>K< F, so lasst sich auch jedes andere
Element derselben Faser in der Fofm ;7] schreiben, und zwar eindeutig.
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Beweis.Gehire etwa [, ¢’] zur selben Faser. Dann ipt = pkfir eink € K und
es gilt [p',&'] = [pk €] = [p, k&']. Setze alsoy = k&’. Dabei istk und damity
eindeutig bestimmt, dK frei auf G operiert. O

1.23 Korollar. Im Fall eines FaserbUndeIsi(CF , Wo G Uber GK selbst Liegruppe
ist mit Untergruppe K, sind die lokalen Trivialisierungefl = (r¢, k") explizit
durch

ke ([P, €]) = o (n(p)) " p¢

gegeben.

1.5 Schnitte in homogenen Bndeln

Im Folgenden sollen noch allgemein Schnitte in einem Assoziieriamd&l und
deren Konstruktionsiglichkeiten beschrieben werden. Der Raum aller (holomor-
phen) Schnittep in einem Faserindel ¥ = Q>K< F Uber einer Mannigfaltigkeit
M = G/K sei kurz mit

O(M.F) = O(G/K. GXF)

bezeichnet, wobei dieiBdelstruktur des Zielraums schon anzeigen soll, dass nicht
einfache Abbildungen, sondern Morphismen, hier Schnitte, gemeint sind, die jeden
Punkt in seine Faser abbilden. Handelt es sich um ein Vekiaidl, so tagt auch

der Schnittraun@(M, F) eine lineare Struktur, die sich wiglich aus punktweisen
Verknipfungen ergibt — nur dass hier in jedem Punkt auch in einem je eigenen
Vektorraum addiert und skalar multipliziert wird. Die Schnitteigenschaft sorgt aber
gerade dafr, dass die punktweise Verlgpfung im selben Raum stattfindet:

(19 + ¢')(0) = A(¢(0)) + ¢'(0).

Wir wollen zuerst eine lokale Beschreibung von Schnitten anhand der lokalen
Trivialisierungen des Bndels geben, aus der man umgekehrt eirigiMhkeiten
erhalt, globale Schnitte zu konstruieren, indem lokal definiertaicke zusam-
mengesetzt werden, die eine gewikzergangsbedingung étfen. Datiberhinaus
offnet die homogene Struktur einen Weg, direkt — quasi von oben kommend — einen
globalen Schnitt zu erzeugen.

1.24 Proposition. Ein Schnitip € O(G/K, g>K<F) eines Assoziierten Bundels@umit
Strukturgruppe K und Faser F kann lokal beschrieben werden durch Abbildungen

do = k('i o¢=pre 0(,0('; o¢peO,,F) (1.16)
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auf gfenen Mengen IJ € G/K, tber denen das Bundel durgf trivial U, x
F ist. ¢ ist genau dann holomorph, wenn firr eingene UberdeckungU,,) der
Mannigfaltigkeit alle Funktioneg, holomorph sind.

1.25 Bemerkung.Der Schnitip wird dabei in dem Sinn durch, beschrieben, dass

das Diagramm
e (Uy)

4

U, xF

Yo

Us

kommutiert. Die untere Abbildung isémlich gerade durchf o ¢ = (id, ¢,,) gege-
ben.

Beweis der PropositionDer Schnitig bildetU,. gerade auf den Ausschnitt(U,,)
des ElJndeIs§>K<F UberU, ab. Also lkonnen wirg" anwenden und erhaltes] o ¢ =
(mog, kyo¢) = (id, ¢,). Und day’ sogar biholomorph ist, folgt auch der Zusatz.]

1.26 Bemerkung.Aus der Definition (1.16) der lokalen Darstellunggnlasst sich
sofort ablesen, dass sie dibergangsrelationen

¢ = K ¢o (1.17)

uberU, n U, erfullen. Es zeigt sich, dass diese Bedingung schorigemm um-
gekehrt die Sicke zusammensetzen zornen.

1.27 Proposition. Filr eine trivialisierendeUberdeckungU,), von M, die von
Schnitteno € O(U,, G) induziert ist, und lokale Abbildungef, € O(U,, F) von
U, in die Standardfaser F des Biindels lasst sich ein globaler SehaitO(M, F)

definieren durchp(0) = [0(0), ¢, (0)], falls dieUbergangsrelationen

¢- = k(rr¢(r

uber U, n U, gelten.

Beweis.Erst einmal istp auf ganzM wohldefiniert, denniir o € U, n U, gilt
[7(0). -(0)] = [7(0).k7(0)¢(0)] = [7(0)k7(0).¢-(0)] = [07(0). #-(0)] nach (1.6).
AulBBerdem istp auch Schnitt, darr(¢(0)) = n(c(0)) = o ist. Und weil Holo-
morphie eine lokale Eigenschatft ist, ist augrholomoroph. In der Tat berech-
nen sich die lokalen Darstellungen venzu ki o ¢(0) = kF([o(0), ¢,(0)]) =
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K, (c7(0))¢,(0) = ¢.,(0), sind also nach Voraussetzung holomorh. Alternatiwist
die Abbildungo ~ (o(0), ¢.,(0)) verkettet mit der Quotientenprojektion und auch
deswegen holomorph. O

Die lokalen Darstellungen liefern also neben einer Beschreibung des Schnittes mit
der letzten Proposition auch eineoilichkeit, globale Schnitte zu konstruieren.
Die Homogeniat der Mannigfaltigkeit stellt déf aber noch ein weiteres Verfahren
bereit.

1.28 Proposition. Jede Funktiorp € O(G, F) induziert einen Schnitt € O(G/K,
Q>K<F), gegeben durch die Formel

¢(pK) = [, 4(P)], (1.18)

wenn nuré die Bedingung
¢(pK) = K*¢(p) (1.19)
fur alle pe G und ke K erfulllt.

Beweis.Die Funktionalgleichung (1.19&6st die Definition vo unablangig von

der Auswahl eines Regasentanten vopK werden. Wir haben nur zu zeigen, dass
der so definierte Schnitt auch holomorph ist. Das ist deshalb der Fall, weil die Ab-
bildung p — (p, ¢(p)) mit ¢ holomorph ist. Wendet man darauf die Quotientenpro-
jektionen an, so edit man eine holomorphe Funktion, die mié 7 Ubereinstimmt.

Die Submersiomr Gibertiagt dann die Holomorphie aut O

Wir wollen den Raum aller Funktionenmit (1.19) alsOx (G, F) bezeichnen. Dann
gilt auch die Umkehrung der obigen Aussage und wir erhalten insgesamt den fol-
genden

1.29 Satz.Auf natirliche Weise ist
O(G/K,GxF) = Ox(G, F), (1.20)

sogar im linearen Sinn, falls die Operation von K auf F linear ist.

Beweis.Der Zusatz ist klar nach Definition der linearen Struktur der Fasern in der
»Zweiten Komponente“. Man beachte, dass dann audls, F) Vektorraum ist.



1.5 Schnitte in homogenen Biindeln 21

Da nach Lemma 1.22 ein Element der Fasagrg € G eindeutig durch digzweite
Komponente* festgelegt wird, definiert Gleichung (1.18) nicht ¢diir vorgege-
benesp, sondern umgekehrt aughzu einem Schnitp. Eine so definierte Funktion
¢ erfullt die Bedingung (1.19), denrpk ¢(pK)] = ¢(pkK) = ¢(pK) = [p,4(p)] =
[pk k~¢(p)]. Und nach dem Ergebnis aus (1.21)dst= (k,) (¢, o ) UberU,
holomorph. Il

Mit dieser homogenen Beschreibung an der Haadnen wir die lokale Version
eines Schnittes noch einmal vereinfachen.

1.30 Proposition. Zwischen den lokalen Darstellungey eines Schnitteg und
ihren zugehdrigen Funktionehbesteht die Beziehung

¢-(PK) = k-(p)¢(p). (1.21)

Beweis.Es gilt,(pK) = k5(#(pK)) = KZ([p. ¢(P)]) = k- (P)#(P)- N
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2 Grassmann-Mannigfaltigkeiten

Als klassische Mannigfaltigkeit sind die Grassmann-Mannigfaltigkeiten in der geo-
metrischen Analysis typisches Beispiel von homogenaarien, also Mannigfal-
tigkeiten M, die eigentlich sogar Liegruppe oder zumindest ein Quotient daraus
sind, etwa

M=G/K

mit einer abgeschlossenen Untergruppe G. Diese Betrachtungsweise erleichtert
die Untersuchung voll wegen der zuszlichen Gruppenstruktur. Dabei @tman
eine solche Darstellung durch eine transitive Operation&anif M. K ist dann die
Stabilisatorgruppe irgendeines Punkte$/in

Hier soll vorgestellt werden, wie sich das Konstrukt der Grassmann-Mannigfaltig-
keit Uber einem Vektorraurd

Gr(V) = {(Wc V)

auf unendlichdimensionale Vekt@umeubertragendsst. Eine erste analytisch re-
levante Konstruktion ergibt siclif allgemeine Banachume, von der dann abenf

die folgende Untersuchung nur Untermannigfaltigkeiten eine Rolle spielen. Diese
erhalt man, wie in den Abschnitten 2.2 und 2.3 beschrieben, durch rein algebrai-
sche Bedingungen, womit man eine Verkleinerung der operierenden Gruppe auf die
orthogonalen und symplektischen Operatoren erreicht, oder auch funktionalanaly-
tisch, wodurch dann in einem gewissen Sinn gleich grof3e Untere ausgeahlt
werden knnen. Von Interesse ist aber eigentlich die Grassmanrigotieeinem
Hilbertraum, deren feinere Struktur jeweils nach der Vorstellung des allgemeinen
Konzepts behandelt wird.

2.1 Die Grassmann-Mannigfaltigkeit eines Banachraums

Sei zuersB ein Banachraum. Ein abgeschlossener UnterrBumB heil3tkomple-
mentar in B falls B = E @ F ist fur einen abgeschlossenen Unterraeim B. F ist
dann einrkomplementzu E.

2.1 Definition. Die Grassmann-Mannigfaltigkeit tber B sei definiert durch

Gr(B) :={Ec B : E komplementar in B
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Wie im endlichdimensionalen Fall sind die Karten, die Bnfit einer diterenzier-
baren Struktur versehemrfE € Gr(B) mit einem KomplemenE gegeben durch
die Einbettung

L(E,F) — Gr(B)

via Graphenabbildung
z— Graph@) = (1+2E = E;, (2.2)

eines besclankten Operatorsauf seinen Grapheg, als Unterraum volEeF = B.
Jeder solche Graph hat ebenfallzum Komplement, ist also tashlich Element
der Grassmannschen. Genaugenommer(&, F) in Gr(B) die Teilmenge aller
UnterraumeW, auf denen die Projektion priangsF auf E ein Isomorphismus

ist. Deren Element&V lassen sich amlich jeweils darstellen als Graph van=

prY o(prY)™t € L(E,F). Dabei bezeichne Wrdie Einschankung von pr auf W

und 1 die Identit, hier aufE. Wegen dieser Notation fehlt oben die Angabe ¥on

als Kern der Projektion. Dieser wird im Kontext aber immer klar sein. Wo das nicht
der Fall ist, wird explizit enahnt, was gemeint ist.

Diese Menge ist sogar unadhgig vonE, da der Graph voa € £L(E, F) mit dem
vonz := zopre —prg € L(E', F) Ubereinstimmt, sofern ni’ auch komplemeiatr
zu F ist. Wir wollen daher die Kartengebiete mit

Ur = GrapH L(E, F)) (2.2)
bezeichnen und die vorangegangebkrerlegungen dazu noch einmal festhalten.
2.2 Proposition. Die Kartengebiete Y in Gr(B) sind gegeben durch

Ur ={E€Gr(B) : B=EaF} (2.3)

und kénnen nach Wahl eines festen Komplementes E zu F auch beschrieben werden
als

Ur = {W e Gr(B) : pry’ Isomorphismus (2.4)

Die eigentlichen Kartenabbildungen als Umkehrungen der Graphenabbildung las-
sen sich damit angeben zu

2z 1 Up = L(E. F), W (W) = pri¥ o(pr) (2.5)
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2.3 Bemerkung. Jedes Kartengebigt: in Gr5(B) ist bereits dicht. Nach der Be-
schreibung (2.4) votur liegen genau diejenigen UntaumeW nicht in Ug, fur
welche der Kern der Projektion, dasWtn F, nicht trivial ist. Diese Bedingung de-
finiert eine echte Untermannigfaltigkeit von B). Ihr KomplementUg ist daher
dicht.

2.4 Bemerkung. Eine Uberdeckung von G¢(B) ergibt sich schonifr die Auswahl
derjenigen Kartengebietér, fur die F Komplement vorE ist.

2.5 Satz. Die Karten L(E,F) fur komplementare Unterraume E und F von
B machenGr(B) zu einer analytischen Mannigfaltigkeit mit sogar rationalen
Ubergangsfunktionen

Z = (c+dz(a+ b2, (2.6)
wenn wir mit
18:(";‘ 3):E@F_>E'@F' 2.7)

die Matrix der Identitat auf B beziglich der beiden Zerlegungen bezeichnen.

Beweis. Trivialerweisetuberdecken diese Karten die ganze Grassmannschér da f
E € Gr(B) nach Definition ein komplemeaitesF existiert unde dann nairlich im
Kartengebiet zu (E, F) selbst liegt, Amlich als Graph der Nullabbildung. Sei nun
W e Gr(B) der Graph von sowold € L(E, F) als auch vorz' € £L(E’,F’). Dann

gilt nach der obigen Vereinbarung (2.7)

& d:)=(eres)

Da aber die Zerlegung vaow in E’- und F’-Anteile eindeutig ist, muse + dz =
Z(a+ b2 sein. Nun ist aber

a b\(1 -
asbz=prt (2 1)(7] = pit ooty

Isomorphismus und daher= (c + d2(a+ b2)~. Also ist der Karteiibergang eine
rationale Funktion auf dddberlappung

Ur NUg = Graph{(ze L(E,F) : a+ bzinvertierbat) (2.8)

der beiden Karten. Da dieser Kartenausschiitroist in £(E, F), wird Gr(B) mit
der durch die Kartengebiete erzeugten Topologie zu einer analytischen Mannigfal-
tigkeit. O



2.1 Die Grassmann-Mannigfaltigkeit eines Banachraums 25

Genaugenommen zu vielen Mannigfaltigkeiten, diémitich auf jeweils
inaquivalenten Basiaumen L(E,F) modelliert sind. Dabei sind die unter-
schiedlichen Typen gerade durch die Zusammenhangskomponenten gegeben, in
die der Raum GEB) mit dieser Topologie ze@llt. Wir wollen die Komponente,

die einen UnterraunE e Gr(B) enttilt, mit GIF(B) bezeichnen. Wie in der
endlichdimensionalen Situation

GrK") = GPK") UGHEK™ U ... U GI'(K"),

mit dim G(K") = k(n — k) wird dabei die,mittlere* Komponente, gekennzeichnet
durch eine,Halbierung“B = E® F mit E = F, als gewissermal3en @ste am
interessantesten sein.

In die bisherigdJbertragung passt sich auch die Operation
GL(B) x Gr(B)— Gr(B), (g,E)+— gE (2.9)

ein, bei der ein Gruppenelemaneinem Unterraunkt seinen BildraungE zuord-
net. Denn miB = E@® F ist auchB = gE & gF.

2.6 Proposition. Bezeichnet man m@&L(B) die Zusammenhangskomponente der
Identitat1 auf B, so operierGL(B) transitiv aufGrE(B).

Beweis. Verbinde E mit gW fir g € GLY(B) undW e Gr5(B) durch einen Weg
zwischenE und W und weiter zwischeW = 1W und gW. Transitiviat ist ein
schwierigeres Problem und wird erst in Abschnitt 218 den konkret beitigten
Fall gezeigt. Il

Dann hat man GE) als homogenen Raum dargesteliymich als Quotient
Grf(B) = GLY(B)/ StabE) (2.10)

aus der operierenden Gruppe &) und der Stabilisator-Untergruppe StBb(=
{g € GLY(B) : gE = E}, die kanonischerweise am Purikte Grf(B) betrachtet
wird. Die ldentifizierung ist dabei einfach gegeben als

gE = gK, (2.11)

wenn mitK die Stabilisatorgruppe bezeichnet wird.
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2.7 Proposition. Fixiert man eine Zerlegung B- E & F, so berechnet sich der
Stabilisator am Punkt E Gr5(B) zu
ab 1
Stab€) = {{; 4] € GLYE&F)), (2.12)

alsoStabE) = GLY(E) x £L(F, E) x GL'(F).

Beweis.Wegen i 2)(5) = (ig) sind einerseits solche Dreieckmatrizen

Stabilisator-Elemente und muss andererséitggfe GL(E & F) mit gE = E bei
gleicher Matrixzerlegung schon gelten, dass 0 ist unda surjektiv. Dann ist aber
mit ax = O fur einx € E auchgx = 0, weshalb schox = 0 sein muss, dg
invertierbar sein sollte. Also istauch injektiv.

Mit aist d ebenfalls invertierbar, deniiff die Inverse
pa._(a b’
r s/” \c d
1 00 (p q\fa b\ (pa pb+qd
0 1) \r sJ\0 d/ \ra rb+sd
in der unteren Zeile = 0 und damitsd= 1 und aus
1 0\ (a b\(p q\_ (ap ag+bs
0 1) \0o d/\0 s) \O ds
schlieRlich auchds = 1. Daraus ergibt sich die Zerlegung &E) x £(F,E) x
GLY(F), da danniir alle solchey, b undd die Dreickmatrix invertierbar ist,amlich

mit )
a b\~ (a?! atlbd?
0d \O dat )

Die jeweilige Zugebrigkeit zur 1-Komponente ist klar, d4(F, E) sogar zusam-
menziehbar ist. O

erhalt man aus

Wir wollen im Folgenden von des-Komponente eines Operators oder einer Ma-
trix sprechen und meinen damit immer die linke obere Ecke der Matriidiieh
einer Zerlegung wie oben. Analog werden die anderen Komponémtemnd d
behandelt.

Far einen Hilbertraund wird die Situation ein wenigiberschaubarer. Hier ist jeder
abgeschlossene Unterraihc H komplemerdr in H, namlich mit dem orthogo-
nalen KomplementV+, und geldrt somit zu Gr). AuRerdem kann man sich bei
den Karten auf orthogonale Graphen beaoken, spriciC(W, W) furW € Gr(H),
da die Kartengebiete z4(E, F) in Gr(B) unablangig vonE waren.
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2.2 Eine algebraisch eingesclamkte Grassmann-Mannigfaltig-
keit

Wir wollen nun die operierende Gruppe verkleinern, etwa auf die orthogona-
le oder die symplektische Untergruppe, und erhalten so eine Eardalnmg der
Grassmann-Mannigfaltigkeit — in den eben genannt@tef® die sogenannte sym-
metrische und antisymmetrische Grassmansche.

Sei dazu auf dem Banachrawreine Bilinearformy : B x B— K gegeben.

2.8 Definition. Wir bezeichnen miGr,(B) diejenigen Unterraume, auf denen
trivial ist,
Gr,(B) :={E € Gr(B) : ¢(ExE) =0},

und die Zusammenhangskomponente vor Esr,(B) mit Grg(B) = Gry(B) n
GrE(B).

2.9 Proposition. Gr,(B) ist eine Untermannigfaltigkeit vo@r(B) mit den Karten
Ly(E,F):={ze LE,F) : ¢(X.2y) + #p(zxy) =0 VX, ye E},

wobei Ee Gr,(B) und B= E @ F sein muss.

Beweis.Wir haben zu zeigen, dass genau dann auf dem Graph vanver-
schwindet, wenrez € L,(E, F) ist. Dies gilt, einfach weil éir X,y € E immer
d(X+zZX Y+ zy) = ¢(X, 2y) + #(zx Y) ist, dag auf E undF verschwindet. O

2.10 Bemerkung.Die Untergruppe

GLy(B) := {ge GL(B) : ¢(gx9y) = ¢(x.y) Vxye B}
operiert dann auf G(B), da¢(gE x gE) = ¢(E x E) = 0 ist, und genauso die
1-Komponente G}(B) auf Gi;(B).
Den eigentlich interessierenden Fall behandeln wir als

2.11 Beispiel.SeiH ein Hilbertraum mit innerem Produkt-). Wir konstruieren
zwei Bilinearformen

¢ 1= (e

aufH mittels antilinearen Abbildungeh. aufH, so dass)? = +1 ist. Man hat dann

GLy.(H) ={ge GL(H) : g'J.g = J.},
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also die orthoganale Grupp@(H) = GL,, (H) und die symplektische Gruppe
SpH) = GL,_(H). Diese operieren auf den Grassmann-Untermannigfaltigkeiten

Gry,(H) = (E € Gr(H) : J.E c E*},

die als symmetrische und antisymmetrische Grassmannsghg.(&t) := Gr,, (H)
und Geni(H) := Gr,_(H) bezeichnet werden sollen.

Beweis. Die Beschreibung von G/ ist klar, wenn man i (gx, gy) das erstg auf
die andere Seite bringt. Auch die zweite Behauptung gilt einfach nach Definition
von ¢(E x E) = (E|J.E). O

In diesem Fall sind die Karten erwartungsgdin
Ly, WWH) ={ze LWW*) : ZJ, + J.z= 0},

die hermiteschen und antihermiteschen Operat@fén, W+) undﬁ(V\/, WH).

2.3 Die restringierten Grassmann-Mannigfaltigkeiten

Waren die algebraischen Einséhkungen des vorigen Abschnitts tatklich Un-
termannigfaltigkeiten, so werdenapr doch Verkleinerungen der Grassmannschen
gebraucht, die auch eine feinere Topologie haben, also keine Untermannigfaltigkei-
ten mehr sind. Nairlich Ubertragen sich aber alle bisherigen Beschreibungen, las-
sen sich nur um weitere éxgzen. Bevor diese restringierten Grassmann-Mannigfal-
tigkeiten eingeiihrt werden knnen, beitigen wir zuerst noch zwei neue Konzepte
aus der Operatortheorie: Normideale von Operatoren und Fredholmoperatoren.

2.3.1 OperatoridealeZ und 7-Fredholmoperatoren

Etwas ungenau aber umso eamgiger wollen wir von einem Idedl < £ sprechen.
Das soll heil3en, dasarfz € 7(E, F) undw € L(F, G) stets auclwoze 7(E,G) ist
und Entsprechendegrfdie Verkettung von rechts gilt.

2.12 Beispiel.Man hat eine Kette von Idealen

O«F aLi<xLoa...aK <L,
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wobeiF die Operatoren von endlichem Rang bezeiclkialie kompakten Opera-
toren undZL, die Schatterp-Operatoreniir p > 1. Das sind alle Operatoren mit
endlicher Schattep-Norm, gegeben durch

1215 = > llzell®

fur eine und damit jede Orthonormalbagis[8]. Wichtigste Beispiele sind die
Spurklasse-Operatorefy; und die Hilbert-Schmidt-Operatorefy,. Die Schatten-
klassen rechtfertigen die Bezeichnupamalytisch* in detUberschrift.

Weiterhin brauchen wir einen leicht verallgemeinerten Bégan Fredholm-Ope-
ratoren.

2.13 Definition. Fur Banachraume E und F hei3t 2 L(E,F) Z-Fredholm-
Operator, wenn er modulo dem Ide&invertierbar ist, genauer wenn ein Operator
w € L(F, E) existiert, die Parametrix, so dass

wozelg+ I(E) und zowe 1 + I(F)
ist. Die Menge solcher Operatoren z sei mied;(E, F) bezeichnet.

2.14 Bemerkung. Fur 7 = K ergibt sich dietibliche Definition von Fredholm-
Operatoren. Es gilt sogar der Zusammenhang fFeHred fur alle Idealef < 7 <
K, insbesondere alsdif die Schattenklassefi,.

Beweis. Firr z e £(E, F) zeigen wir dieAquivalenz der folgenden Aussagen:

woze lg +K(E) und zow € 1 + K(F) f'ur w,w € L(F, E) (1)

dimkerz < oo, dimcokerz < oo (2)
dimkerz < co, codimrare < oo 3
wozelg+F(E) und zowe 1 + F(F) f'ur we L(F,E) (4)

Der Schluss von (4) nach (1) ist trivial, da jeder Operator von endlichem Rang
auch kompakt ist, also die abgeschlossene Einheitskugel auf eine kompakte Menge
abbildet.

Gilt nun nach (1w o z = 1¢ + u fur einen kompakten Operatarauf E, so ist in
ker(1z+u) die abgeschlossene EinheitskuBet uBkompakt und daher dim ker<

dimkerfv o 2) = dimker(% + U) < c. Uber die duale Abbildung za sieht man
ebenso, dass auch dim coketr « sein muss [9].
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Wiederum klar ist diddquivalenz von (2) und (3), da nach Definition codim ma
dimF/ ranz = dim cokerz gilt.

Unter Voraussetzung von (3) &b man Zerlegungele = E; @ kerzund F =

ranz® F, wobei kerz und F; endlichdimensional und

Z_ : E; > ranz
E1

ein Isomorphismus ist [9]. Dann ist mvit := (Z|El)_1€BO|:1 e L(F, E) sowohlwoz =
1g, ®O0kerz = e +ufuru = Og, @ —Ler; € 7 (E) als auctzow = 1,4, ®0F, = 1g+ U
fUI’ U' = Oranz@ _1Fl S T(F). D

2.15 Lemma. Wie bei den tblichen Fredholm-Operatoren hat man

Fred-(E,F) + 7(E,F) = Fred-(E, F).

Beweis.Zu z € Fred/(E, F) exisitiertw € L(F,E), so daszow € 1 + I(F)
ist. Dann ist aber wegen der Idealeigenschaft Yoauch(z + 7(E,F)) ow C
1 + I(E,F) + I(E,F) = 1¢ + I(E, F). Gleiches Argument giltifr die linksseitige
Parametrix. O

2.16 Lemma.Ist 7 < J ein Unterideal, so gilt fur das Produkt

Fred-(F, G) o Fred;(E, F) c Fred;(E, G).

Beweis.Zu z € Fred/(F,G) undz € Fred;(E, F) seienw € L(G,F) undw ¢
L(F, E) die jeweiligen Umkehroperatoren modulaund,7. Dann ist die Parametrix
zu dem Produkt o Z gegeben durckv o w, denn (v ow) o (zo Z) € W o (1 +
I(F))oZ c 1g + 9J(E) + I(E) = 1g + J(E) und analog auf der anderen Seiteé.]

2.3.2 Die restringierte Grassmannsche und die restringierte Gruppe

Nun steht das Werkzeug bereit, um mittels eines Idéals/L die Grassmann-Man-
nigfaltigkeit weiter zu verkleinern. Wir gehen aus von einer fest&@dwen Zerle-
gungB = B, @ B_ unseres Banachraumes.

2.17 Definition. Die Grassmannsche der von. Biur um 7 abweichenden Un-
terraume von B sei bestimmt durch

Grz(B) := {W € Gr(B) : pr" e Fred,(W B,), pr¥ € 7(W,B_)},

wobei mitprV die Projektionen auf Beingeschrankt auf W gemeint sind.
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2.18 Proposition. Fur verschiedene Ideale ergibt si€r.(B) = Gr(B), Gry(B) =
{B,}und

Gre(B) = {W € Gr(B) : codimWn B, < coin W und B}.

Unterraume, die diese Bedingung an die Kodimension erfillen, héfdamensu-
rabelmit B,.

Beweis.Die beiden ersten Gleichungen sind klar, da Fred£ und Fred = GL
ist. Zum Beweis der dritten Behauptung sind zwei Beobachtungeatich, ramlich

(1) kerp=WnB; und (2) ranpf=WWnB..

Dabei ist (1) klar und (2) folgt aus dem Homomorphiesatz und (1).

Sei zuersW € RHS. Nach den beiden Vorbemerkungen ist kétpr W n B_ ¢
ran p¥ = W/W n B, und damit dim ker g < codimy W N B, < co. AuRerdem gilt
wegen ran gl > W n B, auch coding, ran p¥ < codims, W N B, < co und daher
insgesamt pf € FredW., B,) = Fred-(W, B,). Zugleich ist p¥ € (W, B_), da aus
(2) dimran p¥' = codimy W N B, < o folgt.

Sei nun umgekehiV € Grs(B). Genauso ist codigW N B, = dimranpt¥ < oo
und es bleibt zu zeigen, dass auch die Kodimensidg iandlich ist. Dazu betrach-
ten wir mit der ZerlegundV = pr, We pr_ W > w, + w_ = w die Abbildung

pr, WWn B, - pr_WWnB_, [w,] — [w_],

die dfensichtlich ein Isomorphismusase, wenn sie nur wohldefiniert istuFw, +
w_ € Wundw, +w. € Wmit [w,] = [w/] ist aber tatachlichw_-w" = (w, +w_) -
W, +w.) — (w, —W,) € W, also W_] = [w’]. Mit diesem Isomorphismus ist dann
codimg, WN B, =dimB,/WnB, =dimB,/pr, W+dimpr, W/WnNB, < c. Das
letzte Gleichheitszeichen rechtfertigt sich dabei aus der endlichen Dimension, die
beim ersten Summanden von der Fredholm-Eigenschaft der ProjeKfidmpmt.

O

2.19 Proposition. Die duch’ eingeschrankte GrassmannsdcBe-(B) hat die Kar-
ten
I(E,F) — Grz(B)

zu E€ Gry(B) und einem Komplement F, alsodeF = B, die wiederum durch die
Graphenabbildung2.1) beschrieben werden, so dass sich tatsachlich alle zuvor
behandelten Konzepte Ubertragen lassen.
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2.20 Bemerkung. Allerdings zeigt sich hier auch, dass @) keine echte Unter-
mannigfaltigkeit der vollen GrassmannschenB&}iét, da die obige Proposition nur

I(E,F) c L(E,F) N Gr;(B)

liefert, wo dann @mlich Gleichheit idtig ware. Datiberhinaus wollen wir Gi(B)

auch nicht mit der Relativtopologie betrachten, sondern wieder mit der von diesen
Karten induzierten Topologie, welche wegen der blo3en Enthaltensrelation feiner
ist.

Beweis.Seize 7 (E, F). Wegen der Beziehung
pre? = prt o pre? + prt ozo pre?

sind dann sowohl fif als Summe eines Fredperators und eines-Operators
enthalten in Freg(E,, B,) als auch pr im Ideal 7(E,, B_), weshalb der Graph von
z wirklich Grassmann-Element ist. Bei:‘:prist dabei der erste Summand Freda
prez sogar Isomorphismus, also Feest. O

In dieser Topologie ze#lt die restringierte Grassmannsche in weitere Zusammen-
hangskomponenten §1|B), die alle Unteraume gleichewirtueller Dimension d
enthalten.

2.21 Definition. Als eine wichtige Kennzeichnung von Unterraumen W von B aus
Grz(B) fur Ideale zwischersm und‘X soll dievirtuelle Dimensioroder derindex

von W festgehalten werden als der Operator-Index der Projektifne Fred®,),

der orthogonalen Projektion auf Heingeschrankt auf den Unterraum W. Das heif3t

ind(W) = ind(pr) = dim(ker pt) — dim(coker pt"). (2.13)

2.22 Bemerkung. Der Index ist @ir Fredholm-Operatoren wohldefiniert, da ihr
Kern und Kokern endlich-dimensional sind. Zudem ist der Index eines Operators
immer ganzzahlig. Im Fall eines Hilbertraumdgyilt dariiberhinaus

ind(W) = dim(W N H_) — dim(W* n H,).

Beweis.Zum einen ist ker ¥ = W n H_ und zum anderen genauso cokel pt
ker(pt¥)* = W+ n H,. Dennh € H, gelirt genau dann zu ker(f§)*, wenn fir alle
w € W das innere Produk{pr’)*hjw) = ¢(h| pr¥ w) = (h| pr, wy = (pr: hjw) = (hjw)
verschwindet, womih gerade auch v+ liegt. O
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Nun zer&llt der Raum der Fredholmoperatoren in die durch gaimdizierten Zu-
sammenhangskomponenten der Operatoren vom lkhé€eX, was sich auch auf die
Grassmannschigbertragen wird.

Um das zu sehen, wollen wir &B) wieder homogen darstellen und untersuchen
dazu die Operation auf GfB). Die volle invertierbare lineare Gruppe operiert nicht
mehr auf Gy(B), wie die folgenden Rechnungen zeigen werden. Statt dessen ist
eine geeignete Untergruppe zu bestimmen. Hieibwen wir aufB = B, & B_ die
Involution

_ (10
Ji= 1+ea—1__(o _1) (2.14)

ein und kommen damit zu folgender

2.23 Definition. Die durch das Ideal restringierte Untergruppe voGL(B) sei
GLz(B) :={ge GL(B) : [J,g] € 7}. (2.15)

2.24 Bemerkung. GL(B) ist tatsachlich Untergruppe von GB), denn firg,h €
GL;(B) enthalt 7(B) auch den TermJglh~th — ghl[J h] = (Jghri)h — gJ -
(gh™1J)h + gJ = [J, gh']h und wegen Invertierbarkeit vamauch schonJ gh™],
so dasgh™* € GL;(B) ist.

Die folgende Beschreibung dieser Untergruppe legt schon nahe, dal} sie ein geeig-
neter Kandidatiir die Operation auf G(B) ist.

2.25 Lemma. Ein Operator(i1 b) € GL(B, @ B_) gehort genau dann zGL(B),

d
wenn b und c auf der GegendiagonaleOperatoren sind. AufRerdem sind dann

schon die beiden Diagonaleintrage a undried;.

Beweis.Der Kommutator J), g ist flrg = (i g) einfach

o SMe a1 - =% o

Ist dieser Element vofi(B), so auch

b= (L 0)(_0C g) (g’) und ¢ = —(0,1) (_OC g) (é)

von 7(B_, B,) beziehungsweisé(B,, B_). Umgekehrt getiren mitb undc auch

(8 k())) = (é) b(0, 1) und analoig 8)
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zum ldeal und daher au<<rloc g)

Mit dem inversen Operator edht man
1 0\ (a b\(p q\_ (ap+br aq+bs
0 1/ \c d/\r s \cp+dr cq+ds)’

sodassap=1-brel1+7(B,)istundds=1-cqe 1+ 7(B.), alsoaundc
wirklich Fred;-Operatoren sind. ]

Tatsachlich zeigt dieses Lemma nun sofort, dass @) auf Gr;(B) operiert, denn
fur w € Grz(B) und einen Operat((ri1 b) = g € GL(B) haben die Elemente in

d
gWdie Form
ab X| _ ax+by’ XEW
c d/\y cx+ dy y
weshalb die Projektion vogW auf B, der7-Fredholm-Operatagiopr’ +bopr? ist

und die Projektion auf die zweite Komponewtepr? +doprV zum Ideall (W B_)
gelort.

Setzen wir nun noch einmal die in deaahsten Abschnitten gezeigte Transiavit
dieser Operation voraus, séinen wir damit zugleich die nochfene Beschrei-
bung der Zusammenhangskomponenten vop(Brklaren. Denn da nach Lem-

ma 2.25 die Diagonalkomponenten von &B) Fredholm-Operatoren sind, zalit

diese Gruppe iZ Zusammenhangskomponenten. Zugleich ist aber der Stabilisa-
tor zusammenziehbar, da die Diagonald€ige der oberen Dreieckmatrizen nach
Proposition 2.12 bereits invertierbar seirissen. Damit bleiben die Zusammen-
hangskomponenten im Quotienten £B)/ StabB,) = Gr;(B) erhalten. Die Zu-
gelbrigkeit eines Unterraumes zu einer Zusammenhangskomponente wird dabei
von der virtuellen Dimension bestimmt, wie folgendes Resultat zeigt.

2.26 Proposition. Fur ein Element g= (2 3) € GLz(B) ist

ind(@W) = ind(a) + ind(W). (2.16)

Beweis.Da zuW e Gr;(B) die Dimension von coker ¥r= H, / ran pt¥ endlich ist,
kannW nicht endlichdimensional sein und ist damit sofort isomorptizuwWahle
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also einen Isomorphismug = (\lj) . H,— W. Dann ist
ind(@W) = ind(p") = ind(p" og o w) =
= ind(pr, og o w) = ind(au + bv) = ind(au)
= ind(a) + ind(u) = ind(a) + ind(pr, ow)
= ind(a) + ind(pr" ow) = ind(a) + ind(pr?)
= ind(@) + ind(W),
dabve 7 < Kist. ]

Hier haben wir die folgenden Eigenschaften des IndexCperatoren benutzt:

1. Der Index ist ein Homomorphismus von der Gruppe der Fredholm-
Operatoren auf die ganzen Zahlen,

ind(ab) = ind() + ind(v).

2. Ein Operator ist genau dann Fredholm, wenn ef itk invertierbar ist. Der
Index ist vertaglich mit dieser Struktur der Fredholm-Operatoren, idgéd-
den kompakten Operator

ind(@a+ b) = ind(a)

gilt.
3. Istainvertierbar, so ist ind{) = 0. Insbesondere gilt dann

ind(ab) = ind(b) = ind(ba).

Die ersten beiden Eigenschaften seien hier nur aus der allgemeinen Index- und Ope-
rator-Theorie zitiert. Die dritte Eigenschadtsist sich sofort aus der Definition ab-
lesen, da ein invertierbarer Operator nur trivialen Kern und Kokern hat. Die letzte
Gleichung ergibt sich dann mit Eigenschatft 1.

Wir wollen das erreichte Resultat noch einmal in einem Satz festhalten.

2.27 Satz.Bezeichnen wir die Zusammenhangskomponente der Unterraume vom
Index de Z mit Gri(B), so gilt

Gri(B) = {W € Gr(B) : ind(W) = d}. (2.17)
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2.3.3 Der Hilbertraum-Fall und die restringierte unit are Gruppe

Eine genauere Beschreibung ergibt sich, sobald man der Situation ein wenig mehr
Struktur abverlangt. Zum einen wollen wir uns nun auf die eigentlich interessanten
IdealeZ zwischen den Operatoren von endlichem R&ngnd den kompakten Ope-
ratoren’K beschanken. Wie beschrieben werden dann Fr€geratoren einfach
Fredholm imublichen Sinn, haben also endlichdimensionalen Kern und Kokern.
Alle wichtigen Ideale sind zudemideale, die kurz gesagt mitauchz* enthalten,
was wir jedenfalls voraussetzen wollen. Zum anderen betrachten wir statt des bis-
herigen Banachrauméjetzt spezieller einen separablen Hilbertradnmit einer
festen Orthogonal-Zerlegung

H=H,®H_

in zwei gleich groRRe HiftenH, = H_, das heil3t beide unendlich-dimensional.

2.28 Satz.Auf der 7-Grassmannsche@r;(H) operiert bereits die durcll ein-
geschrankte unitare Gruppér(H) := U(H) n GLz(H) transitiv. Der Stabilisator
dieser Operation reduziert sich auf

Stab{,) = {(3 3) € Uz(H)} = U(H,) x U(H_).

Um an die Transitiviht zu kommen, braucht man noch einen Hilfssatz, der zugleich
eine andere, einfacher zu handhabende Beschreibung dieser Grassmannschen lie-
fert.

2.29 Proposition. Fur ein Idealf <« I < K bestehGrz(H) genau aus den Bildern
von Operatoren we £(H,, H), fur die die Verkettung mit den Projektoren jeweils
pr, ow 7-Fredholm undpr_ow Ideal-Element sind. Der erzeugende Operator w
kann dabei als Isometrie gewahlt werden.

2.30 Bemerkung.Diese Proposition zeigt zugleich, dass die Grassmannsche schon
homogen unter derHalfte" der Gruppe Gk(H) ist, ramlich dem Raum der er-

i = w. Das ist geradel(H., H). Fur die rechts

operierende Gruppe bleibt dann wegen der BedinguegO nur die obere Ecke
ubrig, also Glz(H,), welche durch Verkettung von rechts operiert. Scaéérnan

ein Hauptfaserbndel — das etwa in [6] benutzt wird — bei dem zwar nicht mit der
zweiten Spalte zu&mpfen ist, das daf aber keine Gruppenstruktur mehagt.

sten der beiden Matrixspalte
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Beweis.Wir zeigen zuerst, dassiif ein solchesv der Unterraum\V := wH, Ele-
ment von Gg(H) ist. Daw surjektiv aufW abbildet, ist zum einen dim kerfir<
dimker pr_ ow < co und zum anderen codim ran’pe= codim ran pr ow < oo, also

prY e Fred;(W, H,). Um zu sehen, dass auchpe 7 (W, H_) sein muss, scinken

wir w ein auf das orthogonale Komplement seines Kernés,inDarauf hatv nun

eine inverse Abbildung € £(W. H.), womit wirklich pr' = pr_owove 7(W H_)

ist.

Umgekehrt stellt die Verkettung mit den Projektoren bei vorgegebewenz
Grz(H) keine Bedingung an eine Isometrie oder allgemeiner an eine Injektion
w e L(H,, H) mit Bild W. Bezeichnet manamlich mitw die Abbildungw auf sein

Bild, so istw selbstversindlich invertierbar, weshalb psw = pr?¥ oW 7-Fredholm

ist. Und trivialerweise gilt mit p¥ € 7(W, H_) auch pr ow = prYow € 7(H,, H.).

Wir haben also einfach irgendeine Isometrie nauf W zu finden. Wie bereits
gesehen sind wegen dik(/ ran pt¥) < oo die beiden Rume isomorph, weshalb
sich daher zum Beispiel einfach zwei Orthonormalbasen aufeinander abbilden las-
sen. [

2.31 Bemerkung.Bei diesem Verfahren, eine lineare Abbildung auf einem separa-
blen Hilbertraum auf einer Orthonormalbasis zu definieren, soll darauf aufmerksam
gemacht sein, dass es sich nicht blof3 um lineare Fortsetzung wie bei einer algebrai-
schen Basis handelt, sondern um eine Fortsetzung im Hilbertraum-Sinn, also linear
und stetig. Explizit heif3t dadif ein beliebiges Elemerjt 1;e; des Hilbertraums

mit einer quadratsummierbaren Kbigientenfolge {;) c C, also}|4;/* < oo, und

einer Orthonormalbasks

W(Z /lje,-) = Z /le(eJ‘).

jeN jeN

Damit kdbnnen wir nun zum Beweis des vorangegangen Sdtlzesdie Operation
von U;(H) auf Grz(H) kommen.

Beweis.Als Untergruppe von GE(H) operiert nairlich Uz(H) auf Gry;(H). Es
bleibt die Transitiviait zu zeigen. Das heildt, AV € Grz(H) ist ein Operator

g € Uz(H) zu finden, deH, aufW dreht. Nach obiger Proposition existiert eine Iso-
metriew € £(H,, H) mit Bild W sowie Komponentea = pr, ow € FredH.,, H,)

undc = pr_ow € 7(H,, H_). Aul3erdem existiert eine Isometie € L(H_, H) mit

Bild W+, wozu man einfach die Beschreibung aus dem vorigen Beweis auf diese
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ebenfalls unendlichdimensionale@tne anwendet. Damit wird durgh= wew*
ein uni@rer Operator aufl definiert, deH, aufW abbildet. Um zu zeigen, dass er
auch zu Glz(H) gehbrt, schreiben wig als die uniare Matrix

_(a Db
o=(¢
mit den beiden Komponentdrundd vonw-+. Mit aist aucha* 7-Fredholm, und es
exitiert eineZ-Parametrixp € £(H,) vona*, alsopa’ € 1+7(H.). Wegen Unitarit
vongist aber aucta*b + c'd = 0 und daher gilt (& 7(H,))b > pa’b = —pc'd oder
anders ausgeidcktb € —pc'd — 7(H,)b c 7(H_, H,). Damit istg schlief3lich’-
unitar, weshalb die Operation wirklich transitiv ist.

Die Aussagdiber den Stabilisator ergibt sich einfach aus der Tatsache, dass die
Operation von Y(H) die Einschankung der Operation von G[H) ist und daher

StaQ,I(H)(H+) = Stab;LI(H)(H+) N UI(H)

sein muss. Direkt ergibt sich dasselbe aber auch aus der Beobachtung, dass wegen

Unitaritat
1 0| (a* O0)f(a by (aa ab
0 1/ \b* d*/\0 d] \b'a dd

ist und damita*a = 1 sowied*d = 1 unda*b = 0 gilt. Das bedeutet aber, dassnd
d sogar uniér sind und infolgedessen schios= 0 war. O

2.3.4 Die Hilbert-Schmidt-Grassmannsche

Wir wollen uns ab jetzt auf das Idedl, der Hilbert-Schmidt-Operatoren kon-
zentrieren und schreiben kurz 81) und GLy(H). Dieses Ideal verkleinert die
Grassmann-Mannigfaltigkeit gerade so, dass sie trotz unendlicher Dimension auf
natirliche Weise ein Determinanteimbdel zuésst. Um dieses &ger als homoge-

nes Bindel behandeln zudanen, wollen wir die operierende Gruppe reduzieren
auf eine Untergrupp6&, die immer noch transitiv operiert, so dass wir mit dem
StabilisatorK = Stalg(H,) schliel3lich

Gry(H) =G/K
als homogene Mannigfaltigkeit erhalten.

2.32 Bemerkung. Der Begrif der Determinante kann weiter verallgemeinert wer-
den, so dass sich audlirfandere Schatten-ldealg, ein Determinanterimdeltber
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Gry,,(H) konstruierenasst, wasiir die Modellierung von Raum-Zeit-Dimensionen
d groRRer als eins auclbtig ist. Allgemein mus$ > %(d + 1) sein. Vergleiche dazu
[5, Kapitel 6].

Die Determinante eines Hilbertraum-Operators, die Fredholm-Determinasgs, |
sich nur in bestimmtendtlen definieren, @amlich dann, wenn seine erenz zur
Identitat ein Spurklasse-Operator istiifa = 1+ @ mit @ € 7, ist auch log
Spurklasse und als Verallgemeinerung des endlich-dimensionalen Falls wird
(1)t
log deta = trloga = tr(z ~—a)

i>1

gesetzt. Genauere Algfrungen finden sich zum Beispiel in [1].

Im nachsten Kapitel wird sich zeigen, dass beim Determinaiitesdl eine Deter-
minante der oberen Eckeder Matrizen aus Gi(H) berbtigt wird. Nach Lemma
2.25 sind die beiden Diagonalelementendd aber nur Fredholm.

2.33 Proposition. Beschrankt man sich auf diejenigen Operatoren in(&1), de-
ren Diagonaleintrage eine Determinante besitzen, so erhalt manléitergruppe
G® vonGL,(H). Ihre Elemente sind von der Form

ab l+a b a b
(c d)_( c 1+6)_1+(c 6)’ (2.18)
wobeia undé Spurklasse-Operatoren sind und b und ¢ vom Hilbert-Schmidt-Typ.

Beweis.Da 2 3 e GO invertierbar ist, gibt es eine Matréf 2) € GLy(H), so

dass mia= 1+ a undd =1+ gilt

1 00 (1+a b \(p d_(p+ap+br *

0 1) \ ¢ 1+6)\r s/ * cq+ S+6s)’
Und da das Produkt zweier Hilbert-Schmidt-Operatoren Spurklasse &t,c 7,
istp=1—ap-brvonder Form 1 plus Spurklasse und ebessol — cq-4ds. Also

ist G° abgeschlossen unter Inversion und mit gleickérerlegungen auch unter
Multiplikation, denn

1+« b \(1+¢’ b\ (l+a+ad’ +DbC *
c 1+6J]\ ¢ 1+¢) * ch+1+6+8 +68)
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2.34 Proposition. Die Gruppe @ operiert transitiv auf der Zusammenhangskom-
ponenteGrg(H) der Unterraume vom IndeX

Beweis.Firg € G%g = b) ista = a— 1 ein Spurklasse-Operator akif,

d
und daher indf) = ind(1+ @) = ind(1) = 0. Nach Proposition 2.16 erhalten wir

ind(@W) = ind(a) + ind(W) = ind(W) = 0 fiir W € Gry(H). Umgekehrt haben wir
ein Elemeng € G° zu finden, welchesl, aufW e Gry(H) abbildet. Definieren wir
W := kerpt¥ = W undH, := ranpt’ © H, und bezeichnen wir miV; := W;*
undHg := Hf”* die Komplemente iW beziehungsweisH,, so erhalten wir einen
Isomorphismus gf : W, > H,; und wegen ind() = 0 auchqg : Hg S W
als irgendeinen Isomorphismus der beiden endlich-dimensionaam® gleicher
Dimension. Setze nun

w=ge (')l HpeHi=H, >W
und
v=glel:WeeW," =H_— H.

Beachte dabei, das& als Kern der eingesclnkten orthogonalen Projektion im
vollen KernH_ enthalten ist. Setze aul3erdem

ab
g= (c d) =We V.
Dann ista = pr, ow = Oy, ® 14, = 14, — pry, von der Form 1 plus Spurklasse,

sogar 1 plus endlichem Rang, und genadse pr_ov = Oy, ® 1, - . Auerdem

hatb = pr,ov=qle 0, endlichen Rang, ist also Hilbert- Schmidt, und auch
0

¢ = q® prV¥o(pri")-tist Hilbert-Schmidt, da es bereits'bist undg nur endlichen
Rang hat. Weiterhin wirkg bijektiv auf H, namlich durch

gH = wH, + VH_ = Wa (Ho ® W, "),

was auch gan# ergibt, denn unter Anwendung von i pr, + pr_ schreibt sich
dieser Raum aldH{; + H0)+(W0+W0l“*) = H,+H_ = H. Damit geldrt g tatsachlich
zuG° und nach Konstruktion gilgH, = wH, = W. ]

Durch Translationen vo@° erhéalt man dann eine auf der vollen Grassmannschen
Grz(H) transitiv operierende Gruppe. Wiralen dazu wieder eine feste Ortho-
normalbasis &) von H mit Indizesj € Z, so dassH. von den Vektorere; mit
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] € N erzeugt wird. Sei nurs der Shiftoperator bémglich dieser Basis. Das heil3t
sg = ej,1. Dann gilt ur desseml-faches Produks?, dend-Shift,

sdej = €j.d. (2.19)

Wir wollen noch kurz die folgenden sofort ablesbaren Eigenschaften des Shiftes
festhalten. Br ganze Zahled undd’ ist

gls? = gt

und inshesondere

(Ht=g1
Wir brauchen aul3erdem mehrfach die folgende Formel.

2.35 Lemma. In einer Matrixzerlegung des d-Shiftes ist die linke obere Komponen-
te a(s") ein Fredholm-Operator vom Indexd.

Beweis. Wir unterscheiden die beideralfled > O undd < 0. Furd > 0 ist coker§)
d-dimensional, amlich das Erzeugnis der erstdiBasisvektoren, und es gibt kei-
nen Kern. Also istin diesem Fall ind)( = dim kera—dim cokera = —d. Und analog
hata fur d < 0 einen Kern der Dimensiod| = —d, aber keinen Kokern. Dann ist
ebenso indf) = —d. Il

2.36 Lemma. Die Gruppe @ ist invariant unter Adjunktion eines d-Shiftes, also
$G%s¥ = G oder aquivalent

$IGY = G4 (2.20)

Beweis.Es gerigt, die Enthaltensrelatioriif alled in eineRichtung zu zeigen, da
man daraus die Umkehrung éth indem man bloR beide Seiten raif' adjungiert.

Wir kdnneng € G° schreiben in der Forrg = 1 + t mit einer Matrixt = Cé g)

wobei o und ¢ Spurklasse-Operatoren sind. Damit gifgs® = 1 + s'ts™ und
wir haben zu zeigen, dass die Eige der Matrixs’ts@ genauso vom Tyd — 1
beziehungsweisé, sind. Nun ist aber die Matrix des Shiftoperatafsbeziglich
der Basis €;) gegeben durch eine uchverschobene Diagonale der Einheitsmatrix

und damit ganz allgemein von der Fo(é i) Dann ist
Sdt £I1+7:I2 .£I2+?[1 c _Zl Iz
FIl.+ LI, Fl,+ L1, I, I

und genausag’ts™@ von der gevitnschten Form. O
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Wir definieren nurG? := 'GP und erhalten die folgende Aussage.

2.37 Proposition. Die Komponenten 6sind disjunkt und ihre Vereinigung

G:=| |G’ GLy(H) (2.21)
dez

gibt eine graduierte Untergruppe der restringierten Gruppe,(&).

2.38 Bemerkung.Die Graduierung bedeutet, dass fl, d’ € Z gilt
GIGY c G+,

Beweis. Wir beweisen die Aussagen in umgekehrter Reihenfolge.gfg € G°
undd, d’ € Z ist nach dem eben gezeigten Lemma 2.20 das Prodi®(¢” g)* =
dggis? enthalten ins?GPs ¥ = $os¥GY = 9GP, Insbesondere zeigt die
Rechnung schon die Graduierung.

Sei nuns’g = s'g. Dann ists¥s? = gg? und daher gilt inda(s*%)) =
ind(a(gg™)) = 0, denna(g’'g™?) ist von der Form & %. Also muss nach Lem-

ma 2.35d = d’ sein und damit auc = g¢'. Die Vereinigung ist also ta&shlich
disjunkt. ]

2.39 Satz.Die Gruppe G operiert transitiv aubr,(H). Es ergibt sich also mit dem
Stabilisator

1+ b

K = Stals(H,) = {( 0 1. 5) @ e I1(H,), 6 € T4(H.)) (2.22)

dieser Operation von G die homogene Darstellung
Gry(H) = G/K (2.23)
der Hilbert-Schmidt-Grassmannschen.

Beweis. Als Untergruppe von Gi(H) operiertG jedenfalls auf Gs(H). Ist nun ein
UnterraumW e Gri(H) gegeben, so i"W in Gr3(H) enthalten. Denn nach (2.16)
gilt

ind(?W) = ind(a) + ind(W)
und nach Lemma 2.35 ist damit irsd(V) = —d + d = 0. Da wie gezeigt die Aktion
von G° auf der 0-Komponente G(H) transitiv ist, existierg € G°, so dass?W =
gH.. SchlieRlich ist dami¥V = sgH, undG tatsachlich transitiv. O
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Da Gr(H) in Zusammenhangskomponenterb(®t) zerfallt, und GB(H), wie im
Beweis gesehen, gerade der Orbit WdnunterGY ist, gilt auch Folgendes:

2.40 Korollar. Die Gruppe G besteht aus den Zusammenhangskomponehten G
'GP, Jede KomponentedGrgibt den OrbitGra(H) von H..

2.41 Bemerkung. Bei der Bezeichnung als Orbit ist zu ieksichtigen, das&®
selbst keine Gruppe ist, faltbnicht null ist. Denn jedes Produkt von zwei Elemen-
ten ausG? liegt in G2, so das$® nicht abgeschlossen ist im algebraischen Sinn.

Zuletzt wollen wir noch zwei invariantere Formulierungém fliese Gruppe ange-
ben, die jedoch im Folgenden nicht mehr benutzt werden.

2.42 Bemerkung. Mit der InvolutionJ = 1, @ —1_ aus (2.14) gilt
Gl={geGLy(H) : g+JgJe2+ 14}
oder auch aher an der Beschreibung (2.15) von fGH) selbst
G’={geGLyH) : g- %J[J, gl e 1+ Iq).
Beweis.Die erste Behauptung ergibt sich aus der BerechnungyvedgJals
a by (1 0O)fa b\f1 O ab a -b ao
(c ol)+ (o —1)(0 d)(o —1) = (c d) ¥ (—c d) = 2(0 d)'

Die zweite folgt daraus wegem— 3J[J, 9] = g — 3JJg+ 3JgJ= 3(g+JgJ). O

2.4 Die analytischen Strukturen der homogenen Beschreibung

Bevor wir spater die homogene Formulierung der Grassmann-Mannigfaltigkeiten
benutzen Knnen, ist es @tig, ihre analytischen Strukturen zudkén. Und wirk-

lich ihre Struktuen Denn neben der analytischen Struktur, die zur Mannigfaltigkeit
gelort und hier nun auch unter der Identifikation

Grf(B) = GLY(B)/K (2.24)

beschrieben werden sollagt nach Satz 1.3 der Quotient auch die Struktur eines
Hauptfasertindels GLX(B). Bei der Konstruktion der Schnitte im zentralen Kapitel
4 dieser Arbeit werden taishlich beide Strukturen béngt.
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Stellvertretend soll hier nur der allgemeine Fall der Grassmannddieneinem
BanachraunB diskutiert werden. Alle Ergebnisséertragen sich dann infflen-
sichtlicher Weise auf die spezielleren Grassmann-Mannigfaltigkeiten.

Zuerst beobachten wir, dass es @gt) beide Strukturen nurber einem einzigen
Kartengebiet zu untersuchen, welch@mtich an jeden anderen Punkt translatiert
werden kann wegen der Linksoperation der Gruppé(8)Lauf dem Quotienten.
Das gilt zumindestiir die Kartenstruktur. & die Trivialisierungen des iBdels
reicht das aber ebenso, weil nach (1.12) die Bezieliyp@p) = k-(p) zwischen
einer Trivialisierungskomponente und ihren Translationen besteht.

2.43 Proposition. Unter der obigen ldentifizierun¢?.24) der Grassmann-Man-
nigfaltigkeit Gr¥(B) mit GLY(B)/K, bei der ein Element gK des Quotienten mit
dem Bildraum gE gleichgesetzt wird, sind die Kartengebigtedie Graphen von
L(E, F), gegeben durch

Ur={(gK : g= (i 3) € GLY(B), ac GL(E), d-catbe GL(F). (2.25)

Wir fixieren ein F und schreiben U firdJ Die Kartenabbildung z U — L(E, F)

selbst wird nun zu
ab 1
(C d) K ca

mit der Umkehrabbildung

10
Z|—>(Z 1)K.

Far die lokalen Trivialisierungen, die die K-Bundel-Struktur beschreiben, lasst sich
auf natiirliche Weise ein Schnitte O(Ug, GL(B)) angeben durch

ab K s 1 0
c d cal 1)’
der dann die lokalen Trivialisierungepy = (r, k) Uber gUs induziert, wobei
ab a b
ks (c d) - (O d- ca‘lb)' (2.26)

Beweis. Wir wollen auch tir den weiteren Gebrauctirfz e £(E, F) definieren

g, = (i S) e GL*(B). (2.27)
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Dann istg,E = E, der Graph vorz, so dass gelten muss
U={gK :ze L(E F)}.

Aus Sicht der Gruppe géht also die ProjektiomK eines Elementeg € GL*(B)
genau dann zW, wenngK = g,K ist fur einz e L(E, F) oder anders gesagt, wenn
g,'gin K liegt. Nun berechnet sich das Produkt zu

1. (1 Ofa by [ a b
9. 9= -z 1)\c d] \c-za d-zb

und die Bedingung wird za € GL(E), c = zaundd - zb € GL(F). Das heil3t,
z = ca ! und wir erhalten die behauptete Bedingung.

Die Formel fir o ist selbstverstndlich holomorph und wirklich invariant unté,

denn
(2 E )= 0= lepman 3)

Und die induzierte Trivialisierung ist dann nach (1.9) gegeben durch

k-(9) = o(9K) g = (—c%'fl g) (i 3) - (g d- (E)a‘lb)'
]

2.44 Bemerkung.Die Translation der Kartenabbildung agif ist dannz, : gU —
L(E, F) mit zy(gu) = z(u) furu € U und ihre Umkehrung wird beschrieben durch
z— ggK.

2.45 Bemerkung.Wir wollen noch einmal festhalten, dags- ( b) in derselben

a
c d
Aquivalenzklasse liegt wie der dureh ausgevithlte Vertretery,:, oder anders
formuliert der UnterraungE mit dem Graphen voa = ca™! (ibereinstimmt. Das
entspricht der Zerlegung (1.3), die sich in diesem Fall schredmst &lg = gk, (Q)

mit z = ca L. In Matrixform lautet dies

a b (1 O0fa b
c d “\cal! 1)\0 d-calb)"

Insbesondere ist(g,K) = g, undk,(g.k) = kfurze L(E, F) undk € K.
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3 Determinantenhindel

Fur Vektorraumigindel lassen sich verschiedene Konstruktionen auf den Fasern
durchfihren, aus denen neue Vektorel entstehen: zum Beispiel die Summe
zweier Fasern oder ihr Tensorprodukt. Ihre lokalen Trivialisierungen sind gerade
Summe und Tensorprodukt der gegebenen Trivialisierungen. Ebenso kann man ein
duales Rindel erkaren, dessen Fasern die Dé@alme der ursjimglichen Fasern

sind. Auch hier lassen sich auf daiche Weise lokale Trivialisierungen angeben,

die wie die Tensorkonstruktion im Folgenden auch vdibef werden.Uber ei-

ner endlich-dimensionalen Faser kann genau wie beim Tensorprodukbathisth
aul3ere Potenz gebildet werden, die wir mit Det bezeichnen wollen. Das heil3t

DetE = AYMEE,

Mit dem Determinanterimndel einer Mannigfaltigkeit ist eben diese Konstruktion
uber dem Standardvektarbdel gemeint, das zu jederfidirenzierbaren Mannig-
faltigkeit getort, dem Tangentialindel. Im Fall der Grassmann-Mannigfaltigkeit
muss aber nicht erst zu jedem Punkt ein Vektorrauimskiich hergestellt werden,

auf den dann das Det-Verfahren angewendet werden kann. Hier sind die Punkte
der Mannigfaltigkeit selbst schon Vektéaume, und man versteht unter dem De-
terminantentindel das Bndel, das entsteht, wenn man die Det-Konstruktion auf
diese einzelneRunkteanwendet. Die Faser eines Unterraumes in der Grassmann-
schen ist also seine eigen@dhsteaul3ere Potenz. Diese Definition ist allerdings nur
im endlich-dimensionalen Fall aglich. Wir werden aber — unter anderem durch
die homogene Beschreibung -Ollichkeiten finden, sie auf den hier betrachteten
unendlich-dimensionalen Fall zu verallgemeinern.

Der oben genannte Weg, lineare Verfahren auf lineare Fasern anzuwenden, braucht
aber auch bei der Konstruktion des Determinantewlelstiber einer Grassmann-
Mannigfaltigkeit nicht verlassen zu werden. Denn die Grassmannsuitesin Vek-
torblindel, das gerade ihre Punkte aufsammelt und als Fasern nebeneinanderstellt,
dasTautologische BundeBei der vorigen Erkdrung des Determinanteinhdels als
hochsteaul3ere Potenz der Grassmann-Punkte ist zudem noch nicht gesagt, wie die
Fasermebeneinander steheWir haben noch lokale Trivialisierungen zu definie-

ren. Allerdings ist erst einmal nicht ersichtlich, welche kanonische Art edrdaf
geben soll. Diese Struktur bringt aber das TautologisalnedBl schon mit, so dass

es in der gesamten Theoridieienter ist, dieselbe Arbeit nicht noch einmal zu
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unternehmen, sondern von dort Zbernehmen. Wir wollen also zuerst das Tauto-
logische Bindel beschreiben — auch in seiner homogenen Version, da sich diese auf
das Determinanteiiindeliibertragen wird.

3.1 Das Tautologische Bndel der Grassmann-Mannigfaltigkeit

DasTautologische Bunddlaut(Gr@)) eines Banachraumésist das Vektorindel
uber der Grassmannschen By,(bei dem die Fasdiber einem PunkiV € Gr(B)
gegeben ist durch den Vektorraihselbst. Das heil3t

Taut(Gr@)) = U Gre = | ) wWixw (3.1)
WeGr(B)

mit der Bundelprojektion
7. Taut(Gr@)) —» Gr(B), (W.0) —» W.

Um die lokalen Trivialisierungen zu beschreiben, betrachten wir diene
Uberdeckung der Grassmannscherf(B), die durch die Kartengebietdr aus
(2.2) mit einem Komplemerf zu E gegeben wird. Nach (2.4) gilt

Ur = {W e Gr5(B) : prY Isomorphismus

Daher hat maritber Ug die natirliche Identifizierung vonr=2(Ug) mit Ug x E

durch die trivialisierende Abbildunge = id x prE mit der Projektion p langsF

auf E. Diese Formulierung ist aber nicht korrekt, da nicht auf einem Cartesi-
schen Produkt definiert ist. Wir haben unterschlagen, dass die Projektion eigentlich
einzuschanken ist auf den jeweiligen Unterraum. Das heif3t

¢r 11 (UR) = Ur X E, (W) = (W PIE],0)- (32)

Die Umkehrungy ist dann gegeben durgh (W, £) = (W, (prE|, ) 7€), was sich @ir
einen Grapheik, vonz € L(E, F) schreibt als

WE(Ez &) = (Ex (L+ 2)€) € (Ej} X B, € m7H(UE)
mit & € E. Denn im Fall eines Graphe, von z wird die Umkehrung der einge-
schankten Projektion durch (@fEZ)‘l = 1+ zbeschrieben.

Die von diesen lokalen Trivialisierungen induziert@bergangsfunktionekE, €
O(Ug N Ug,, GL(E)), definiert durch die Bedingunge o e (W.&) = (W, KE,(W)&)
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fur alleW € Ug N Ug undé¢ € E, sind wegen der beinahe komponentenweisen
Zerlegung vorpr gegeben als

KE.(W) = prE’o(prE],) ™
Bezeichnen wir wieder mit

15:(‘2‘ 3):E®F—>E@F’ (3.3)

die Matrix der Identiat aufB beziglich der beiden Zerlegungen, sorikhen wir die
Ubergangsfunktioneriif den Graphen vone £(E, F) berechnen zu

ke (E2) = pIg o(1+2) (3.4)
a b\(1

-aol? §(3) 35)

—a+bz (3.6)

Nachdem digibliche Beschreibung des TautologischémBels vorgéihrt ist, wol-
len wir nun eine homogene Version finden.

3.1 Proposition. Das Tautologische Biundel zu einem Banachraum B und einem
komplementaren Unterraum E von B ist das Assoziierte Vektorbuindel

Taut(GF(B)) = GLl(B)>K< E (3.7)

mit Faser E zum GruppenbindaL(B) uiberGL*(B)/K, wobei K die Untergruppe
der oberen Dreieckmatrizen bezuglich einer Zerlegurg Ba F ist. Diese operiert
auf E durch

ke = as, (3.8)

wobei k= (g g) € K sein soll undt € E. Die Identifikation 3.7 der beiden Bundel

geschieht durch Gleichsetzen eines Elemdigted vonGL*(B)/K mit dem Element
(gE, g¢) vonTaut(GF(B)).

3.2 Bemerkung. Wie Proposition 2.12 zeigt, spielt bei der Definition der Unter-
gruppeK die Wahl der Zerlegun@® = E @ F, beZiglich der die Dreiecksgestalt
vorliegen soll, keine Rolle. Eine anderedilichkeit ware danach auclK als den
Stabilisator der GH(B)-Aktion auf GF(B) zu definieren. In dieser Beschreibung
operiertK per definitionemauf E, dakE = E ist fur allek € K. Allerdings istk
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dabei als Abbildung i aufzufassen. Gemeint ist genaugenommenrkpig = a,
wobeiig die Einbettunge «— B bezeichnet. Diese Definition vdf hat eine invari-
ante Form, beftigt aber die ganze Maschinerie der Grassmannschamend das
Assoziierte Bindel unabhngig davon existiert.

Beweis.Wir wissen schon aus (2.10), dass ‘@8)/K = Grf(B) ist. Insbeson-
dere wird durch g,¢) — (gE, g¢) eine holomorphe Abbildung GI(B) x E —
Taut(GF(B)) definiert, die auBerdem invariant ist untér da auch gk k %¢) auf
(gkE, gkk1¢) = (gE, g¢) abgebildet wird. Sie induziert also eine holomorphe Ab-
bildung [0,¢] — (gE, g¢) auf dem homogenen Vektdibdel Gl_l(B)>K<E. Wie-
derum nach (2.10)akst sich eine Umkehrabbildungdurch QE,¢) — [g,97¢]
angeben. Denn die Wahl vanzur Erzeugung des UnterraumgB verschwindet
gerade in deAquivalenzklasse: Jedes anderes Gruppenelement, dasgy&uals
Bild von E liefert, ist von der Forngk mit einem Operatok aus Stalf) = K.
Aber [gk, (gk)~2¢] = [gk ktgi] = [g,g7%¢]. Auch die Umkehrabbildung ist holo-
morph, was wir unter den lokalen Trivialisierungen zeigen wollen. In (2.25) haben
wir die MengenU¢ als Teilmengen des Quotienten &B)/K beschrieben, des-
sen Projektion wir kurzzeitig mitg,. bezeichnen. Wir erhalten so das kommutative
Diagramm

7l (Ug) x E —— GLYB) x E

! !

U xE —— GLl(B)>K<E
TF

mit der holomorphen Abbildung:™: (g, &) — (g, g *(pr¥%)~'¢). Dann ist auch die
Abbildungre : (gK, &) - [g, g (prd")¢] holomorph. In nichthomogener Schreib-
weiseilbersetzt sich nach (2.14§K zu gE und wir haben mitrg gerade die oben
angegebene Umkehrabbildungnter der lokalen Trivialisierungg konstruiert: Es
ist

T|ﬂ_1(UF) =TF O YF,
denntg o ¢r(QE,¢) = 7e(QE, prgEEg) = [g,97¢]. Damit haben wir eine biho-
lomorphe Abbildung zwischen Taut(&B)) und GL'(B)/K gefunden, die fien-
sichtlich ein Isomorphismus auf den Fasern ist. Die beidand@l sind folglich
isomorph. Il

Wir berechnen auch die lokalen Trivialisierungen dieser homogenen Version.
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3.3 Proposition. Die lokalen Trivialisierungert = (r, kE) des homogenen Tauto-
logischen BUndeI@Ll(B)>K<E sind gegeben durch

o) (3 39)

fir g = (2 g) € GLY(B) undé € E.

Beweis.Nach (1.13) iskE([g, £]) = k.(g)¢ und dies wird nach (2.26) zu

6 a-caneo)= ()

3.2 Das Determinanteniiindel

Wir wollen nun wie beim TautologischeniBdel zuerst die klassische und geome-
trische Formulierung des Determinanténdelsuber der Grassmannschen geben,
um anschlief3end die abstraktere homogene darin wiederzufinden.

Fur einen Vektorraunk der Dimensiom € N definieren wir
DetE := A"E (3.10)

als die lochsteaulRere Potenz vok. Typischen Elemente sind endliche Sum-
men von Produktem;&; = & A -+ A &1 der Langen. DetE ist immer ein-
dimensional. Entsprechend wollen wiirfeine lineare Abbildun@g € L(E,F)
zwischen endlich-dimensionalen Veki@umenE und F eine lineare Abbildung
Deta € L(DetE, DetF) definieren durch

Det(@) Nj &y = Njag;. (3.11)

Dann ist dfensichtlich Detgb) = Det(@) Det(b) und Det(t) = 1pete und damit

Det ein kontravarianter Funktor in der Kategorie der endlich-dimensionalen linea-
ren Raume. far E = F ist auBerdem Ded = detalpe ), das heildt bis auf eine
Identifizierung von DeE und C die skalare Multiplikation mit der Determinante
deta.
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Nehmen wir nun diese dthste aul3ere Potenz jeder Faser im Tautologischen
Bundel, so erhalten wir das Determinanténtel

Det(GrE(B)) = Det(Taut(GF(B))) = U {W} x DetW (3.12)
WeGrE(B)
Uber der Grassmann-Mannigfaltigkeit®@B). Nach den allgemeinen Prinzipien der
Bundelkonstruktion auf den Fasern beinhaltet diese Definition dielBlprojektion
7 : Det(GF(B)) = GrE(B), (W.0)— W
und die lokalen Trivialisierungen
¢r - mH(Ug) > Ug x DetE, (W.¢) — (W, Det(prg|,)0).

Die Umkehrabbildung/ lautet entsprechend

(W &) = (W Det(pE|,)¢) = (W, Det(pE|, ) %2).

Die letzte Gleichheit gilt dabei wegen der Funktorgtivon Det.

Die Ubergangsfunktionen werden, wie sich leicht ablegest, unter der Det-Kon-
struktion zukE, (W) = Det(pi£) Det(pr‘E|\;vl). Wendet man noch einmal die Funkto-
reigenschaft von Det an, sadst sich dies weiter berechnen zu

’ -1
KE.(W) = Det(piE’ prEf,,) (3.13)
furW e Ug nUg.. Fur einen GraphelV = E,vonz e L(E, F) ergibt das nach (3.4)
kE.(E,) = Det(a + b2 = det@+ b2 1pee, (3.14)

wobeia und b wie in 3.3 dieE-Komponenten der Idenéitsmatrix beiglich der
beiden Zerlegungen sind. Hier bezeichnet det die Determinanentilich-dimen-
sionale lineare Automorphismen.

Diese Beschreibung ist nicht geeignét £ine Verallgemeinerung auf unendliche
Dimensionen im Banachraum-Fall. In dieser Situation gibt es Kednbsteaullere
Potenz und alle symmterischen Tensorprodukt bleiben unendlich-dimensional

— geschweige denn, dass sie zu Geradérden. Wir haben also das Det-Konstrukt

in der Definition des Bndels auszuschalten. Zwar brauchen wir die verallgemei-
nerte Konstruktion erstif das duale Determinanteintidel, das im achsten Ab-
schnitt angegangen werden soll, doch wollen wir schon hier eine flexiblere Form
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finden. Denn erstens ist die Struktur desnBels im dualen Fall uibersichtlicher
und zweitens braucht dann nur wieder das allgemeine Konstruktionsprinzip auf den
Fasern herangezogen zu werden.

Zu einer solchen verallgemeinerbaren Beschreibung gelangt man bereits, wenn man
bericksichtigt, dass D&t nur eindimensional ist. Dann gibt eamlich einenka-
nonischerisomorphismus

L(DetE) = C,

der e mit 1c identifiziert. Betrachten wir die oben behandel-
ten Ubergangsfunktionen kE, als C*-wertig unter dieser Identifikation
GL(DetE) = GL(C) = C*, so induzieren sie nach Satz 1.1 ein zum beschriebenen
Determinantenbndel Det(GF(B)) isomorphes Bndel mit Standardfase® statt
DetE.

3.4 Bemerkung.Dieser Prozess spiegelt sich darin wider, die FaseEReibst mit
C zu identifizieren — zwar nicht mehr kanonisch, doch zumindest auf eiiidiche
Weise, wie kurz eingeschoben werden soll.

Wir konstruieren neue lokale Trivialisierungen
oF 11 (Ug) — U X C, (W AZ)) - (W, det(pE L. . ... PIE £n-1));

wobei wir (o, . . ., {n-1) als Isomorphismug€" — W aufassen, deri, . .., A, 1) ab-
bildet auf}’ 1;{;. AuBerdem identifizieren wir den — gewissermaf3en — Mittelpunkt
E von Ug mit C" Uber irgendeine Basis, ..., e,.1 von E und die Standardbasis
von C". Dann ist det hier gemeint als die Determinante mier n-Matrix mit den
Spalten p ¢;. Die inverse Abbildunge ist bestimmt durch

-1
Ye(W, ) = (WA Aj pre|, )
Dies filhrt wie geviinscht zu den altebbergangsfunktionen
’ -1 ’ -1 ’ -1
A det(pE pre|,, (Ae0), pre prEf, €r. ... pre PrEf, &)

= det(pE'prE[,, ) deté. ... 1)

= kg, (W)4.
Der homogene Zugang wird eine einfacheradiichkeit zu Verfigung stellen, das
Determinanteniindel auf unendliche Dimensionen zu erweitern. Wir haben das De-

terminantentindel abstrakiiber das Tautologischelladel definiert und haben zu-
gleich fur dieses bereits eine homogene Beschreibung vorliegen.c8btem wir
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sehen, dass sich dessen homogene Fassung auf das Determiinashdiitiiertégt.

Die folgende Aussage, die diese Fragérklist der Einfachheit halber nuirf das
Tensorprodukt formuliertjbertiagt sich aber sofort auf das symmetrische und das
alternierende Tensorprodukt.

3.5 Satz.Werden nach den ublichen Prinzipien der faserweisen Konstruktion zwei
Assoziierte Vektorbuindel zum selben Hauptfaserbiindel tensoriert, so gilt fir das
dadurch konstruierte Tensorbiindel

g>K<E ® Q>K<F = Q>K<(E®F),
wobei die Operation von K auf & F gegeben sei durch

k(i ®n) = ki @ kn.

Beweis.Wie in Lemma 1.22 gesehen, ist jedes Element einer RasargK von
der Form f, /]. Daher ldnnen wir ein Element), £] ® [g,n] der Faseﬂberg>K<E®
Q>K<F identifizieren mit f, £ ® 7] in g>K<(E ® F). Dies definiert @fensichtlich einen
Isomorphismus der Fasern und aufl3erdem eine biholomorphe Abbijduwmigchen
den Hindeln, was unter den lokalen Trivialisierungen zu sehen ist:

(e ® 1) " H(U,) —— 7L (U,)

(¢e)s ® (QDF)U\ /‘PE@F)U

U, x(E®F)

Das Diagramm kommutiert. Denfirf[g, £] ® [9,7] € (7 ® 7)) 1(U,,) erhalt man
auf der linken Seite unter der Trivialisierungg, ® (¢r), des Tensorbndels
das ElementdK, k,(9)¢ ® k,(g)n), welches mit dem Wert auf der rechten Seite,

(veer)o ([0, € @ 17]) = (9K, k,(9)(£ ® 1)), Ubereinstimmt. Insgesamt igtdamit ein
Bundelisomorphismus. O

Genauso wie im klassischen Zugang lineare Konstruktionen auf den Fasern aus-
gefuhrt werden, geschieht das demnach auch im homogenen Fall. Hier stiéht daf
noch direkter eine Faser zur Vagung, oder besser gesagt sind die Faserardaf
gewissermalien isolierter.

3.6 Korollar. Sei E ein endlich-dimensionaler Unterraum von B. Fir das Determi-
nantenbindel ergibt sich die homogene Beschreibung

Det(Grf(B)) = GLl(B)>K<DetE. (3.15)
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Ein Element ke K mit der Zerlegung k= a b) operiert aufDetE durch Multipli-

0 d
kation mit der Determinantdeta € C der Matrix a,

ké = detas. (3.16)

Beweis. Wir haben in Proposition 3.1 bereits Tautf@B)) = GLl(B)>K<E gezeigt,
weshalb nach Satz 3.5 gilt

Det(GF(B)) = Det(Taut(GF(B)))
= Det(GLl(B)>K<E)
= GLl(B)>K<DetE.

Die Operation ist ebenfalls mit Satz 3.5 gegeben dt&h= Det(@)¢. Aber
Det(@)¢ = detaé. O

3.3 Das duale Determinantenfindel

Zu einem Vektoriindel&E tiber M mit endlichdimensionaler StandardfagerPro-
jektion r und lokalen Trivialisierungew, = (r,k,) : 7~}(U,) = U, x E kann ein
duales Vektorindel &* konstruiert werden, dessen Fasern dual zu den Fasern von

& sind. Wir setzen .
&= JEi=| JloyxE}

oeM 0eM

und fur die Bindelprojektion des dualeniBdels
my: &= M, (0,1) — 0.

Doch ist es komplizierter, natliche lokale Trivialisierungen zu finden, da der na-
heliegende Weg, die dualen Abbildungenkztheranzuziehen, wegen der Kontra-
varianz der Dualbildung zu einer Abbildung in die falsche Richtuingrtt Aber
wenn wirk, auf eine Fase, Ubero € M einschanken, erhalten wir einen Isomor-
phismusk,, : E; = E und wir kdnnen das Dual von dessen Inversen benutzen. So
bekommen wir lokale Trivialisierungen

¢% i (Ua) = Uy X EX, (0,2) & (0, (k1))

oderg! = (7, K!) mit k¥(z 1) = (k;1)*A = 1 o k3. Deren Umkehrabbildunges,
sind dann gegeben durch
Y0, 1) = (2 K ou1),
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da Dualbildung und Inversion miteinander vertauscht. Damit berechnen wir die zu-
getbrigenUbergangsfunktionefi wie folgt:

"k5(0) = (K50) " (keo)"
= (Keo © kﬁ_,cln)#
= (K(0))".

Also gilt

s = (k)"
Zu beachten ist die Korrektur des Richtungswechsels, der durch die Dualbildung
entsteht.

Wenden wir nun diese Konstruktion auf das (klassische) Determinaimdeban,
so erhalten wir das duale Determinanténtel

Det(GrE(B))* = U Det(W)* = U {W} x Det(W)". (3.17)
WeGIE (B) WeGrE (B)
Seine Projektionr, ist wieder die Abbildung auf den Basispunkt. Die lokalen Tri-
vialisierungen werden zu

of = (14 KE) : 13 (Ur) — Ug x Det(E)”

mit
-1
KE(W 1) = Det(pig|,, )" 4.
Denn wir berechnen mit Resultaten des vorigen Abschifite/ 1) = (k;},v)#/l =

Aokl = Ao Det(prg|\;vl). Die Ubergangsfunktionetkt, erhalten wir nach (3.13)
furW e Ug N Ug als

*KE.(W) = Det(pif prE |- (3.18)

Es soll noch einmal daran erinnert sein, dass gégen der Formel ir die
Ubergangsfunktionen des Determinantiémttels hierF und F’ vertauscht sind
aufgrund der Inversion bei der Dualbildung. Um diéergangsfunktionen in ei-
nem GrapherE; € Ug N Ug vonz € L(E,F) zu bestimmen, ist esizlicher
einen Schritt zuickzugehen. Wir habefkE, (E,) = (ki (E,)™Y)", was nach (3.13)
(Det(@+ b2)"Y)* = (det@ + b2) 11pee)” ergibt. Also gilt

#KE,(E,) = det@+ b2 Lpegey- (3.19)
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Die Ubergangsfunktionen operieren folglich auf den Fasern des dualen Deter-
minantenfindels durch die invertiertetybergangsfunktionen des Determinan-
tenkindels selbst. Oder anders ausge#t ertélt man durch Invertierung seiner
Ubergangsfunktionen das dualélel.

Dasselbe Prinzip wird sich auch in der homogenen Formulierung wiederfinden, die
wir jetzt untersuchen wollen.

3.7 Satz.Zu einem Assoziierten BUnd§I>K< E kdnnen wir ein neues homogenes
BUndeIg>K< E* konstruieren, indem wir K auf’Ewie tiblich koadjungiert operieren
lassen. Das heiR3t, wir setzen fiiek< und eine Linearform € E*

Kl:= (kY 1 = Aok (3.20)

Dann gilt
# _ #
(GXE)" = GxE".

Auch fur die Dualbildung ist also die faserweise Konstruktion neu@nd®l kom-
patibel mit dem homogenen Zugang der Hauptfasede! und ihrer Assoziierten
Bundel.

Beweis.Zu einem Elementy, 4] € g>K<E# definieren wir eine Linearformy, 4 auf
der FaseflberpK von Q>K< E durch

HipalPs €] 1= A¢. (3.21)

Das ist nbglich, weil in Anbetracht von Lemma 1.22und ¢ eindeutig bestimmt
sind durch die Festlegung vagn Dann definieri([p, ]) := (pK, yp.1) €ine faser-
treue lineare Abbildung auf @>K<E)#.

Um zu sehen, dagsauf den Fasern der beideriBdel einen Isomorphismus ergibt,
konstruieren wir eine inverse Abbildung. $eeine Linearform auf einer Faser von
g>K<E uber einem Punkb € G/K. Fur p € G mit pK = o definieren wir dazu eine
LinearformAp(u) auf E durch

Ap(u)¢ = ulp, &l

Dann gilt die Beziehunglpy = k11, denndp(u)é = plpké]l = ulp.ké] =
Ap(ké) = (k1ap)é. Daher ist p, 2p(u)] ein wohldefiniertes Element derFaser im
BUndeleE#. Die Zuordnung ist auch invers zu der in (3.21): Denn einerseits haben
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WIr Ap(Upp.)é = tipalps €] = A€, das heildtp, 2,(u;p.)] = [P, A]. Und andererseits
9ilt wpp.ayenlPs €] = Ap()é = ulp, €], also auchyp i,y = p-

Um zu sehen, dagsein Bindelisomorphismus ist, haben wir aul3erdem zu zeigen,
dass das Diagramm

(me)y (Vo)

#
(¢5)" o)

n(E*)H(Uo)

U, x E#

kommutativ ist. Beginnen wir rechts obenurF[p, 1] € = E*)"*(U,) ergibt der
kurze WegeS([p, A]) = [pKKE([p.AD] = [pK k.(p)A] nach (1.13).Uber
den Bngeren Weg erhalten wir auBerdepf)( o u([p, A]) = (¥5)*((PK, tip.ap)) =
(PK, (KEY*((pK, p.17)))- Es ist also zu bedtigen, dass die beiden zweiten Kompo-
nenteniibereinstimmen. Zuvor bemerken wir, dass

(kS pk) ¢ = [PK k- (P)E]

ist, dennkE([pK, k,(p)%¢]) = k- (p)k,(p)~2¢ = €& Wenden wir damit die zu-
letzt angegebene Komponente an auf &ie E, so kdnnen wir dies umformen

in den Ausdruck Ka-E)#((pK’ﬂ[p,/l]))'f = ((kE,pK)_l)#(/J[p,/l]) = ,u[p,/l((kipp()_lf) =
upalPK k(p) 1] = Ak-(p)~2). Diese zweite Komponente reduziert sich also
auf o k,(p)~t, was nach Definition def-Aktion auf E* mit k,.(p)~4, also mit der
zuerst angegebenen Komponeilbereinstimmit. Il

Als eine Folgerung erhalten wir nun direkt das geschte Resultat:

3.8 Korollar. Das duale Determinantenbiindel tlber der Grassmann-Mannigfaltig-
keit Gr¥(B) zu einem endlich-dimensionalen Unterraum E eines Banachraumes B
ist homogen unter der GrupgeL*(B). Es gilt

Det(GrE(B))” = GLl(B)>K<Det(E)#.

Die Operation der Gruppe K= Stabg) der oberen Dreieckmatrizen bezuglich
einer Zerlegung B- E @ F auf der Standardfasebet(E)” ist gegeben durch

ki = deta™a (3.22)

furk:(0 d

a b) € K und2A € Det(E)*.
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Beweis.Nach Satz 3.7uber das duale Endel ist Gl_l(B)>K<Det(E)# = (GLl(B)>K<

DetE)#, was wir aber nach Korollar 3.6 mit Det(&B))* identifizieren knnen.
Fur die Wirkung vork € K auf € Det(E)” liefern die beiden &tze auch die letzte
Behauptung, denriif & € DetE gilt (k1)¢ = A(k1xi) = A(deta 1¢) = deta tae,
also tatéchlichki = deta™*A. O

3.4 Das Hilbert-Schmidt-Determinantenhindel

Wie wir in (3.16) und (3.22) gesehen haben, ist die Operatiorkvanf DetE) und
Det(E)* nur durch eine skalare Multiplikation gegeben: Ein Elemeatk mit der

g g) wirkt durch Multiplikation mit deta im Fall von DetE und

mit deta”? im dualen Fall DetE)*. Dieses Resultat gibt uns dieddlichkeit, die
eindimensionalen Fasern Cetund DetE)* durchC zu ersetzen. Das Assoziierte
Bundel

Zerlegungk = (

GLl(B)>K<C

ergibt dann ebenfalls das Determinanténdel, wenn wir die Grupp& auf der
FaserC durch Multiplikationen mit de&(k) operieren lasserif k € K, und das
duale Determinantenimdel bei der Multiplikation mit ded(k)?.

Diese Formulierung des Determinanténidels ist nun frei von Endlichkeitsbedin-
gungen ark, da die Det-Konstruktion ausgeschaltet ist. Wir brauchen lediglich eine
Determinante der linken oberen Eci&) € GL(E) der Operatorek ausK. Im Fall

der Hilbert-Schmidt-Grassmannschen,(@t) aus Abschnitt 2.3.4 reduzierte sich
die GruppeG, unter der die Mannigfaltigkeit homogen ist, gerade auf Operatoren,
die eine solche Determinante besitzen: Sie sind von der Form 1 plus Spurklasse.

DieseUberlegungen auf der Basis der vorangegangen Abschnitte rechtfertigen die
folgende Definition. Wir benutzen die Bezeichnungen des Abschnitts 2.3.4. Insbe-
sondere seien

G =|_Js'G° £ GLy(H)

dezZ

undG° die Untergruppe aller Operatoregrin GL,(H) mit Matrixzerlegun i 3)

beziglich der festen Orthogonalzerleguh = H, @ H_, so dass die Diagonal-
komponentera undd eine Determinante besitzen. Dann ist der StabilisKtaoler
transitivenG-Operation auf Gi(H) enthalten inG°. Fiir k € K hat alsoa(k) eine
Determinante.
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3.9 Definition. Das Determinantenbiindel Uber der Hilbert-Schmidt-Grassmann-
schen ist das Assoziierte Geradenbiindel

Det(Gry(H)) := G>K<C (3.23)

mit der Operation von K auf der Fasét, die fur k e K gegeben ist durch die
komplexe Multiplikation mitleta(k).

Analog zu Korollar 3.8 erhalten wir nach Satz 3.7 folgenden

3.10 Satz.Das duale Determinantenbiindel tiber der Hilbert-Schmidt-Grassmann-
schen ist gegeben als
Det(Gr(H))" := GxC (3.24)

mit der K-Operation aut, in der ke K wie die Multiplikation mitdeta(k)~* wirkt.

3.11 Bemerkung.Blicken wir noch einmal zuirck auf diese Konstruktion des De-
terminantenbindels, so ist zu sehen, dass die Problematik der unendlichen Dimen-
sionen weg vom Det-Konstrukt auf den schontgétn Fall einer Operator-Deter-
minante det verschoben wurde. Dieser Weg wird durch die homogene Beschreibung
erleichtert, da sich dort die Faser besonders klar herauskristallisiert: Die einzelnen
Fasern sind geradéer die Standardfaser definiert. Und die relevante Komponente
der Trivialisierungen wirkt wie diéJbergangsfunktionen als Element der Struktur-
gruppe auf der Standardfaser. Das heif3t in (1KE3p, £] = k,(p)¢é mit den Be-
zeichnungen des ersten Kapitels.

Die Vorteile des homogenen Zugangs zeigen sich aber noch deutlicher in der fol-
genden Untersuchung der Schnitte, der dashste und zentrale Kapitel gewidmet
ist.
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4 Fockraum und holomorphe Schnitte

Wie in Proposition 1.28 gesehenyrnen wir Schnitte eines homogeneiarlels
gé F ausaquivarianten Funktionen agf mit Werten in der Fasdf konstruieren.
Genauer ist zu einer Funktiah € O(G, F) ein Schnittg € O(g/K,QféF) gege-
ben durchy(gK) = [g, #(g)]. Dieser Ausdruck ist genau dann sinnvoll, wehdie
Funktionalgleichung(pk) = k-1¢(p) aus (1.19) eillt.

Im Fall des DeterminanteﬁlhdelsG{éC = Det(Gr(h))* tuber Gp(H) = G/K (siehe
(2.23) und (3.23)) lautet diese Bedingung an eine FunktiarO(G, C)

$(gK) = deta(k)"¢(g) (4.1)

fur alleg € G undk € K. Diese Gleichung hat keine von null verschiedenen
Ldsungen wegen des Exponenteh Eine Lbsung der Forng(g) = deta(g)* ist

nicht moglich, daa(g) nicht fur jedesg € G invertierbar sein muss —atrend das
wegen der verschwindenderKomponentefiir die Elementd € K immer der Fall

ist.

Folglich ist nach Proposition 1.28 der Raum der holomorphen Schnitte im Determi-
nanteniindel trivial.

Lasst man den Exponenten weg, scidirman dieAquivarianzbedingung

$(gK) = deta(k)¢(g) (4.2)

fur das Assoziierte EhdeIG>éC mit derK-Operation dea ! aufC. Das ist nach den

Uberlegungen des vorangegangenen Kapitels das duale Determiriamtelitber
der Grassmannschen. Diese Gleichung besiizuibgen. Eine ersteédknen wir di-
rekt angeben, denruf die Determinante selbst gilt ja solch eine Produktformel.

Und wegen
a b\(p q\_ (ap =
c d/\0 s/ |x =

ista(gk) = a(g)a(k). Fur g € G° besitzta(g) nach Definition eine Determinante und
wir setzen

$o(g) := deta(g) (4.3)

fir g € G° und ¢, := 0 auf den anderen Zusammenhangskomponeatea s/G°
von G. DaK in G° enthalten ist, gilGK c GYG° c GY. Daher liegtgk in dersel-
ben Komponente wig, weshalbg, die Funktionalgleichung eiiflt und wir einen
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globalen Dét-Schnittg, auf der Grassmannschen erhalten. Wie wir sehen werden,
ist der Raum der holomorphen Schnitte

O(Gry(H), Det) := O(Gr,(H), Det'(Gry(H))) (4.4)

ein unendlich-dimensionaler Vektorraum. Er diitheine dichte Einbettung des
Fockraumes, den wir zuerst beschreiben und in eine handhabbare Form bringen
wollen, bevor wir die Einbettung konstruieren.

4.1 Der Fockraum

Unter dem Fockraum versteht man in der Physik den Phasenraum eines quantisier-
ten Lagrange-Funktionals. Eine klassische Langrange-Funktion beschreibt die Teil-
chen einer physikalischen Theorie als ihre Extrema — ein wenigivarkie Null-

stellen ihrer Ableitung. Auf diese Weise @thman einen Hilbertrauni. Quan-
tisieren der Lagrange-Gleichung entspricht im Fermionen-Fall deergang zur

aul3eren Algebra
AH = (P APH.

Genauer gesagt, ettt man den fermionischen Fockraum
A(H, @ H.) = A(H,)®A(H.),

wobei H zerlegt wird in die Zusinde positiver und negativer Energte.. Im
Bosonen-Fall ergibt sich eine Summe aus Symmetrischer Algebren, die aber hier
keine Rolle spielt.

Auf natiirliche Weise tagt dieaulR3ere Algebra eines Hilbertraumidsein inneres
Produkt, unter dem die Komponentafi(H) orthogonal sind. Innerhalb einer sol-
chen Komponente ist es gegeben durch

(ho A~ Al A=+ AR = detghilh)). (4.5)

4.1 Satz.Ist{e; : ] € Z} eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes H, so ist durch
die Vektoren

ep::ejo/\~--/\ejp_1

far P = {jo,..., Jp-1} mit jo < --- < jy_1 €in maximales OrthonormalsystemAr
gegeben.
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Allerdings istAH nicht volls&ndig, so dass man nicht von einer Orthonobaals
sprechen kann. Denn déeil3ere Algebra enét lediglich endliche Summen solcher
Produkte. Wir haben aber folgendes

4.2 Korollar. Fur einen Hilbertraum H mit einer Orthonormalbasis aus Vektoren
g; € H fur j € Z ist durch die Vektorengee AH mit endlichen Teilmengen P v@n
eine Orthonormalbasis der Vervollstandigung der aul3eren Algebra von H gegeben.
Das heif3t
AH = (ep : |P| < ).

Es ist klar, dass die Vektores ein Orthonormalsystem biglich des in (4.5) de-
finierten inneren Produktes bilden. Wir beweisen die Aussage des Korollars, ohne
den Satz zu benutzen, denn hierbei ist mehr von der Struktur des Fockraumes zu
sehen. Daraus folgt umgekehrt die Maxinttiaussage des Satzes.

Beweis.Flir p < o« seiEp := (e : |P| < p). Dann istEp = ! |Pl < Peo-
Wir beobachten, dads,, in AH enthalten ist, weil die Elemente vdh, endliche
Summen endlicher Dach-Produkte sind. Dann gilt auch

E. C AH. (4.6)

Umgekehrt beweisen wir durch InduktiofPH Ep. Firp = 0gilt A°’H = C =
Eo = Eo. Sei nunAPH © E, undZ € APH sowieé € H. Nach Induktionsannahme
ist = 3, (Pep. AuBerdemist = 3 £! je;. Definieren wirZ, undé, als die endlichen
Ausschnitte dieser Summéiber alleP mit |P| < n beziehungsweiséber allej mit
[jl < n, sogiltlim, = £ und lim&, = £ Dann konvergiert auct, A &, gegent A &
in AP*IH. Auf der anderen Seite sind die Produkte &, = (3" éPep) A (X" Elg) =
>" P&l (ep A €)) Elemente vorEp,;. Da nach (4.6)§p+1 im Hausdoff-RaumAH
enthalten ist und die Folge dort konvergiert, muss der Lighest auch schon in
der Vervollsandigungép+1 von Ep,; liegen. Ein allgemeines Element vaxf*H
ist eine Summe solcher Produkte\ £ und daher auch iépﬂ enthalten. Damit ist
die Induktion beendet. Benutzen wir nun dieses Ergeldfild © E,, so erhalten

WiIr
AH = @ApH C @Epc =
p p
weshalb schlieBlich auchH C E., gilt. O

4.3 Bemerkung. Die auftretenden Limiten sind zu verstehen als Grenzwerte
beZiglich der Konvergenz im Netz der endlichen Teilmengen.
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Unter dem Fockraum sei hier immer die Vervdlistigung deiaul3eren Algebra
ilberH, @ H_ verstanden.

4.2 Holomorphe Schnitte im dualen Determinantenkindel

In diesem Abschnitt geben wir einen Beweis des folgenden Hauptsatzes dieser Ar-
beit durch eine explizite Konstruktion von Schnitten.

4.4 Theorem. Es gibt eine Einbettung
@ : A(H, @ H_) = O(Gry(H), Det) (4.7)

des Fockraumes in den Raum der holomorphen Schnitte im dualen Determinan-
tenbiindel Uber der Hilbert-Schmidt-GrassmannsaBesiH) zur Orthogonalzerle-
gung H= H, @ H_. Das Bild dieser Einbettung ist der dichte Unterraum

O(A(H, ® H.)) = OX(Gry(H), Det?), (4.8)

der Bergmannraum der quadratintegrierbaren holomorphen Schnitte bezuglich ei-
nes geeigneten Mal3es daif,(H).

4.5 Bemerkung. Nach Pickrell [6] schagt die naheliegende Definition fehl, ein
inneres Produkt durch Integratidgrber die lokalen inneren Produk#e’ des her-
miteschen Bndels Dét zu erhalten. Er konstruiert statt dessen eine Familie von
Zylindermal3emnus, so dass das innere Produkt, gegeben durch

¢¢/
|pol?
mit dem von der Einbettund induzierten inneren Produldbereinstimmt. Dabei ist

#o der in (4.3) angegebene holomorphe Schnitt vorf CR¢Ziglich dieses MaRes

ist die Quadratintegrierbarkeit im Theorem zu verstehen. Dieses Resultat soll hier
nur zitiert werden.

(Plo’) = dus,

Wir wenden uns nun der Konstruktion der EinbettWngu. Nach Korollar 4.2 ist
eine Orthonormalbasis des Fockrau@, @ H_) gegeben durch die Vektoren
€ro = €p A €q fUr endliche Indexmenge natirlicher Zahlen und endliche Men-
genQ negativer ganzer Zahlen. Um die Notation éingiger zu machen, schreiben
wir Z, fur N undZ_ fur Z \ N. Dann indiziertZ, gerade die Basis voHl.. Wir
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wollen ® definieren, indem wir zu jedem dieser Vektoren, das heil3t zu jeder die-
ser IndexmengeR und Q, einen holomorphen Schnitf? als dessen Bild unteb
angeben. Die Einbetturd fur ein allgemeines Elemeft Apoepq des Fockraumes

mit einerL2-Folge von Kodfizientendpq ist dann gegeben durch

q)(Z ApgerQ) 1= Z ApqPrq.
PQ PQ

die Fortsetzung im Sinn von Orthonormalbasen. Wie schon zuvor sind die Summa-
tionen und Konvergenzen bglich des Netzes der endlichen Teilmengen aufzufas-
sen.

Um durch dieses Verfahren eine lineare Einbettung zu erhaltéssen allerdings

zwei Bedingungen eillt sein. Erstens ist dazu notwendig, dass die Schugiite

als ein Orthonormalsystem @(Gr,(H), Def’) aufgefasst werdentkinen. Da der
gesamte Schnittraum keine wmé Struktur tagt und das Bild voi® mit dem indu-
zierten inneren Produkt ausgestattet sein soll, heil3t das nur, dass die zu konstruie-
renden Schnitte”? als Bild der Basis linear unakhgig sind.

Zweitens niissen auch die unendlichen Summen, die im Erzeugnis der Orthonor-
malbasis entstehen, holomorph sein. Interpretieren wir nach Bemerkung 4.5 die
konstruierten Schnitte als Elemente eines Bergmannraumes, so ist klar, dass die
Reihen weiterhin holomorph sind, da die holomorphen FunktionénA @&ine abge-
schlossene Unteralgebra bilden [3, Seite 364]. Allerdings gilt diese Aussaga nur f
endlich-dimensionale &ime, weshalb die Limiten nur schwach holomorph sind,
das heif3t auf endlich-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten holomorph. Ob un-
endliche Summen von Schnittefi? auch im starken Sinn holomorph sind, also
komplex diferenzierbar bdmlich der Banachmetriken auf Daind Ge(H), muss

hier eine dfene Frage bleiben.

Wir beginnen mit der Konstruktion einer Funktigfi® e O(G,C) zu endlichen
MengenP c N undQ c Z \ N, die dann einen Schnitt*? induziert. Die Idee

ist, in der Komponenta(g) eines Gruppenelementgse G die Zeilen, die durch

P indiziert werden, auszutauschen gegen die d@dhdizierten Zeilen aus der
Komponente. Dieser Prozess soll durch eine lineare Transfornt8fteschrieben
werden. Wir werden sehen, da88g dann ein Element vo&° ist, auf welches der
schon gefundene Schnity aus (4.3) angewendet werden kann, so dass schlief3lich

¢ = deta(tg)

sein wird.
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Um den Operata? zu beschreiben, definieren wir eine entsprechende Umordnung
der ganzen Zahlen

(Niez = (Z-\Q, P; Q, Z, \ P). (4.9)
Dabei sollen die Mengenelemente jeweils in ihreriniathen Reihenfolge auf-
gezhlt werden, und zwar so, dass hinter dem Semikolon in der Mitte der Index
0 steht. Bezeichnen wir mf und g die Machtigkeiten vorP beziehungsweis®,
so heif3t das zum Beispiah = minQ, n_; = maxP undngq = min(Z, \ P). Formal
exakt ware,n; furi > 0 festzulegen durch die Beziehu@= {no,...,Ng1} und
Z, \ P ={ng,Ng.1, ...} sowie der Forderung;, < nj,;.

Als wichtige Kennzeichnung der Meng&wund Q definieren wir
di=p-q (4.10)

Abweichend von detiblichen Konvention mal = —co wollen wir maxP = -1
setzen, fall$ leer ist — was dieselbe Funktion @lit, die folgenden Formeln jedoch
kiirzer formulierendsst. Entsprechend sei nfn= 0, wennQ leer sein sollte.

4.6 Lemma. Isti > rpg := maxP —d oderi<minQ+d, sogiltn=1i+d.
Beweis. Sei zuersQ leer, alsagq = 0. Nach Konstruktion haben witifi € Z, stets
n =i+ p, sobald > maxP- pist. Und wenn wir eine beliebige Menggeinfugen,

ergibt das eine entgegengerichtete Verschiebung.udas heil3ty =i + p—qfalls
i > maxP — p + qist, also die Behauptung. O

Sei nuntP der Operator aufl mit den Matrixeintagen
PQ\i . N
(tF9) = (4.11)

in Zeilei und Spaltg beziglich der Orthonormalbases. Dabei bezeichnen wir mit
&, das Kronecker-Symbol.

Proposition. Der Operator £9s gehort zu &. Insbesondere gilt
tPeGY ¢ G°.
Beweis.Es ist ("2'tP); = ¥ 6indni = 6 und dahert” unitar. Damit ist das

Produktt”Ps? invertierbar. Die Matrix des Shiftoperatos$ ist gegeben durch die
Eintrage §"); = 6/, = 6. Wir berechnen damit

(7o), = > opot = o7y (4.12)
k
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Nach Lemma 4.6 istiir Indizesi von grof3em Betrag immet, = i + d. Die Matri-
xeintrage des Produktes sind also weit oben und uéitén= ¢;, so dass die Matrix
nur in endlich vielen Zeilen von der Einheitsmatrix abweicht. Als invertierbarer
Operator vom Typ & ¥ getort t"Os daher zuG°.

Daraus folgt die letzte Behauptung, da die ElementeGuon der Forms’g sind
mit g € G°. Multiplikation mit tPQ ergibt demnach”(sg) = (tPOs?)g € G°GP =
G°. O

Wir kdnnen also eine Funktiaff’? auf G definieren, indem wiriir g € G¢
#7(g) := deta(tg) (4.13)
setzen und sie auf den anderen Komponenten als konstant null definieren.

4.7 Bemerkung. Die FunktionengP? entsprechen in der einségigen Literatur
den verallgemeinerten ®tker-Koordinatems mit S := N'\ PU Q. Man vergleiche
etwa [7, Seiten 110, 115], [6] oder [5]. Dort wird der in Proposition 2.29 beschrie-
bene Zugang benutzt und eine sogenanntasside Basis eines Unterraumas
bestimmt als ein Isomorphismus: Hs — W, wobeiHs zur Orthonormalbasis der
von S indizierten Basis-Vektoren géht. Die Plicker-Koordinaters ist dann fir
zulassige Basen definiert als

ms(W) = det(pg ow),

wobei pg die orthogonale Projektion ats bezeichnet. Eine zabsige Basisv
entspricht hier der ersten Matrixsp fge des transformierten Operatdf&g. Und

die Projektion pg findet sich dann genau in der Auswahl der Komponeméeder.

4.8 Bemerkung. Nach Definition stimmtiir die leeren MengeR und Q die Funk-
tion P2 mit ¢, aus (4.3)iberein. Aligemeiner isp"Q = (tPQ)*(¢o). Das heilt iir
geG

$"(g) = o(t"9).

Gleiches qilt fir die induzierten Schnitte.

Wir haben nun zu zeigen, dass die FunktionB® erstensaquivariant sind untek,
zweitens holomorph und drittens linear unabgig inOk (G, C). Die beiden letzten
Eigenschaften sind eigentliciirfdie induzierten Schnitte nachzuweisen, was aber
wegen Satz 1.28quivalent ist.
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Fur die erste Eigenschaftoknen wir uns nach der obigen Bemerkung 4.8 auf
die schon geleistete Arbeit bej berufen. Denn es gib"(gk) = ¢o(t"°gk) =
deta(k)¢o(t"g) = deta(k)$"(g).

Wir zeigen nun zuerst die dritte Eigenschatft, die lineare Uaafblgkeit. Diese ist
eine direkte Konsequenz aus folgendem

4.9 Lemma. Fur zwei Paare von Indexmengen@und P, Q' gilt

TPQ 1PQYy _ P'Q

") = 6ng -
Hierbei seiégg entsprechend dem Kronecker-Symbol definiert als 1 oder 0, je
nachdem ob die gestrichenen Indexmengen mit den ungestrichbasinstimmen
oder nicht.

Beweis. Es ist (PUtPY), = Zéﬂ{éﬁj = &1 und daher gilt auch? (t°Q") =
deta(tPQt"Q) = de((éﬂﬂ)i,jeN). Dieser Term verschwindet, wenn in der Matrix
Nullzeilen stehen, das heil3t, wenfy # ny. Nun stimmt abeiny = QUN \ P
genau dann mit, Gberein, wenrQ = Q undP = P’ ist. Im Fall der Gleichheit
erhalt man aul3erdem die Determinante der Einheitsmatrix, also 1. Il

Es bleibt die zweite Eigenschaft nachzuweisen, die Holomorphie. Wir haben die
holomorphe Funktion

I1(H,)— C, a — exptrlog(1+ a) = det(1+ )

auf dem linearen Raum der Spurklasse-Operataf@&hist nun die Verkettung die-

3 — a mit Operatornorm kleiner 1, einer
Translation um-1 und der Multiplikation mit”? in der komplexen Liegrupp@é:

ser Funktion mit der Projektio(ff:l

g~ tP9g - a(t"g) — 1 - deta(t"g).

Das gilt auf derd-Komponente. Auf den anderen verschwindet die Funktion. Und
da es sich um Zusammenhangskomponenten handeif9sind damit schlieRlich
der Schnitip”? auf ganzG holomorph.

Der Beweis des Theorems ist damit abgeschlossen. Waohten nun die lokale
Darstellung der Schnittg¢”? angeben. Dies wird noch einmal deutlicher ihre Holo-
morphie zeigen, da dabei nur die Determinante eémelicherMatrix-Ausschnittes
ubrigbleibt.
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SeienP und Q gegeben und sei € Z ihre charakteristische Berenz|P| — |Q|. Da

die trivialisierenden Mengen in unserem Fall zugleich Kartengebiete sind, wollen
wir direkt die Verkriiffung der lokalen Darstellung/,® mit der Kartenumkehrung
berechnen und auch diese mif® bezeichnen:

PQ
U, ———C

/

To(H,, H)

z

Weil au3erdem die Kartengebiete dicht in den einzelnen Komponenten liegen, be-
schianken wir uns auf die Untersuchung der Standardk&tel,, H_) in Gr3(H) =

G°/K, genauer auf ihre Translation durehin die d-KomponenteG?/K. Man be-

achte, dass diese Translation nach der Wahl der Orthonormalbasis zu Beginn der
Schnittkonstruktion kanonisch geworden ist. Die Umkehrungddganslatierten

Karte lautet nun

Z sdgz:sd(i :?)

auf 7»(H,, H_). Kiirzen wir noch mitry den Schnittry = & - o 0 s ab. Dann
wissen wir bereits aus Proposition 1.30, dasdie lokale Darstellung gilt:

#TA'gK) = kyy (S0)67Us"0). (4.14)

Nach (1.12) istk,,(s’g,) = k,(Q,). Da es sich hier um di&-Operation auf
C handelt, haben wir die Determinante deKomponente dieses Ausdrucks zu
bilden. Diesea-Komponente stimmt nach (2.26) mit derjenigen vonselbst
Ubereinstimmt, ist also 1. Es bleibt also nur der zweite Faktor in (4.14) und wir
erhalten

¢F9(2) = deta(t"?g,).

Wir haben als@(t"?s%g,) zu bestimmen. Schreiben wir das Prodifs? als Matrix
(i 3) so wird diese@-Komponentea+ bz Die Eintrage vora+bzsind nach (4.12)
furi, | € Z, gegeben als

(@+hb2)| =67+ Z sz

keZ_

Ist nunn; > d, so verschwindet der hintere Summand, da tlber negativek
summiert wird. Genauso verschwindet der vordere Summand im umgekehrten Fall
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n < d. AuBerdem sei an die Beobachtung im Beweis zu Proposition 4.2 erinnert,
dass @ir grof3e Indizes nuré?i‘d = 6ij ubrigbleibt. Die Grenze ist nach Lemma 4.6
gegeben durchpg = maxP — d. Das bedeutet, dass+ bz selbst wieder in eine

Blockmatrix
- o)
a+bz=
* A
zerfallt mit einer endlichen Matrixx vom Rangrpq. Wir haben also die lokale
Darstellung des Schnitts reduziert auf die endliche Determinante uled wollen
nun nocha in zausdiicken. Seien dazu

R:= {O,...,rpQ},

) (4.15)
S={ieR:n>d].

Dann knnen wir die Matrixx beschreiben durch
ns—d
a= R s
wobei €, die Matrix bezeichne, die durch Auswahl der dutcimdizierten Zeilen
und der durchl indizierten Spalten der Einheitsmatrix vom Ragg entsteht. Ana-

log werden in der unterenaffte entsprechende Zeilen und (dieselben) Spalten von
zausgevahlt. Durch eine Permutation der Spalten karsthliel3lich auf die Form

R\S—
* \(ns—d)

gebracht werden. In der obereralfte kommen die Zeilems — d vor. Um eine
Einheitsmatrix als Block zu erzeugeniissen die Spalten mit derselben Indexmen-
ge auf die linke Seite verschoben werden. Digigen bilden die rechte Seite, wo

in der oberen Hlfte jetzt nur noch Nullen vorkommen. Das sind die angegebenen
SpaltenR\ (ns — d). Damit gelangen wir schlief3lich zu folgendem Ergebnis.

4.10 Satz.Ein SchnittpP? hat unter der Identifikation von lokal trivialem Bereich
und Kartengebiet die holomorphe lokale Darstellung

$00(2) = = delzye ? ) (4.16)

auf der Komponente vom Typ=d|P| — |Q|. Dabei ist g die Matrix mit den Zeilen
| und Spalten J von z. R enthalt die IndiZ®s. .,rpqg = maxP —d und S deren
Auswahl i, so dass;k d ist.
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Beweis.Wir haben nur noch zu zeigen, dass diese Funktion holomorph ist. Einer-
seits ist die Determinante hier endlich und daher als Polynom holomorph. Andere-
seits ist auch die Abbildung — Z, holomorph: Sie ist linear und besémkt und
damit schon stetig. Um das zu sehen, schreiben wir wir%derpI o zo jy mitder
orthogonalen Projektiop, auf das Hilbert-Erzeugnid, und entsprechend der Ein-
bettungj, von H; in H. Da Hilbert-Schmidt-ldeale Norm-ldeale sind [8], ist dann
||z'J||2 < |Ilpllllisllal, < 12l,, weil Projektion und Einbettung die Operatornorm 1
haben (oder 0, falls beziehungsweisé leer sind). Daher ist die Operatornorm von
z— Z; durch 1 besclémkt. O
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5 Operatoren

Urspiiinglich war die Idee der Themenstellung dieser Arbeit, eine explizite Formel
fur denDirac-Operatorin der bekannten Gestalt

D=0+0" (5.1)

im Kontext der holomorphen Schnitte zu finden. Um genau zu séinnte der
Dirac-Operator eine solche Summe eines geeignetiitenAbleitungsoperators

auf den Punkten (einer Karte) der Grassmannschen sein. Zwar besteht dabei das
Problem, dass es sich um holomorphe Schnitte handelt und dahé@zierator

nur trivial operieren wrde. Doch bestand die Vermutung, dass dies durch die
Dualbildung ausgeglichen wird, die eng mit der komplexen Konjugation zusam-
menkangt. Eine solche Formel findet Wiesbrock in [12, Abschnitt 8]. Esen

nur die dort in physikalischen Bedfien angegebenen Summanden genauer zu be-
stimmen. Allerdings beschreibt diese Formel nicht den Dirac-Operator, sondern
einen vorahnlichem Typ auf den sogenannten Geist-Fermionen. Diese werden ein-
gefuhrt, um die unphysikalischen Freiheitsgrade eines mathematischen Modells zu
absorbieren.

Grundstzlich ist jedoch nicht klar, inwiefern man einen Dirac-Operator auf dem
Fockraum und dann auf den holomorphen Schnittealerer Dirac-Operator lebt

auf Spinoren. Und um die Zusammemge zu verstehen,ate wie im endlich-
dimensionalen Fall ein SpinoreniBdel zu konstruieren, nur auf der unendlich-
dimensionalen Grassmannschen. Dies erfordert eine Verallgemeinerung der Spi-
noren-Konstruktion, da die restringierte orthogonale GruPp@) keine Dop-
peluberlagerung mehr besitzt, die als Spin-Gruppe fungieren kann [5]. Eine solche
verallgemeinerte Konstruktion eines SpinoreiBels liegt jedoch aul3erhalb des
Rahmens dieser Arbeit.

So wollen wir uns hier darauf besémken, einen ersten Schritt in die Richtung der
urspiinglichen interessanten Idee anzudeuten und anhand der erzielten Ergebnisse
einen Ausblick auf die weiteren dfjlichkeiten zu geben, die die Resultate bieten.

Trotz des ungeldrten Zusammenhangs zwischen dem Dirac-Operator und dem
Fockraum kann man sofort sehen, dass dieser jedenfalls in einer engen Verbin-
dung mit dem Dirac-Operator steht. Der Fockraum ode&digere Algebra ist eine
wichtige Darstellung der Qliord-Algebra. Die Clitord-Algebra wiederum enéit



72 5 OPERATOREN

die Spin-Gruppe, die Strukturgruppe des gesuchten Spindieddds, auf dessen
Fasern der Dirac-Operator wirken wird.

Betrachten wir daher zuerst Operatoren direkt auf dem Fockraum. So spielen die
Erzeugungsund Vernichtungsoperatorein den bisherigen Untersuchungen und
Ergebnissen eine wesentliche Rolle bei der Beschreibung des Dirac-Operators oder
seiner Entsprechung auf den Ghost-Fermionen. Gleiches gilt aualreftere Ope-
ratoren, etwa vom Hamilton-Typ. Man vergleiche dazu vor allem [12], Abschnitt 8.
Diese Formeln bleiben gRtenteils algebraisch. Demgegéer bietet die im vor-
angegangenen Kapitel konstruierte Einbettung in den Raunb@dieolomorphen
Def’-Schnitte eine Bicke zu eineanalytischerBeschreibung.

Die Erzeugerb® und Vernichterb werden wietiblich definiert durch Multiplika-
tion und Kontraktion. Zu Bercksichtigen ist allerdings die Zerlegung véhin
H, @ H_, welche auf zwei getrennte Definitionen jedes der beiden Operatizinen f
- am leichtesten auf der Orthonormalbasis. So haben wir zum Beispideh Er-
zeugungsoperatdr undme N

b*(m)er = en A e = gmup (5.2)

in dem Fall, das$ nicht m enthalt, sonst null. In dieser Form sehen wir, dass die
Wirkung der Erzeuger und analog der Vernichter genau zu der Strukturierung der
angegebenen Einbettung

€ NEg ¢PQ
passt. Eine Transformierte(m)ep A € getdrt zu dem holomorphen Schnitt' @,
wobei P" und Q' die alten Indexmengen seien mit der einzigenaviglerung der
Aufnahme vorman der passenden Stelle.isbereits inP U Q enthalten, so setzen
wir P und Q’ leer. Um herauszufinden, welche Wirkung der Erzeuger in der For-
mulierung der Schnitte statt der Produkte hat, haben wir nun zu untersuchen, wie
sich¢™? und¢P? unterscheiden. Dazu beobachten wir folgenden Zusammenhang,
der auf der Definition der Schnitte af§?(g) = deta(t”?g) mit einem Permutati-
onsoperatot™® beruht. Es gilt

b*(M)¢™ = (tp ') (479) (5.3)

mittod = ("7 <. Denn wir haber” ? (g) = ¢°Y((t*)~t”?g). Diese Formel

ist aber noch nicht ausreichend, da die Funktipyi och von den Indexmengen
P, Q ihres Arguments aldngt. Moglicherweise bietet stattdessen die lokale Dar-
stellungg’? der Schnitte aus (4.16) einen Zugang zu einer Beschreibung, die nur
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von m abhangt und nicht den Mengédn und Q. Allerdings wird das aufgrund der
diffizilen Formel

—d
$00(2) = = delzme? ) (5.4)
sehr schnell kompliziert. Wir wollen ein Beispiel vatren.

SeiP c N, so das# nichtm = 0 entlalt. Sei aul3erderd = 0, alsoP und Q gleich
grof3. Dann erhalten wir mit den obigen Bezeichnungen zuerst

d=1=d+1
Damit ist
' =rpg =maxP’ —d =maxP-d-1=rpg-1=r-1
Fur die Berechnung vo8 uberlegen wir anhand des Bildes (4.9) der Umordnung
n,
(ni)iEZ = (Z— \ Qa P1 Q’ Z+ \ P)7 (55)

dassn/ < d = 1 genau dann gilt, wenn < g := |Q| ist. Fir n; heil3t das hin-
gegenn; < 0 = d. Also ist die gestrichene Bedingungef < d’ aquivalent zur
ungestrichenen und daher

S=S={q,...,rf und R\S=R\S ={0,...,q-1}.
Nun ist
Npg —d=Q-1=(rs-d)-1

und weiln, =1 =r - 1list, giltng, —d" = (ns — d) \ {r — 1}, so dass wir erhalten
R\ (ng —d)=R\{r-1}\ ((ns —d) \ {r - 1}) = R\ (ns — d).

Durch die gestrichenen Indexmengen werden also die gleichen Spalteausn
gewahlt, aber die um-1 verschobenen Zeilen.UF diese Situation wirkt also
b*(m)¢PQ lokal wie ¢PQ o s mit dem Shiftoperatos auf der zugrundeliegenden
Basis.

Vielleicht ist jedoch aufgefallen, dass viele déiberlegungen oder Rechenschritte
ausschlieBlich in diesem Spezialfall anwendbar waren und 8itig verandern mit
nur einer kleinen Abwandlung der Ausgangslage.

A priori lasst sich feststellen, dass mindesteakeFan den folgenden Grenzlinien
unterschieden werdenimsen:m € N, m € P, m < maxP und wahrscheinlich
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d > m. Da sie sichiberlagern, kann es auch dadurch noch zu weiteren Fallunter-
scheidungen kommen, bevor mam janze Gruppen solcher Situationen einheitli-
che Aussageiiber die Wirkung der Erzeuger oder Vernichteffiea kann.

Allerdings — und das kann man vielleicht erahnen, wenn man das Beispiel noch
einmal auf Verallgemeinerungen der gleichen Argumentatidggichkeiten in ver-
schiedenen Situationdiberpiift: Es kbnnte sein, dass viele dieser Fallunterschei-
dungen sich gegenseitig aufheben oder dass die Formeln selbst verschiedene Aus-
gangspositionen nivellieren. Etwasnliches passierte schon im Beispiel, als sich
herausstellte, dass die Bedingunger: d undn/ < d” aquivalent wurden, obwohl

die einzelnen Objekte sich sehr wohl unterscheiden.

Dennoch scheint mir dies nicht ein zu vielversprechender Weg zu sein, um eine
Formel fur die Wirkung der Erzeuger und Vernichter auf den Schnitten zu erlan-
gen, auch wenn die lokalen Beschreibungen in gewisser Weise die Objekte, die sie
beschreiben, greifbar oder verstehbar werden lassen. Die lokale Darsteumig k
auch ritzlich sein, eine Idee oder fertige Formel zu verifizieren. Bsrite aus
verschiedenen @nden sein, dass eine Formel auf den Schnitten eine Art Laplace-
Summe ergibt, die sich dann als Entwicklung einer Determinante interpretieren las-
sen lonnte.

Diese Wege scheinen nicht recht eine Gaedzum Punkt einer Gleichung der an-
fangs genannten Form
D=0+

fur einen Fermionen-Operator vom Dirac-Typ zu sein. Vielleicht ist der Umweg
Uber den Fockraum auch gar nictitrggtig oder btig. Dabei ware sowieso eine ge-
naue Beschreibung déblichen Dirac-Strukturen notwendig: des Spinori@miels

und der Clitordalgebra. Dies bietet sich an auf der Basis der hier gebrachten
Ausarbeitungen allgemeineiiBdelstrukturen und der relevanten Hilbert-Schmidt-
restringierten Mannigfaltigkeiten und Gruppen.
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