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Zusammenfassung

In dieser Vortragsausarbeitung wird die Lagrange-Funktion fiir den Fermionen-
Part hergeleitet und gezeigt, wie deren Minima auf die Materie-Feldgleichung
D1y = 0 fithren. Um aber den Dirac-Operator J) definieren zu kénnen, benétigt
man erst einmal mehrere algebraische Konzepte, die vorher eingefiithrt werden.

So besteht ein erster Abschnitt aus der Konstruktion und Untersuchung der al-
lem zugrunde liegenden Clifford-Algebra, die die Eigenschaft hat, alle vorkommen-
den Objekte als Elemente zu enthalten, ndmlich Skalare, Vektoren und Gruppen-
Elemente der Clifford-Gruppen, denen der zweite Abschnitt gewidmet ist. Hier
geht es darum, die Spin-Gruppe als universelle Uberlagerungsgruppe der speziel-
len (pseudo-)orthogonalen Gruppe zu erkennen, zumindest in den interessierenden
Fillen von euklidischer Metrik und Minkowski-Signatur. Diese zweiblittrige Uber-
lagerung fiihrt im dritten Abschnitt auf den Begriff der Spinordarstellung oder
zweiwertigen SO-Darstellung, die fiir gerade Dimensionen als sogenannte Dirac-
Darstellung immer gegeben ist. Damit hat man dann alle Hilfsmittel zusammen,
um den Dirac-Operator auf dem darstellungstragenden Spinorenraum zu definie-
ren, genauer auf den spinorwertigen Funktionen iiber einer Mannigfaltigkeit, die
dazu eine Spin-Struktur tragen muss. Erst nach all diesen Vorarbeiten kann dann
im vierten Abschnitt die oben genannte Dirac-Aktion behandelt werden.
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2 1 CLIFFORD-ALGEBRA

1 Clifford-Algebra

1.1 Einleitung

Sei V ein Vektorraum der Dimension n iiber K = R oder C, ausgestattet mit einer
nicht-ausgearteten symmetrischen Bilinearform ¢ : V xV — K.

Die Clifford-Algebra Cl(V, q) soll die durch V erzeugte unitale K-Algebra sein, so dass
vxv = q(v,v)1 Vv eV,

wobei x das Produkt auf C/(V,q) bezeichne und 1 dessen neutrales Element, das wir
auch oft weglassen wollen. Diese Bedingung ist nach Polarisationsformel dquivalent zu

vxw + wxv = 2q(v,w) Yo,w € V.

Beziiglich einer ¢g-Orthonormalbasis e!, ..., e" von V erhilt man die ebenfalls dquiva-
lente Formulierung dieser Clifford-Eigenschaft

e'xe! = —e!xe' und e'xe' =q¢" Vi#j,

wo mit ¢V := g(e’,e’) = :i:é; die Metrikkoeflizienten bezeichnet seien. Im reellen Fall
seien sie iiberdies nach Vorzeichen geordnet durch

i +1, O
(q J) =1,:= < 0 _18> )

wo bei r+s = n mit r — s die Signatur von g angegeben sei. Durch Umsortieren mittels
dieser Beziehung ergibt sich

Cl(V,q) = { Z vil,_ikeilx cexelk Viy..ip € K}

1< <-<ip<n

:{ZmeI : vIEK},

ICN

wenn man kurz el fiir e''x .- xe’ schreibt, falls I = {iy,...,iz} C {1,...,n} = N
und i1 < - -+ < 4. Insbesondere ist

dim C¢(V, q) < 2",

und die folgende explizite Konstruktion der Clifford-Algebra wird Gleichheit zeigen.

1.2 Konstruktion der Clifford-Algebra

Es sei weiterhin e!,...,e" eine Orthonormalbasis von V und ¢ = g(e?,e’). P(N)
bezeichne die Potenzmenge von N = {1,...,n}.

Definition (Clifford-Algebra).
Cl(V,q) = K(P(N)) = KPW)
Vektorraum ber K mit Basis P(N), genauer mit Basis {el I e P(N)}, wobei

P(N) = KFPWN) T — el el(J):= 6l
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1

Wir definieren das Produkt auf Basiselementen, etwa e!xe”, und sonst durch Bilinea-

ritdt. Dazu bezeichne
I+J=I\JUJ\I=1UJ\ InJ

die symmetrische Differenz fiir I, J C N und

+1 i<y
=
A S

das vollstéindig antisymmetrische e-Symbol fiir 4,5 € N.

Definition (Clifford-Produkt).

O'(I,J) = H €ij H qkk ==1

iel,jed  kelnJ
elxe! .= o(I,J)elt/.

Proposition. Das so auf CU(V, q) definierte Produkt ist assoziativ.

Beweis. Seil,J, K C N und xj: N — Zy die charakteristische Funktion von I. Wegen

1+1=01inZy ist xr4+7 = x1 + X, alS0 X (141K = X1 + XJ + XK = X14+(J+K) und
damit

I+))+ K=1I+(J+K).
AuBlerdem gilt fiir das Vorzeichen

cd+1K)= ] em J] o

hel+J, k€K le(I+J)NJ

= H Ein H gijqllHqu

icl,keK  jeJkeK  leInK  leJNK
=o(I,K)o(J,K)
und analog
ol,J+K)=0(l,J)o(I,K).
Zusammen ergibt sich

(BIXGJ)XeK I+J><6K

(L, J)
o(I,J)o(I + J, K)eU+DN+K
I,J)

Il
Q

(&

)

=o(I,J)o(I, K)o (J, K)e! T/ K
= el x(e!xel).
O
Bemerkung. €’ =1, denn e?xe! = o(0, I)e?! = el = el xel.
Proposition. e!xe’ = (—1)HIIVI=1I0JleT el
Beweis. o(J,1) = [[ejicijo(I,J) = (—=1)HII=I0lg(1 ). O

Proposition. Das Produkt x erfillt die Clifford-Bedingung und Cl(V,q) ist beziiglich
dieses Clifford-Produkts von V erzeugt.
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Beweis. Durch die Einbettung V 3 € — el € CF erhélt man
eixed = o({i}, {j}elH T} = g;eltd} = —¢j;el00} = el xel
fiir ¢ # j und
eixe’ = o ({i}, {i})elH i = gl
Also ist x tatséchlich ein Clifford-Produkt auf C/(V, ¢). Und wegen

el =eliu.xet, T={ij<---<ip}

ist C¢(V, q) auch beziiglich x von V' erzeugt. O

Bemerkung. Bei obiger Konstruktion wurde nicht wirklich benétigt, dass ¢ nicht-
ausgeartet sein sollte. Lasst man also auch ausgeartete Bilinearformen ¢ zu, so erhélt
man in dem Extremfall ¢ = 0 die Grassmann-Algebra,

AV = CU(V,0).

Bemerkung. Alternativ und abstrakter ergibt sich die Clifford-Algebra iiber einem
Vektorraum V' mit Bilinearform ¢ auch als Quotient

aW)=1V)/1V)

aus der Tensoralgebra T(V) = >, ., T"(V) und dem Ideal I(V) := T(V)(v ® v —
q(v,v))T(V), also dem beidseitigen Ideal, das von Tensoren der Form v ® v — g(v,v)
erzeugt wird. Das Clifford-Produkt ist dann einfach das induzierte Produkt der Quoti-
entenalgebra, das heiffit das reprisentantenweise gebildete Tensorprodukt. Dieser An-
satz ist zum Beispiel in [LM] durchgefiihrt.

1.3 Klassifikation von Clifford-Algebren

Als Standardbezeichnung fithrt man fiir n = r + s ein
Cl(r,s) == CU(R", q,.5),
wobei ¢, die Standardmetrik auf R" mit Signatur » — s bezeichne, das heifit
T n
qr.s(v,w) = vt 1, sw= Zviwi — Z V;W;.
i=1 i=r+1
Mit K(n) sei dariiber hinaus die Menge der nxn-Matrizen iiber K benannt.

Satz. Fine vollstindige Klassifikation von Cl(r,s) ergibt sich aus der Tabelle

L » [ v J2] 3 [a] 5 |6] 7 [ 8]
cm,0) [Rer [REQ) | @) [HE) |[HE) eHE) |HA) C(8) R(16)
co,n) | © H |HoH | HQ) C(4) R(8) | R(8) & R(8) | R(16)

( (
( (

sowte aus den Fortsetzungsidentitdten

Cl(r +8,0) = Cl(r,0) ® CL(8,0)
Cr(0, s + 8) = CL(0, s) ® CL(0,8)

und dem Fillmechanismus

Clr+1,s+1)=Cl(r,s) @ Cl(1,1)
Cr(1,1) 2 R(2).
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Zur Herleitung der Tabelle berechnet man Cl(r, s) fiir 7 + s = n < 2 direkt und zeigt
und benutzt die beiden Gleichnungen
Cl(n+2,0) = Cl0,n) ® C¥(2,0)
Cl(0,n +2) = Cl(n,0) ® C¥(0,2)
sowie die Beziehungen
K(n) @x K(m) = K(nm)
R(n) @r K 2 K(n
Cor H=C(2)
Hor H = R(4).

Insgesamt erhélt man also folgende Tabelle mit Cl(r, s) im Feld (r, s), wobei abkiirzend
2K(n) := K(n) ® K(n) die Algebra mit komponentenweisem Produkt sein soll.

o [ v [ 2 [ 3 [ 4 [ 5 [ 6 [ 7 |
o] ® C H oM | m©2) | c@) | R@E) | 2RrR(@®)
1] 2r | R@ | c | mE) | 282 | BHEW) | cB) | RO6)
o R@ [2r@) | R@) | c@) | BHE@ |2m@) | HE) | CO6)
sl c@ | rR@ [2r@ | R®) | c®) | HE) | 2H(®) | Ha6)
4l mH2) | c@) | r@E) [2rE) | RO6) | ca6) | m@6) | 2H(16)
5[ 2m@) | m@) | c®) | Ra6) | 2R16) | RB2) | C(32) | H(32)
6| m@) |[2m@) | HE) [ cas) | RGB2) | 2R(B32) | R64) | C(64)
7 o) | mE) [2me) | mas) | c32) | Re64) | 2R(64) | R(128)

Die Klassifikation der komplexen Clifford-Algebren fillt erheblich einfacher aus, da
iiber C alle symmetrischen Bilinearformen #quivalent sind.

CrC(n) := CUC") = Cl(r,s) ® C.
Satz. Die komplexen Clifford-Algebren lassen sich rekursiv berechnen mit
Cr(n +2) = Cr%(n) @c CrC(2)
und den Startwerten
ccoy=c, oty =cac
Crt(2) = C(2).

Insgesamt kann man den Klassifikationssidtzen entnehmen, wann die Clifford-Algebren
einfach Matrizen-Algebren sind. Einen Isomorphismus

7 CUK™) — K(2"?)

hat man ndmlich genau fiir » — s = 0 oder 2 mod 8, genannt Majorana-Darstellung,
und im Komplexen fiir alle geraden n, hier genannt Dirac-Darstellung. In beiden Fillen
heifit das Bild der Standardbasis

v =(e)) € K(n)

~v-Matrizen, die fiir » = 1 tiblicherweise mit 0,...,n — 1 indiziert werden wegen der
separaten Zeitdimension. Aulerdem hat man als Standardbezeichnung

75 = (€)= (el xet) =71,

was aber bei hheren Dimensionen nicht mit den y-Matrizen zu verwechseln ist.
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1.4 Zerlegung in geraden und ungeraden Anteil

Lemma. Sei ¢ eine Symmetrie auf einem Vektorraum V', das heifst
¢ :V =V linear, ¢ =id.

Dann wird V' durch die beiden Projektoren Py = %(id + cp) i deren Bilder Vi :=
P,V zerlegt,
V=V,pV_.

Beweis. Wegen ¢? = id erhilt man durch Ausmultiplizieren
P!=P, und P,P.=0=P_P,.

Da auflerdem P, + P_ = id ist, ergibt sich V' = P,V + P_V. Bleibt zu zeigen, dass
der Durchschnitt V4 N V_ trivial ist. Da Py Projektionen sind, gilt fiir v € Vi jeweils
v = Prv, denn mit v = Prw, w € V geeignet, ist Prv = Piw = Piw = v. Also ergibt
sich fiir v € V4 NV_ bereits v = Pyv = Py P_v = 0. O

Um damit eine Zerlegung der Clifford-Algebra zu gewinnen, braucht man also eine
Symmetrie auf C/(V, q).
Definition. o

@ CUV,q) — CUV.q), p(e') = el := (1)l
Diese Konjugation ist einfach die Fortsetzung der Zuordnung v = —v fiir v € V auf
ganz CU(V, q).
Da ¢ tatséchlich Symmetrie ist, hat man nun eine Zerlegung der Clifford-Algebra

Cl(V,q) = Ul (V,q) & C_(V,q)

in geraden und ungeraden Anteil. Die Bezeichnung rechtfertigt sich aus folgender Be-
obachtung.

Bemerkung.

Cly(V,q) ={ Z vrel :wp e K}
|I] gerade

und analog fiir C/_(V,q). Oder anders ausgedriickt muss fiir vix---xv € Cly(V,q)
mit v; € V bereits k gerade bzw. ungerade sein.

2 Clifford-Gruppen

2.1 Einleitung

Definition. Wir definieren nun die Pin- und Spin-Gruppe als multiplikative Gruppen
in der Clifford-Algebra, ndamlich als

Pin(V,q) := {uix - xug : uj €V, q(uj,u;) = £1}
und
Spin(V, q) :=Pin(V,q) N Cly(V,q) = {uix -~ xuy € Pin(V,q) : k gerade}.
Wir wollen zeigen, dass Spin(V,q) in den relevanten Féllen von euklidischer Metrik

und Minkowski-Metrik die universelle Uberlagerungsgruppe von SO(V,q) ist. Daher
ist von nun an nur noch ein reeller Vektorraum V von Interesse.
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2.2 Orthogonale Darstellung der Clifford-Gruppen

Es bezeichne CU(V,q)* = G(CI(V,q)) die Gruppe der invertierbaren Elemente der
Clifford-Algebra und Ad die abgewandelte adjungierte Operation

CU(V,q)* x CU(V,q) — CU(V,q), (g.c) — Ady(c) == gxexg .
Bemerkung. Auf den V C C/(V, q) invariant lassenden Elementen
G(V.q) == {g € CAUV.q)* : Ady(V) =V}
induziert Ad eine Darstellung auf V', und zwar eine orthogonale,
Ad:G(V,q) = O(V,q), g — Ad,.
Beweis. Ad ist Homomrphismus, das heif3t Avdgx h= A\ag o Avdh, denn
Avdgxhv = g><h><v><g><7h_1 = gxhxvxﬁ_lxg_l = Avdgﬂihv.

Und da fiir g € G(V,¢) mit v,w € V auch Higv,g(/igw € V sind, gilt

q(A\(/igv,Xagw) = ;‘:agvxgagw = —f(dngiﬁgw

= —g><v><§_1><g><w><§_1 = —gx@xg_lxgxwxg_l
— Grvxuwxg™ = q(v,w)7xg " = q(v, w),
so dass /1?19 tatsdchlich orthogonal ist. O

Proposition. Fir u € V mit q(u,u) # 0 ist Xau bis auf Vorzeichen eine Spiegelung
auf V,

Ady(v) = v — Q(u’v)u:'s v
Ad,(v) = zq(u’u) :su(v),

insbesondere also u € G(V, q).

Su(v)

Beweis. Da uxu = q(u,u) und q(u,u) # 0 sein soll, ist u invertierbar und u=! =
q(u,u)"'u. AuBerdem hat man damit dann

q(u,v)
q(u,u)

Su(V)xu = vxu — 2 uxu = vxu — 2q(u,v) = —uxv

und daher
5u(v) = —uxvxu"t = uxvxu ! = Adyw.

O]

An der letzten Zeile kann man auch den Grund fiir die Abwandlung von Ad auf Ad
erkennen.

Die Homomrphismus-Eigenschaft aus der ersten Proposition, angewandt auf ein Ele-

ment uyx - - - xuy € Pin(V, g), liefert mit dem zweiten Resultat das

Korollar.
Pin(V,q) C G(V,q).
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Die somit erhaltene Darstellung Ad : Pin(V, q) — O(V, q) ist sogar surjektiv, da nach
Cartan-Dieudonné jede g-orthogonale Matrix Produkt von Spiegelungen ist,

O(V,q) = {su, 0... 084, : uj €V, q(uj,u;) #0, k <n},
und da wegen s, = s, Vit € R* sogar gilt
O\V,q) = {sul 0...058y, :uj €V, qluj,uj) ==l k< n}

Allerdings ist fiir n > 3 Ad nicht injektiv, sondern eine zweibldttrige Uberlagerung.
Um das zu sehen, ist nun ker Ad zu berechnen.

Lemma. Firj e N und I C N ist

_ _elvel

- e'xel jel

I I —

exe{€I i ‘ .
xel, &l

(D) (=)H=tel el jeT

Beweis. efxel = (—1)leixel = . .
xet = (1)elx (DM (—D)lel el j&T

Lemma. Seia € CUV,q). Gilt fiir v €V stets axv = vxa, so ist bereits a € R.

Beweis. Sei a = are! und j € N. Dann ist nach vorigem Lemma axe’ = ¢/ xa, das
heifit

Zale"xej + Zalelxej = — ZaIeIxej + ZGJCIXe‘j

I>j 1%j I>j I%j

und somit } /. a re’xel = 0. Und da e’ invertierbar ist, verschwindet bereits >, ;a rel
und damit auch alle a; mit I 3 j, da die ! linear unabhingig sind. Weil aber j beliebig
war, muss dann a; = 0 sein fiir alle T # (). Also ist

a:a@e®:a@1:a@eR.

O]

Bevor wir damit ker Ad endgiiltig berechnen kénnen, brauchen wir — auch fiir spéter
noch — ein weiteres Hilfsmittel, eine Art Normabbildung.

Definition. Die lineare Transposition auf der Clifford-Algebra sei auf den Basisele-
menten definiert durch

(et == (—=1)™e!, wobei |I| =2m + ¢ und € € 2.
Bemerkung. (1) 1'=1und o' = firv e V.

(2) Die Transposition (-)! ist ein Antihomomorphismus, das heiit (axb)! = b'xal fiir
a,be ClV,q).

3) Aus (1) und (2) hat man fiir v; € V dann (vix - - xvg)! = vpx - - - xv1.
(3) (1) (2) i ( )

(4) Die Transposition vertauscht mit der Konjugation, & = ¢t fiir ¢ € C/(V, q), was
man sofort aus der Definition abliest.
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Beweis von (2). Einerseits hat man
(e‘])tx(el)t _ (_1)m]+m1€JX€I _ (_1)m[+mJ+|IHJ\—|IﬁJ|€IXeJ

und andererseits
(elxe)t =o(I, ) (!t = (=1)™a (I, J)e! T = (—=1)™el xe’,
wobei hier my, m; und m gegeben seien durch

om 4 e = |T+J] = |I| + || — 2|1 N J]
=2m[+6[+2m‘]+8‘]*2uﬂ<]|
=2(mr+my—|INJ|)+er+ey,

woraus man durch Fallunterscheidung fiir ey und ey m = my+my +erey — [I N J|
erhilt, was aber modulo 2 dquivalent ist zu m; + my + |I||J| — [I N J|, so dass die
beiden Seiten iibereinstimmen. ]

Definition. Auf der Clifford-Algebra definieren wir nun die sogenannte Norm
N :Cl(V,q) — C(V,q), c— N(c) := ¢ xc.

Bemerkung. N soll die durch ¢ auf V' induzierte Norm verallgemeinern. Genauer hat
man fiirveV
N(w) = —vxv = —q(v,v).

AuBlerdem ist N(1) =1 und N eine stetige Abbildung.

Proposition. FEingeschrankt auf G(V,q) ist N : G(V,q) — R* ein Homomorphismus.
Beweis. Sei g € G(V,q). Dann ist fiir v € V auch gxvxg~' € V und also
gxoxg ' = (gxoxg ) = (g") ' xuxg".
Multiplikation mit g von rechts und g* von links ergibt
N(g)xv =g'xg v = vxg'xg = vxgixg = vxN(g).

Das zentrale Lemma zuvor liefert dann N(g) € R, und da g invertierbar ist, hat man
sogar N(g) € R*.

Daraus ergibt sich dann auch leicht die Homomorphismus-Eigenschaft, denn

N(gxh) = g><7ht><g><h = Etxgtxg h
= 1'xN(g)xh = N(g)h' xh = N(g)N(h).

Korollar. N(Pin(V,q)) C {£1}.

Beweis. N(ujx---xug) = N(up)...N(ug) = £q(ui,uy)...q(ug, ug) = +1. O

Satz. -
ker(Pin(V, q)) 2% O(V, q)) = +1.
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Beweis. Nach dem schon benutzten Lemma ist fiir g € ker Ad wieder g € R* und
daher auch g2 = gxg = N(g) = £1, also g = 1.

Jetzt ist noch zu zeigen, dass +1 € Pin(V, q) ist. Da ¢ nicht ausgeartet sein soll, gibt es
u € V mit ¢(u,u) = 1 oder —1. Dann sind auch 1 = uxu und —1 = —uxu = (—u)xu
Elemente von Pin(V, q), bzw. umgekehrt. O

Die bisher gewonnene Situation lésst sich in der kurzen exakten Sequenz

1 — +1 — Pin(V,q) 2% O(V,q) — 1

zusammenfassen.

Da man aber eigentlich an der Spin-Gruppe interessiert ist, stellt sich die Frage, wie
sich das Ergebnis auf diese Situation iibertrigt.

Satz. Ad bildet die Spin-Gruppe auf die spezielle (pseudo-)orthogonale Gruppe ab und
die Sequenz

1 — +1 — Spin(V, q) 2% SO(V,q) — 1

ist exakt.

Beweis. Zuerst ist festzuhalten, dass fiir Spiegelungen s, mit v € V' immer det(s,) =
—1 ist, was leicht einzusehen ist, wenn man eine Basis us, . . ., u, von u’ wihlt. Denn
dann ist s,(u) = —u und s,(u;) = u; fur j = 2,...,n. Damit gilt dann fiir ¢ =
upx -+ - xug € Spin(V, q)

det(Avdg) = det(sy; 0...08y,) = det(sy,)...det(sy,) = (=1)F =1,

da k ja gerade sein muss. Also ist tatsdchlich Xa(Spin(V, q)) € SO(V,q). Genauso ist
wegen det(s,) = —1 natiirlich auch jedes SO-Element Produkt einer geraden Anzahl

von Spiegelungen, also die Sequenz an der Stelle Ad exakt. Mit gleichem Argument
wie bei der Pin-Gruppe ist weiterhin auch +1 € Spin(V, q). O

2.3 Die Clifford-Gruppen als Lie-Gruppen

Um Spin(V, q) als Uberlagerungsgruppe von SO(V, ¢) erkennen zu konnen, wollen wir
nun zeigen, dass es sich tiberhaupt um Lie-Gruppen handelt. Der wesentliche Schritt
dazu ist eine alternative Beschreibung von Pin(V, ¢), um die Abgschlossenheit ablesen
zu kénnen.

Satz.
Pin(V, q) = {g €G(V,q) : N(g) = il}.

Beweis. Da Pin(V,q) C N~!(%£1) bereits gezeigt wurde, ist nun noch fiir g € G(V, q)
mit N(g) = £1 eine Darstellung g = uqx - - - xuy, zu finden mit u; € V und ¢(uj,u;) =
+1. Wie wir bereits wissen, ist Avdg € O(V,q) und lisst sich daher als Produkt von
Spiegelungen schreiben,

Ry = s, 0050, = Adu, 0. 0 Adu, = Adusxus,
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wobei die u; € V so gewidhlt werden konnen, dass g(uj,u;) = £1 ist. Da Ad Ho-

momorphismus ist, hat man dann A\ag—lxulx...mk = id, und nach dem schon mehr-
fach angewandten Lemma ist damit ¢ 'xuix --- xuy reell oder anders ausgedriickt
g = auix - xup mit o € R. Weil aber auflerdem gelten sollte

+1 = N(g) = a®N(u1)...N(u) = +a?,
ist sogar e = 41 und daher schliellich

g = Fupx- - xup = (—uy)xugx - - - xu € Pin(V, q).

Korollar. Die Clifford-Gruppen Pin(V, q) und Spin(V, q) sind Lie-Gruppen.

Beweis. CU(V,q)* ist als Gruppe der invertierbaren Elemente offen in C/(V,q) und
also Lie-Gruppe. Diese enthilt als abgeschlossene Untergruppe G(V, q), welche daher
auch Lie-Gruppe ist, und in analogem Schluss ist dann ebenfalls Pin(V, q) Lie-Gruppe,
niamlich abgeschlossen in G(V, q), wie der vorangehende Satz zeigt.

Dann ist aber Spin(V, q) = Pin(V, ¢) N Cl4+(V, q) C C¢(V,q)* abgeschlossen und somit
Lie-Gruppe. O

2.4 Die Lie-Algebra der Spin-Gruppe

Als kleinen Einschub auf dem Weg, die universelle Uberlagerung von SO(V,q) zu
bestimmen, soll hier erst noch die zugehorige Lie-Algebra

spin(V, q) = Lie(Spin(V, q)) = T1 Spin(V, q)

berechnet werden. Nach Definition stimmt Ad auf ganz Cl(V, q) mit Ad iiberein, also
auch auf der Spin-Gruppe. Da in dem Diagramm

Spin(V.q) —= SO(V.q)

exp T T exp

spin(V,q) —— s0(V.q)
a

die drei oberen Abbildungen lokal Homomorphismen sind, insbesondere nahe 1, wer-
den natiirlich die beiden Lie-Algebren durch den induzierten Homomorphismus a0
isomorph aufeinander abgebildet. Die Abbildung konkret auszurechnen wird auch im
weiteren sehr niitzlich sein.

Zuerst geben wir eine Basis von spin(V,q) an. Sei dazu i < j festgehalten. Um zwei
Fille simultan behandeln zu kénnen, schreiben wir abkiirzend

cos bzw. sin gl = +1
cbzw. s := ] T )
cosh bzw. sinh ¢%¢/7 = —1

wobei daran erinnert sei, dass ¢*/ = q(e, ¢’) die Metrikkoeffizienten beziiglich der Or-
thonormalbasis e, ..., e" von V bezeichnet, welche auflerdem nach Vorzeichen sortiert
sein soll, also (qij ) =1, . Dann definiert

gt := c(t) + s(t)e' xe?
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eine Ein-Parameter-Kurve in Spin(V, ¢), denn die Spin-Gruppe enthilt offensichtlich

(@ c(t)e + s(t)e')x (c(t)e? — ¢ s(t)e’)

c(t)? — ( )s(t)ed xet + s(t)c(t)exe! — ¢'q s(t)*
c(t)? — q"qP s(t)? + 2c(t)s(t)e xel

c(2t) + s(2t)elxel = go.

Die letzte Gleichung ist einfach eines der Additionstheoreme fiir die trigonometrischen
bzw. die hyperbolischen Funktionen. Ahnlich sieht man

g7t = c(t) — s(t)e'xe,
denn Multiplikation ergibt (c + se‘xe’)x(c — sexel) = ¢ — s%e’xelxelxel = ¢ +
digiis? = 1.
Nun hat man fiir g; und g, !

d d o o
%‘095&1 = %‘O(C(t) + s(t)e'xe’) = te'xe’.

Also sind die Elemente e’xe’ fiir i < j in der Lie-Algebra spin(V, ¢) enthalten. Sie sind
tiberdies linear unabhéngig, und es wird sich zeigen, dass sie eine Basis bilden, da sie
bijektiv auf eine Basis von so(V,q) abgebildet werden:

d
Adg,(v) = dt\ (gexvxg; ")

ab(e ><e]) ;lt|
= (S lgg0)xveag™ + goxvx (]0™)

= e'xel xvx1 — 1xvxe'xel

= elxel xv — (Zq(ei, v) — eixv) xel

= e'xel xv — 2q(e', v)el + eix(2q(ej, v) — ejxv)
=2q(e?,v)e’ — 2q(e’,v)e’

— Q(q].]v]el — q“/vle-]) — 2 . 1T,S’U‘

Dabei stehe die 1 an der Stelle (7, j) der Matrix und die —1 bei (j,4). Bezeichnet man
das Produkt aus dieser Matrix und 1, s mit e; ;, so hat man also

ad(e'xe?) = 2e; jv.

Die Matrizen e; ; mit 4 < j bilden eine Basis von so(V, q), wie kurz berechnet werden
soll.
SO(r,s) = {a € GL(n) : al,sa" = 1,,, deta = 1}.
Wegen
d
7 ‘0 det (exp(ta)) = tr(a)

und

d * *
dt‘ (exp(ta)lr,s exp(ta)) =al, 1, + 1,1, 0" = al, s + (al, )



2.5 Die Spin-Gruppe als universelle SO-Uberlagerung 13

ist
so(r,s) = {a € R(n) : al, s+ (al,)*},

was die Behauptung zeigt, da eine Basis von so(n {a € R(n) : ata* =0, tr(a) = 0}
durch obige Matrizen gegeben ist.

Die Abbildung e‘xe’ Avd(eixej ) = 2e; ; hat sich also als injektiv erwiesen, so dass
wegen gleicher Dimension n(n — 1)/2 der beiden Algebren die Produkte e‘xe’ eine
Basis von spin(V, g) bilden,

spin(V, q) = Rle'xe? : i < j).

2.5 Die Spin-Gruppe als universelle SO-Uberlagerung

Nun hat man also Spin(V,q) als 2:1-Uberlagerungsgruppe von SO(V, q) beschrieben.
Von Interesse ist aber eigentlich die universelle Uberlagerungsgruppe der Eichgrup-
pe SO(V,q). Nach der allgemeinen Theorie ist die universelle Uberlagerungsgruppe
die eindeutig bestimmte einfach zusammenhiingende Uberlagerungsgruppe. Fiir den
1-Zusammenhang muss man sich nun auf Zusammenhangskomponenten beschrinken,
hier auf die Zusammenhangskomponente der 1, da sie ja weiterhin Gruppe sein soll.
Weil auflerdem im folgenden nur noch die Signatur der Metrik ¢ eine Rolle spielt,
vernachléssigen wir die genaue Struktur V' und ¢ und schreiben ab jetzt Spin(r,s),
SO(r, s) etc.

Satz. Die kurze Sequenz

1 — +1 — Spin(r, s)! Ad, SO(r,s)t — 1
ist fir alle r + s > 3 exakt.

Beweis. Wegen Stetigkeit ist klar, dass die 1-Komponente Spin(r, s)! unter Ad auf die
1-Komponente SO(r, s)! abgebildet wird. Zu zeigen ist also lediglich noch, dass in den
Fillen 7 + s > 3 auch wirklich —1 in der Zusammenhangskomponente Spin(r,s)! der
1 liegt. Genau diese Bedingung erlaubt es némlich i < j zu wihlen mit ¢*¢// = +1, so
dass nach vorigem Beweis die Kurve

gt = cos(t) + sin(t)e'xe’
ganz in Spin verlduft. Sie verbindet also 1 = gg mit g, = —1. O

Bemerkung. SO(n) ist zusammenhéngend, und SO(r, s) zerfillt in genau zwei Zu-
sammenhangskomponenten. Man hat

Spin(2,0) = SO(2) = Spin(0, 2),
Spin(1,1)* = SO(1,1)*.

Einfach zusammenhingend ist Spin(r, s)! allerdings nur im Fall 7 = 0 oder 7 = 1 und
auch nur fiir n = r + s > 3. Die Herleitung soll hier aber nur skizziert werden — unter
Verwendung topologischer Resultate. So ist wegen

m180(r, s)t =2 11.50(r) x 1 .SO(s)

fiir alle r, s € N [He] erst einmal m1.S0(n) zu berechnen.
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Proposition. Ist H T G eine abgeschlossene Untergruppe, so hat man eine lange
exakte Sequenz der Homotopiegruppen,

.o H - m,G — m,G/H — 7 iH ...
..—mH—->mG— mG/H — mgH — mG.

Beweisskizze. Dies ist ein Spezialfall der Fxaktheitseigenschaft der Homotopiegruppen.
Das heift, fiir {zo} < A< X st die Sequenz
.. — (A, ) LN (X, 20) ELN (X, A, xp) 9, Tn-1(A4,x9) — ... — mo(X, x0)

exakt. Um dies hier auf A := H und X := G anwenden zu kénnen, braucht man
aulerdem die Fuaserungseigenschaft der Homotopie, die besagt, dass fiir eine Faserung
f:X =Y und B CY mit A= f~Y(B) fiir n > 0 die induzierte Abbildung

fo i (X, A, 20) = ma(Y, B, f(z0))

ein Isomorphismus ist. Denn die Faserung p : G — G/H, die kanonische Projektion,
liefert
(G, H) = (G, H,e) = m,(G/H,{H},H) = m,(G/H),

was man in die Sequenz einsetzen kann, und zwar mittels der Homotopieeigenschaft,
wonach sogar fiir homotope Abbildungen f ~ g die induzierten Abbildungen f, = g.
iibereinstimmen, hier genauer j, = (poj).. Zur Homotopietheorie vergleiche [Hu]. [

Korollar. Firmn > 3 ist mSO(n) = Zs.

Beweis. Auf natiirliche Weise ist SO(n) T SO(n+ 1) abgeschlossene Untergruppe und
SO(n+1)/S0O(n) = S™.

AuBerdem ist m(S™) = 0 fiir k& < n, so dass fiir n > 3 nach Proposition das Sequenz-
Teilstiick
0 =mS" - mSO(n) - mSOn+1) - mS" =0

exakt ist, also
mSO(n) = mSO(n+1) f'ur n > 3.

Das Problem ist somit reduziert auf die Berechnung von 7;5O(3). Dafiir erhilt man
die Darstellung
SO(3)=S%/+1

aus der kurzen exakten Sequenz
1—>i1—>83£>50(3)—>1,

wobei Ad : §? x R3 — R3 die adjungierte Operation von S? auf Lie(S?) = R3 ist.
Genaueres in [Ch]. Damit bekommt man wieder mit der Proposition die exakte Sequenz

0=mS® = 1.50(3) — m(£1) — mS® =0,
also 7T150(3) = 7T0(:|:1) = ZQ. L]

Satz. Fiir n > 3 sind Spin(n) und Spin(1,n)! einfach zusammenhdingend.
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Beweis. Wie eben berechnet ist fir n > 3
7('180(1,%) = 7T1$O(1) X mSO(n) =0x ZQ = Zg,

da m.S0(1) = 71(1) = 0. Also hat man in beiden Féllen 71 (SO, 1) = Zs, so dass sich
die nach Proposition exakte Sequenz

m1(£1,1) — mi(Spin', 1) — m (SO, 1) — mo(+1)

einfach schreibt als

0 — 71 (Spint) — Zy — Zo,
weshalb bereits 7 (Spin') = 0 gelten muss, das heiBt Spin® einfach zusammenhiingend
ist. O

Damit haben wir nun tatsichlich fiir n > 3 Spin(n) bzw. Spin(1,n)! als universelle
Uberlagerungsgruppe von SO(n) bzw. SO(1,n)' gefunden.

3 Spinor-Darstellungen

3.1 Einleitung

Jede Darstellung v : SO(r, s)1 — GL(W) induziert eine Darstellung der Spin-Gruppe
durch Verkettung mit der Uberlagerungsabbildung, némlich v o Ad : Spin(r, s)t —
GL(W).

Definition. Eine Spinor-Darstellung oder zweiwertige Darstellung von SO(r,s)! soll
eine Spin(r, s)1-Darstellung sein, die nicht von einer SO(r, s)!-Darstellung induziert
15t.

Beispiel. Die Dirac- bzw. Majorana-Darstellung (Seite 5) eingeschrénkt auf die Spin-
Gruppe sind Spinor-Darstellungen,

Spin(K") - GL(2"/2,K).
Denn angenommen, es gibe 7' mit v = ' o Ad, so wire

—1= (1) =7 0 Ad(~1) = ¥(1) = 1.

3.2 Chiral-Spinoren

Also tragt der sogenannte Spinorenraum S = K2 eine Spinor-Darstellung. Aber
obwohl die Dirac-Darstellung auf C/(n) irreduzibel ist, wird sie bei Einschrinkung auf
Spin(n) reduzibel.

Proposition. Der Spinorenraum S zerfillt in zwei Spin(n)-invariante Unterrdume,
S=5,®5., 1S+C St Vge Spin(n).

Beweis. Mit der bereits eingefiihrten Matrix v5 = y(e?V) = y(elx - - - xe™) ist

% = 2N xe)
= (=1)" D2 (e . xelxelx - - xe™)

= (—1)nn=D/2Es = a1,



16 3 SPINOR-DARSTELLUNGEN

also (y/ays)? = 1. Nach dem Lemma aus Abschnitt 1.4 zerlegen dann die beiden
Projektoren Py := (1 4 \/ay5) den Spinorenraum in die Unterrdume Sy := PyS,

S=5,a5_.

Wegen eV = (—1)|N leN = eV ist nach der Eigenschaft des Clifford-Produktes von Seite

8 firi,7 € N

N N N

elxelxel = —efxeN xel = eNxelxel.
Also vertauscht eV mit allen geraden Clifford-Elementen, und fiir ¢ € Spin(V,q) C
Cl4(V,q) hat man

Y975 = (gxe™) = (e xg) = 157g-

Damit ist dann
1 1
VgS+ = Vg P+S = 579(1 +Vavys)S = 5(1 + Vays)v,S = PuS = Sy

Aulerdem sind Si echte Unterrdume von S, da v5 # 1 gilt, weil v Isomorphismus
ist. O

S+ heiflen rechts- bzw. linkshindige Chiral-Spinoren oder Weyl-Spinoren.

Bemerkung. Gleiches ist auch moglich fiir die reelle Majorana-Darstellung, wenn
n(n —1)/2 4+ s gerade ist. S1 heilen dann Majorana- Weyl-Spinoren. Diese existieren
also genau dann, wenn r — s = 0 ist.

Beweis. Nach den Klassifikationssdtzen gibt es eine Majorana-Darstellung genau fiir
r—s = 0 oder 2 mod 8. Tatséchlich ist im ersten Fall mit r—s = 8pr+s = 8p+2s =: 2¢
und daher n(n —1)/2+s=(r+s)(r+s—-1)/2+s=q(2¢q—1)+s =2 —qg+s =
—4p — s + s =5 0. Demgegeniiber ist der Ausdruck im zweiten Fall ungerade. Denn
dann ist r — s = 8p + 2, also r + s = 8p + 2 + 2s und damit n(n — 1)/2 + s =
Ap+1+s)B8p+2+2s—1)+s=2—s—1+s5=0. O

Beispiel. Fir r =s =1 ist

=t =i == (0 ) (0 )= %),

Bemerkung. Die universelle Uberlagerungsgruppe von GL,, hat nach Cartan (1938)
wieder nur GL-Darstellungen. Also gibt es keine Spinoren-Darstellung fiir die Einstein-
Eichgruppe GL4.

3.3 Die zugehorige Liealgebra-Darstellung

Satz. Darstellungen der Spin-Gruppe, die Finschrinkungen einer Darstellung v auf
der ganzen Clifford-Algebra sind, wie dies bei der Dirac- und Majorana-Darstellung
der Fall ist, haben als zugehirige Liealgebra-Darstellung v selbst. Genauer ist

—_—

7|Spin = ry‘win'

Man beachte, dass ja spin(r,s) = {e'xe’ : i < j) C Cl(r,s) war.
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Beweis. Mit den Ein-Parameter-Kurven g; = c(t) + s(t)e‘xe/ von zuvor ist

d

3(exed) = o) = lo(eld) + s(Er(eixel)) = y(eixed).

4 Dirac-Operator

4.1 Dirac-Operator auf offenen Mengen

Sei hier U C R eine offene Teilmenge und ¢ eine Metrik auf U mit Signatur r — s,
r+ s = n. Das heift, fir z € U ist ¢, eine Metrik auf T,U. Weiter sei e!,...,e"
eine Orthonormalbasis beziiglich der zu ¢ dualen Metrik ¢*. Das heif3t, punktweise ist
et(z),...,e"(z) ¢*-Orthonormalbasis von T:U.

Wir definieren Isometrien der Tangentialrdume auf den Standardraum R™®,
L : (TU,¢) = (R, q.5), €(z) — (0,...,0,1,0,...,0).
3

Uber R"* erhalten wir die Clifford-Algebra C¢(r, s) und darin die Spingruppe Spin(r, s),
die mittels der Spinor-Darstellung v auf S = c2? operiert.

Spinoren sind dann Formen ¢ € YS = A°(U, S), auf denen die Eichgruppe Y Spin(r, s)!
mit Elementen g operiert. Wir benétigen aulerdem einen Spin-Zusammenhang w €
AL(U, spin(r, 5)), der sich auch als Zusammenhang transformiert. Das heifit, dass unter
der zugehorigen Liealgebra-Darstellung 7 = v auf S gilt

V(W) = 197wy + g drg
Das iibersetzt sich in die Forderung
W' =gwg ! +gdg

wenn man die beiden Summanden auffasst als

d

(9W9_1>2:(U) = Adg, wz(v) = %‘O(Adgas (exp(tww(v)))),

also die auf der Liealgebra induzierte adjungierte Operation, und
(9dg™")o(v) = T, 1Ly, (Tog; ' (v).
Hier hat man die Abbildungskette

Tz,971 Tg_ngz
.U —— Tg;l Spin ——— T4 Spin = spin.

Unter dem Isomorphismus spin(r, s) = so(r,s) gilt mit A := Ady, = Ado(+yg) €
USO(r, s)) auBerdem
W' = AwA™" + AdATT,

Wie iiblich definiert man damit die covariante Ableitung eines Spinors v als

D := dip + v(w)y € AY(U, S).
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Bemerkung. Ist (¢/) die zu (e;) duale Basis, also e/ o ej = 5%, so gilt
Dy =3 (ie; D)e’
J
Beweis. Fiir beliebiges ¢ € A'(U, S) und v = > v¥e;, € T'(U,TU) ist
(2:(1'6J ) ZU o(ej) eJ (er) Zv olex) = p(v).
J
O

Mit den Gamma-Matrizen v* = v((0,...,0,1,0,...,0)) = v(I€'(x)) kommen wir nun
(2
zur zentralen

Definition (Dirac-Operator).
D AU, 8) = AU, S), P i=> 4, Dip.
J

Bemerkung. Beziiglich einer Zerlegung aus der vorigen Bemerkung kann man dies
auffassen als ein S-wertiges Skalarprodukt D¢ = ~ - D1, wobei hier ~ als Vektor mit
den Koeffizienten ¢ beziiglich (e) zu verstehen wiire.

Proposition. ) ist covariant unter der Eichgruppe YSpin(r, s)*.

Dann kann man némlich auf Mannigfaltigkeiten mittels dieser lokalen Definition den
Dirac-Operator J) zu einem globalen Objekt machen.

Beweis. Sei g € USpin(r, s)! Eichtransformation und A = Ad, € YSO(r,s)!, also
Ad,, ek(m) = Zj(A_l);?(x)Ixej(x). Wir transformieren nun ¢’ = 7,1 sowie e/’ =
>, Ale® und haben zu zeigen, dass Py = (ﬁ)z/))’ ist. Einerseits ist

6 - Z ek7 (1)
denn e”(RHS;) = >kl A};(A‘l)je (er) =Dk A}C(A_l);? = (A_lA)g- = 5; Und anderer-

seits hat man '
D (AT =yt (2)
J
da 'yg'yk’yg_l = y(gxeFxg1) = v(Ad, eF) = 'y(zk(A_l)L];Iej) = Zk(A_l)ffyj. Und weil
die innere Ableitung ¢ im Indexargument linear ist (3), ergibt sich mit diesen beiden

Formeln
Py = Z’ineg.D/ W Eg; Z Z zek’ygDzb

J

= (A ’ygzeszﬂ
ik

2 _ )

= 17", gt DY
k

=Yg Y _Yie, DY

&
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4.2 Dirac-Operator und Chiral-Spinoren

Proposition.
$S+ C S_ und JDS_ C S+.

Beweis. Zuerst beobachtet man, dass die Matrix s, die ja in der Projektion auf S1 die
wesentliche Rolle spielt, mit der covarianten Ableitung D vertauscht, denn D(vy51)) =
d(v51) + v (W) (151) = v5dip + v57(w) = 5 D1)p. Man beachte, dass 75 ja konstant ist.
Daraus folgt D(v5¢)) = >, Vie, D(y5¢) = > Yiysie; D = =501, und man erhilt

PPitp = 5(1 + ays)PPeyp = P3(1 F \Jays) Pty = PPy Pitp = POip = 0. Das
heiit aber gerade DS+ C S+. O

Bemerkung. Beziiglich der Zerlegung S = Sy & S_ hat man also

(0 @—)
lD - < n 0
mit )_ :lD’S_ S — Sy und Dy = lD|S+ 0S4 — S_. AuBerdem gilt bei positiv

definiter Metrik und verschwindender Torsion

Dy =D~

4.3 Dirac-Operator in Koordinaten

Wir wollen nun eine Koordinatendarstellung fiir den Dirac-Operator berechnen. Dazu
bilden wir zuerst unsere Orthonormalbasis e, ..., e™ mittels einer Transformation ¢ €

UGL,, ab auf eine holonome Basis dz', ..., dz",

el = Z ¢Ldm“.
n

Dann hat man fiir die duale Basis die Darstellung

B
ej = Z(¢_1)§8xy,

14

denn €’(RHS;) = D ¢L(¢*1);-’dx“(a%) =2, ¢L(¢*1)g = 5; Damit ergibt sich
D= "~lie, Dy = Z(Wl)?vji(i) (dv + y(w))
J Jw o

i A . 1 . 9
= S ) (5 i )+ X o)1)

a,b,u
=> (¢~ ((aiy) + % > wabwavb)%
v a,b

wobei nur iiber a # b summiert wird. Der Dirac-Operator J) ist also ein partieller
Differentialoperator erster Ordnung mit den nicht-konstanten Koeffizienten ((]5*1)3’4 und

Waby -

Beispiel. Fiir den Minkowski-Raum U = R'3 ist die kanonische holonome Basis
bereits orthonormal, denn dz’ = (0,...,0,1,0,...,0). Die Transformation ist also
7

trivial, ¢ = 1. Im Fall w = 0 hat man dann fiir den Dirac-Operator die Form

0
D = Z ’7“@1#
w
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Bemerkung. Ist w = 0, so ist der Dirac-Operator eine Quadratwurzel aus dem
d’Alembert-Operator,

D*p =0y

Beweis. Mit w = 0 hat man
0 0
2,0 — w_ v
Dy ZM:V T Zy:v Pk

_Z AV 0 0
a ’nyf)x“@x”

2

0
_Z( 633“ 2¢+27 i 8x“8x”¢

—Zq Qw— Oy.

Die gemischten Summanden in der vorletzten Zeile verschwinden dabei wegen der
Bedingung an das Clifford-Produkt, die unter v die Gleichung v#v" = —~”~+* ergibt.
O

5 Dirac-Aktion

Ziel der ganzen Konstruktion ist es, eine Lagrange-Dichte-Funktion £p : S — C zu
finden, deren Minima auf die Materie-Feldgleichungen fithren, also

Lp(y) minimal < Py =0,

oder anders ausgedriickt, die als Phasenraum ker]) ergibt. Dazu bendtigen wir ein
Skalarprodukt auf A°(U,S), das Spin(r, s)-invariant ist. U sei weiterhin eine offene
Teilmenge von R™ oder R"". Wir nehmen die Gamma-Matrizen als unitir an, was
immer moglich ist, da sich jede kompakte Liegruppe in eine geniigend grofie unitére
Gruppe einbetten lasst.

Definition. Fir i, x € S sei ein Skalarprodukt definiert durch

(W]x) = "X,
wobei fiir r =1 4% = ~(e%) war und fiir r = 0, wo die Indizes erst ab 1 gezihlt werden,
70 :=1 sei — man also das kanonische Skalarprodukt auf S = C2""* erhilt.

Dieses Skalarprodukt ist Spin(r, s)-invariant, denn in allen Féllen gilt mit den selbst-
adjungierten y-Matrizen (17|17 x) = ¢*7* %7y = £*97*970x = "1 = (Y[x).
Dabei ist zu beachten, dass die Clifford-Bedingung wie das Alternieren zuvor ebenso
V) = ¢ = £1 liefert.

Fiir Formen ¢,y € A%(U, S) ist dann (¢|x) € A%(U,C) eine Form, so dass man ein
Skalarprodukt auf A°(U, S) erhilt durch folgende

Definition.

W) = /U “(Wh).
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Damit kénnen wir nun die Dirac-Aktion beschreiben.

Definition (Dirac-Lagrange-Funktional).
Lp(w) = iipv) =1 [ xwlpv)
U

Wegen der Spin(r, s)-Invarianz von (-|-) ist £ wie gewiinscht invariant unter der Eich-
gruppe YSpin(r, s)*.

Satz. Die Minima, genauer die Extrema der Dirac-Aktion Ly sind gegeben durch die
Fermionen-Feldgleichung

Py =o.

Beweis. Lp(1) ist extremal, wenn die Ableitung ﬁp(d)) verschwindet. Das soll heiflen,
dass die Richtungsableitung in jede Richtung verschwindet, also fiir jedes y gilt:

1
0= ]}glo E(ﬁzp(?/) + hx) — Lp(¥))

= lim %(i(d} + hx Dy + hpx) — i lDpv))
=i lim (1) + (APY) + h(xIPx))

= i(PYIx) + (X))

= i((x[PY) + (xIPv))
= —2Im(x|Pv).

Diese Bedingung ist aber gerade #quivalent zu der gesuchten Gleichung Py =0. O
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