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3.2.1. Schatzer im Bernoulli-Modell

Beobachtungen: x,...x, € {0,1},

Modell: Realisierungen von Z.V.s. Xi,..., X, ~ Ber(p),
unabhangig.

Definition: Ein Schatzer T fir den Parameter p € [0, 1] ist eine
Abbildung T : {0,1}" — [0,1].
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3.2.1. Schatzer im Bernoulli-Modell

Beobachtungen: x,...x, € {0,1},

Modell: Realisierungen von Z.V.s. Xi,..., X, ~ Ber(p),
unabhangig.

Definition: Ein Schatzer T fir den Parameter p € [0, 1] ist eine
Abbildung T : {0,1}" — [0,1].

Bsp.:
@ Anteil der Erfolge:
T(X1,--eyXn) = Xy = % > k1 Xk-
@ T(x1,...,Xn) = Xx1.

o T(x1,...,xn) =1/2.

Genauer: T = T, abhangig von Beobachtungsanzahl.
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Maximum Likelihood

Herleiten von X, als Maximum Likelihood (ML) Schatzer .

Haben: Beobachtungsfolge xi,..., X,
Ist p € [0, 1] wahre Parameter, so Wahrscheinlichkeit

n

PP(Xl = X1, 7Xn = Xn) = H (pXk(]' - p)17Xk)7 pE [07 1]
k=1
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Maximum Likelihood

Herleiten von X, als Maximum Likelihood (ML) Schatzer .
Haben: Beobachtungsfolge xi,..., X,
Ist p € [0, 1] wahre Parameter, so Wahrscheinlichkeit

n

PP(Xl = X1, 7Xn = Xn) = H (pXk(]' - p)17Xk)7 pE [07 1]
k=1

Ansatz: Wahle Parameter p € [0, 1], der die Wahrscheinlichkeit
Pp(X1 = x1,..., Xy = xp), die Beobachtungsfolge zu erhalten,
maximiert.
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Maximum Likelihood

Betrachte fiir feste Beobachtungen xi, ..., x, als Funktion von p:

Likelihood Funktion
Ln(p):Pp(Xl =X1y..e s Xnp = Xn)s p e [0, 1]

ML Schéatzer: Maximalstelle von L,(p):

n

pML — argmax,Ln(p) = argmax, H (P(1— p)lfx").
k=1
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Maximum Likelihood

Betrachte fiir feste Beobachtungen xi, ..., x, als Funktion von p:

Likelihood Funktion
Ln(p):Pp(Xl =X1y..e s Xnp = Xn)s p e [0, 1]

ML Schéatzer: Maximalstelle von L,(p):

n

pML — argmax,Ln(p) = argmax, H (P(1— p)lfx").

k=1
Randfalle:
@ Sindxg=...=x,=0, soist ;A)ML:0.
@ Sindx; =...=x,=1,so0ist pM- =1,

@ Ist1 <) x;<n—1, soist pMt € (0,1).
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Log-Likelihood

Im folgenden: 1 < 3. x; < n—1, so dass pML e (0,1).
Aquivalent: Maximalstelle der Log-Likelihood Funktion:

Ly(p) = log (La(p))

n

= log ( I (1 - p)lka))

k=1

= Y log (p(1— p) )
k=1

= ) (xlog(p) + (1 — x¢) log(L — p)).

k=1
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Berechnung des ML Schatzers

1 o 1 .
OpLa(p) == 3 —7—— ) (1—x) =0.
P k=1 p k=1

Somit
n

(1 —p)Zxk —p(n— Zxk) =0
k=1 k=1
bzw.

n
E X, = np, also p = x,.
k=1
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Berechnung des ML Schatzers

1 o 1 .
OpLa(p) == 3 —7—— ) (1—x) =0.
P k=1 p k=1

Somit
n

(1 —p)Zxk —p(n— Zxk) =0
k=1 k=1
bzw.

n
E Xk = np, also p = X,.
k=1

Somit Maximum Likelihood Schatzer

'b/\/lL — )_(n.
Ist lokales (dann globales Maximum):

- n n
8g»cn(xn) =—— -

X, 1—Xx,
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3.2.2. Schatzgenauigkeit

Bemerkung: Fiir Schatzer T = T, und jedes feste p ist
T(X1,...,Xn) = To(X1,...,Xn) Zufallsvariable.

Fir p € [0,1] gibt T(X,...,X,) Informationen iber
Schatzgenauigkeit.
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3.2.2. Schatzgenauigkeit

Bemerkung: Fiir Schatzer T = T, und jedes feste p ist
T(X1,...,Xn) = To(X1,...,Xn) Zufallsvariable.

Fir p € [0,1] gibt T(X,...,X,) Informationen iber
Schatzgenauigkeit.

Notation: Ist p wahre Parameter, dann
@ P, W-keit bzgl. Ber(p) fiir X;,
@ E,: Erwartungswert bzgl. Ber(p) fiir X;.
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Erwartungstreue

Def.: Ein Schatzer T, fiir p heiBt erwartungstreu, falls fiir alle
p€[0,1]

EpTo(Xis- -, Xa) = p.

—: Schatze im Mittel richtig.

Hajo Holzmann Schatzen im Bernoulli Modell



Erwartungstreue

Def.: Ein Schatzer T, fiir p heiBt erwartungstreu, falls fiir alle
p€[0,1]

EpTo(Xis- -, Xa) = p.

—: Schatze im Mittel richtig.

Der ML-Schitzer X,, ist erwartungstreu:

_ 1
E,X, = EP(FZXk)
k=1

= EpX1 = p.
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Konsistenz

Def.: Eine Folge von Schatzern (T,) fiir p heiBt konsistent, falls
fir alle p € [0,1] und alle € > 0 gilt:

P,,(\T,,(Xl,...,xn)—p\ ze) ~0, n-— oo

—: Schatze fiir groBere Stichproben immer genauer.
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Konsistenz

Def.: Eine Folge von Schatzern (T,) fiir p heiBt konsistent, falls
fir alle p € [0,1] und alle € > 0 gilt:

P,,(\T,,(Xl,...,xn)—p\ ze) ~0, n-— oo

—: Schatze fiir groBere Stichproben immer genauer.

ML-Schatzer konsistent:

Nach schwachen Gesetz der groBen Zahlen

Po(|Xa—p|>€) 20, n— oo,
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Verteilung von Schatzern

Volle Information iiber Genauigkeit von Schatzer T:
Verteilung von T(Xi,...,X,) fur alle p € [0, 1].
Beispiel: Fiir alle p € [0, 1] gilt unter Pp:

n
nX, = ZXk ~ Bin(n, p).
k=1
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Verteilung von Schatzern

Volle Information iiber Genauigkeit von Schatzer T:
Verteilung von T(Xi,...,X,) fur alle p € [0, 1].
Beispiel: Fiir alle p € [0, 1] gilt unter Pp:

n
nX, = ZXk ~ Bin(n, p).
k=1

Haufig: Verteilung von T,(Xi,...,X,) unbekannt
— asymptotische Verteilung

Beispiel: Fiir alle p € (0,1), a < b gilt nach ZGWS

e f(f—” < 5)) = o(b) - 9(a).

)"

wobei ® Verteilungsfunktion von N(0, 1).
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3.2.3. Intervallschatzung, Konfidenzintervall

Aus (asymptotischer) Verteilung: Konfidenzintervalle
(Vertrauensintervalle).

Def.: Eine Intervallschdtzung fiir p € [0, 1] besteht aus zwei
Abbildungen L = L,,U = U, : {0,1}" — [0,1], L < U (also
L(x1,...,xn) < U(xa,...,xn) fir alle (x1,...,x,) € {0,1}". Das
zufallige Intervall

[Ln(Xiy...y Xn), Un(X1,. .., X0)]

heiBt dann Intervallschatzer.

Bem.: Die Intervallschdtzung [L(x1,...,Xn), U(x1,...,Xn)] sollte
den wahren Parameter mit groBer Wahrscheinlichkeit enthalten.
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Konfidenzniveau

Def.: Die Uberdeckungswahrscheinlichkeit einer
Intervallschatzung [La(x1,. .., Xn), Un(x1, ..., xn)] ist die
Wabhrscheinlichkeit

P, (p € [Ln(X1, -+, Xn), Un(X1, ... ,X,,)]).

(also eine Funktion des zugrundeliegenden Parameters p € [0, 1]).
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Konfidenzniveau

Def.: Die Uberdeckungswahrscheinlichkeit einer
Intervallschatzung [La(x1,. .., Xn), Un(x1, ..., xn)] ist die
Wabhrscheinlichkeit

P, (p € [Ln(X1, -+, Xn), Un(X1, ... ,X,,)]).

(also eine Funktion des zugrundeliegenden Parameters p € [0, 1]).

Das Konfidenzniveau einer Intervallschatzung ist die minimale
Uberdeckungswahrscheinlichkeit,

inf Py (p € [Ln(Xis ..., Xn), U,,(Xl,...,X,,)]).
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Konfidenzintervall

Def.: Eine Intervallschdtzung [Ln(x1,...,Xn), Un(x1,- .., Xn)]
heiBt Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « (fiir ein festes

a € [0,1]), falls die Intervallschatzung ein Konfidenzniveau

> 1 — « hat, falls also

Pp(p € [Ln(Xis ..., Xn), U,,(Xl,...,X,,)]) >1-a Vpel01]
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Konfidenzintervall

Def.: Eine Intervallschdtzung [Ln(x1,...,Xn), Un(x1,- .., Xn)]
heiBt Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « (fiir ein festes

a € [0,1]), falls die Intervallschatzung ein Konfidenzniveau

> 1 — « hat, falls also

Pp(p € [Ln(Xis ..., Xn), U,,(Xl,...,X,,)]) >1-a Vpel01]

Die Folge von Intervallschatzungen heiflt asymptotisches
Konfidenzintervall zum Niveau 1 — ¢, falls

lim Pp(pE [L,,(Xl,...,X,,),U,,(Xl,...,X,,)]> >1-a  VYpe(0,1).

n—oo

Bem.: Falls nicht nur asymptotisch, manchmal zur Betonung
exakt.
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Asymptotisches Konfidenzintervall

Fir « € [0, 1]: Ist go das a-Quantil von N(0, 1), so ist fir
€ (0,1)

X, —
Pp(_qla/zg\/_( 1 P Sql*‘3¢/2>_>1_04

p)"?

(asymptotische Verteilung von X, und qs = —q1-3). Es gilt

><|

-p
—q1—a/2 < \/E S di1—a/2
(P 1-p))"?
genau dann, wenn
s 2
n(Xn - P) < Czp(l - p), € =(qi—q/2: (1)
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Asymptotisches Konfidenzintervall

Gleichsetzen in (1)
— erhalte zwei Lsg. der quadratischen Gleichung
— in diesem Intervall gilt in (1) <, da fir p=0,1 gilt >.
Erhalte
n(X3 —2Xqp + p*) = *p(1 — p)

bzw.

( ks 2n)_(,,>2 _ (/4 + nX, — nX?)
2(n+c2)/ (n+ c?)?
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Asymptotisches Konfidenzintervall

Somit (mit ¢ = q;_q/2) fiir

L (X X) — c? 2n)_<n C(C2/4+n)_(n_ nxg)l/z
me T Yt ) (n+ c?)

) (X X ) i c? _|_2n)_(,, C(C2/4+ n)_(n _ nx3)1/2
n\Al,...,Ap - 2(n C2) (n C2)

gilt

nILn;OPp(pE [L,,(Xl,...,X,,),U,,(Xl,...,X,,)]> >1-a  Vpe(0,1).
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Vereinfachtes asymp. Konfidenzintervall

Kann zeigen: Fiir p € (0, 1) gilt auch

)_<n_p
Pol — qi—a/2 < Vn— - <Giap) 2 1l-a
p( 1-a/2 (Kol — X,,))l/z 1 /2)

Somit asymptotisches Konfidenzintervall
lim Pp<p € [Ln(X1,- .., Xn), U,,(Xl,...,X,,)]) Sl-a
n—oo

mit

Ln(Xla"'axn) = Xn \/— )

Un(Xla-'- 7Xn) = Xno+
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Planung der StichprobengroBe

Gegeben: Max. Lange e des Konfidenzintervalls
Bsp.: Meinungsforschungsinstitut fiir ja/nein: +/ — 2%.

Setze

< o \\1/2
¢ — qi—qa/2 (Xn(]- - Xn)) /
B Vn
und I6se nach n auf. Ersetze dabei X,(1 — X,) durch max. Wert
1/4:
- Jiap also 1 — q%fa/Z
- 2yn’ o 4e2
Bsp.: « = 0,05, dann q; /2 = 1,96, ¢ = 0,02, dann n = 2401.
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Exaktes Konfidenzintervall

Setze nX, = S, =: x : Anzahl der Erfolge.
Fiir alle p € (0,1) wahle

A(p) = {kl(p)a k/(P) + 17 R ku(p)} - {07 R n}
wobei kj(p) maximal mit

k[(p)—l n ) )

(§)oa-pr<are
= N
ky(p) minimal mit

> (Noa-pricen

j=ku(p)+1 M
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Exaktes Konfidenzintervall

Dann V p € (0,1)
Po(Sn € A(p)) = Pp(ki(p) < Sn < ku(p)) > 1 —a
Setze (S, = x)
I(x) = {p€(0,1): x€A(p)}

Dann
p € 1(x) & x € A(p),

somit
Po(pel(Sn)>1—a Vpe(0,1).

Also: I(S,) Konfidenzbereich fiir p.
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Verteilungsfunktion Binomialverteilung

Setze
n

F(x:p) = :0 (J.)p’(l —p)"

J
Verteilungsfunktion von Bin(n; p). Fir x € {1,...,n— 1} gelten

n!

p
Gi(p;x) = F(x;p) =1 — x'(n——x—l)|/0 t*(1 — t)”_x_l dt,

= Gi(p; x), stetig, streng monoton fallend in p,

n!

p
CEICET)] /0 et

= Gy(p; x) stetig, streng monoton wachsend in p,

Gp;x)=1—F(x—1;p) =
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[(x) ist Intervall

Setze
pu(x) = 67 (@/2:x).
Dann Gi(pu(x),x) = «/2 und

Vp<pux): Gi(p;x)=F(x;p)>a/2 = x> k(p).

Setze
pi(x) = G (/2 ).
Dann Gu(ps(x),x) = «/2 und

Vp>p(x): Gi(p;x)=F(x;p)>a/2 = x < kip).

Insgesamt

1(x) = (pi(), pul)).
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