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3.3.1. Parameter und Schatzer

Sei P C Mi(R) ein statistisches Modell.

Def: Ein k-dimensionaler Parameter von P ist eine Abbildung
v:P — Rk,

Hajo Holzmann Schitztheorie



3.3.1. Parameter und Schatzer

Sei P C Mi(R) ein statistisches Modell.

Def: Ein k-dimensionaler Parameter von P ist eine Abbildung
v:P — Rk,

Bsp.:

@ P = (Py)gco mit © C R¥ parametrisches Modell, so setze

v(Pg) = 0.
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3.3.1. Parameter und Schatzer

Sei P C Mi(R) ein statistisches Modell.

Def: Ein k-dimensionaler Parameter von P ist eine Abbildung
v:P — Rk,

Bsp.:

@ P = (Py)gco mit © C R¥ parametrisches Modell, so setze

v(Pg) = 0.

@ Enthalt P alle Verteilungen mit existierendem Erwartungswert,
P={PeMi(R), IstXZV.,X~P, soist Ep|X| < oo},

SO setze
v(P)=EpX, X ~P.
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Parameter

o P={PeMi(R), IstXZV. ,X~P, soist EpX?<
o0}, so setze

v(P) = (EpX,Varp X), X ~P.
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Parameter

o P={PeMi(R), IstXZV.,X~P, soist EpX?<
o0}, so setze

v(P) = (EpX,Varp X), X ~P.

o Ist P = M;(R) und x € R, so setze

7(P) = 7(Fp) = P((—00,x]) = Fp(x),

mit Fp Verteilungsfunktion von P.
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Parameter

o P={PeMi(R), IstXZV.,X~P, soist EpX?<
o0}, so setze

v(P) = (EpX,Varp X), X ~P.

o Ist P = M;(R) und x € R, so setze

7(P) = 7(Fp) = P((—00,x]) = Fp(x),

mit Fp Verteilungsfunktion von P.

e P ={P e M;(R), P absolut stetig, Dichte fp € C}(R)},
und ist x € R, so setze
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@ P C M;(R): statistisches Modell.
@ 7: k-dimensionaler Parameter von P.

@ Beobachte X; = x1,..., X, = x, uiv.,, Xj~ P €P.
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@ P C M;(R): statistisches Modell.
@ 7: k-dimensionaler Parameter von P.

@ Beobachte X1 = x1,..., X, = x, u.iv., Xj ~ P € P.
Def: Ein Schitzer T = T, von v ist eine Abbildung T : R” — Rk,
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@ P C M;(R): statistisches Modell.
@ 7: k-dimensionaler Parameter von P.
@ Beobachte X1 = x1,..., X, = x, u.iv., Xj ~ P € P.
Def: Ein Schitzer T = T, von v ist eine Abbildung T : R” — Rk,

Bsp.:
P={PeMi(R), IstXZV.,X~P,soistEp|X|< o0},
v(P) = EpX, wobei X ~ P, so setze

1< _
T(x1,. - 3%n) = Tp(x1,.-.,%n) = - Zxk = Xp.
k=1
Bem.: Dann ist T,(Xi,...,Xy) eine Z.V. fiir jedes P € P.

Hajo Holzmann Schitztheorie



3.3.2. Eigenschaften von Schatzern: Erwartungstreue

@ P C M;(R): statistisches Modell.

@ 7: l-dimensionaler Parameter von P.

@ Beobachte X; = x1,..., X, = x5 u.iv., Xi ~ P € P.
@ T =T,:R" — R Schatzer fir ~.
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3.3.2. Eigenschaften von Schatzern: Erwartungstreue

@ P C M;(R): statistisches Modell.

@ 7: l-dimensionaler Parameter von P.

@ Beobachte X; = x1,..., X, = x5 u.iv., Xi ~ P € P.
@ T =T,:R" — R Schatzer fir ~.

Def.: Der Schatzer T, heiBt erwartungstreu fir v, falls gilt

Ean(Xl,...,Xn) :’Y(P) VPeP.
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3.3.2. Eigenschaften von Schatzern: Erwartungstreue

@ P C M;(R): statistisches Modell.

@ 7: l-dimensionaler Parameter von P.

@ Beobachte X; = x1,..., X, = x5 u.iv., Xi ~ P € P.
@ T =T,:R" — R Schatzer fir ~.

Def.: Der Schatzer T, heiBt erwartungstreu fir v, falls gilt
Ean(Xl, e ,Xn) = ’Y(P) VPeP.

Bsp.: Ist v(P) = Ep(X), Ta(X1,...,Xp) =130 Xk = X, so
ist

1 n
Ep To(Xe,-- o, Xn) = = EpXy = EpXa = 7(P).
k=1
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Konsistenz

@ P C M;(R): statistisches Modell.

@ v: 1-dimensionaler Parameter von P.

@ Beobachte X; = x1,..., X, = x5 u.iv., Xi ~ P € P.
@ T,:R" — R: Schatzfolge fiir .
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Konsistenz

@ P C M;(R): statistisches Modell.

@ v: 1-dimensionaler Parameter von P.

@ Beobachte X; = x1,..., X, = x5 u.iv., Xi ~ P € P.
@ T,:R" — R: Schatzfolge fiir .

Def.: Eine Folge von Schatzern (T,) fiir y heiBt konsistent, falls
fir alle e >0, P € P gilt

Pp(‘T,,(Xl,...,X,,) —W(P)‘ > e) =0, n— oco.
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Bsp.: Konsistenz

Bsp.:
P={PecMi(R), IstXZV.,X~P,soist EpX?< occ},

’Y(P) = EPX7 Tn(X17 s 7Xn) = Xm

so ist fur allee >0, P € P,
PP(‘)_(,,—EPX‘ 26) —0, n— oo

nach schwachem Gesetz der groBen Zahlen.
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Verteilung von Schatzern

@ Verteilung von T,(X,...,X,) haufig nicht explizit bekannt.
o Ist Tp(Xi,...,X,) konsistent fiir y(P), so gilt oftmals
VPeP, a<hb,
To(X1,. ., Xn) —v(P)
(T, P)

Pp (a < < b) — o(b) — ®(a)

mit o(T,, P) > 0.

— T, ist asymptotisch normalverteilt.
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Verteilung von Schatzern

@ Verteilung von T,(X,...,X,) haufig nicht explizit bekannt.
o Ist Tp(Xi,...,X,) konsistent fiir y(P), so gilt oftmals
VPeP, a<hb,
To(X1,. ., Xn) —v(P)
(T, P)

Pp (a < < b) — o(b) — ®(a)

mit o(T,, P) > 0.
— T, ist asymptotisch normalverteilt.

@ Bsp: Ist
P={PcMi(R), IstXZV.,X~P, soist EpX?< 0o},

so gilt nach ZGWS
X, — EpX1
P < ———

P(a - O'p(Xl)
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3.3.3. Bsp. fiir Schatzer

Varianzschatzung. Sei

P = {PecMy(R), IstXZV.,X~P, soist EpX?< 00},
’Y(P) = Varle.

Varianzschatzer
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3.3.3. Bsp. fiir Schatzer

Varianzschatzung. Sei

P {Pe Mi(R), IstXZV.,X~ P, soist EpX?< 00},
’Y(P) = Varle.

Varianzschatzer

Eigenschaften

@ erwartungstreu: EpS2 =Varp X
(beachte Normierung mit 1/(n — 1))

@ konsistent, unter weiteren Annahmen asymptotisch
normalverteilt.
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Schatzung der Verteilungsfunktion

Fir x € R sei
P = Mi(R), Y(P) = Fp(x) = P(X1 < x).

Empirische Verteilungsfunktion

. 1 1
Fa(x) = n Z ]-(—oo,x](Xk) = ;#{k c Xk < X}-
k=1
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Schatzung der Verteilungsfunktion

Fir x € R sei
P=Mi(R),  (P)=Fp(x)=P(X <x).
Empirische Verteilungsfunktion
Fa(x) = z i (o0, (X)) = 1#{k : Xk < x}.
n i~ n
Eigenschaften

o erwartungstreu EpF,(x) = Fp(x).

@ konsistent, asymptotisch normalverteilt.
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Schatzen in parametrischen Modellen

o P = (Py)oco-
@ Parameter: v(Py) = 6.

@ Schitzmethode: Maximum Likelihood.
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Maximum Likelihood: Diskret

@ Py: diskrete Verteilungen (etwa auf Z).
@ Beobachtet: X; = xq,..., X, = x,.

@ Wahrscheinlichkeit fiir feste Beobachtungsfolge:
Likelihood Funktion

n
Ly(0) = Po(X1 = X1, Xn = Xn) = H Po( Xk = x)-
k=1

— maximiere Uiber den Parameter 6.

@ Maximum Likelihood Schatzer fur 9;

oML € argmaxyL,(6).
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o P ={Poi(A), A > 0}.
@ Beobachtet: X1 = x1,..., X, = xp.
@ Likelihood Funktion:

Lo(\) = PA(Xl = X1y, Xn :X,,) =T[5

— maximiere uber \.

Log-Likelihood Funktion

Ln(A) =logLy(N) = —nA + Z (x log(A) — log(x«!)).
k=1
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Ableitung der Log-Likelihood Funktion, setze = 0
n
Lh(A)=—n+> x/r=0.
k=1

Erhalte
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Maximum Likelihood: Stetig

@ Py: Verteilungen mit stetigen Dichten f(x; ).
@ Beobachtet: X; = xq,..., X, = x,.

@ Wert der gemeinsamen Dichte fiir feste Beobachtungsfolge:
Likelihood Funktion

La(0) = T fa(x«: 0)-
k=1

— maximiere Uiber den Parameter 6.

@ Maximum Likelihood Schatzer fur 9;

oML € argmaxyL,(6).

Hajo Holzmann Schitztheorie



Bsp.: Exponential

o P ={Ex(\), A > 0}.
@ Beobachtet: X1 = x1,..., X, = xp.
@ Likelihood Funktion:

— maximiere uber \.

Log-Likelihood Funktion

n
Ln(X) =logLy(A) = nlog A =AY~ xi.
k=1

Hajo Holzmann Schitztheorie



Bsp.: Exponential

Ableitung der Log-Likelihood Funktion, setze = 0
n
L,(A)=n/A=) x=0.
k=1

Erhalte
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Eigenschaften Maximum Likelihood Schatzer

@ ML Schatzer allgemein nur numerisch berechenbar

@ Theoretische Eigenschaften: ML Schatzer i.a. nicht
erwartungstreu, Verteilung unbekannt
@ Aber: konsistent, asymptotisch normalverteilt, asymptotisch

bester Schatzer

Hajo Holzmann Schitztheorie



3.3.4. Modelliiberpriifung

@ P = (Pp)gco: parametrisches Modell
@ X1 =x1,...,X, = x, beobachtet
o 0,: Schitzer fiir 0 (etwa ML)

Dann: Py Schatzung der Verteilung der X;.
Frage: Ist dies eine gute Schatzung?

— Modelliberpriifung (Modellvalidierung).
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Bsp.: Poisson-Verteilung

Rutherford-Geiger Experiment

@ radioaktives Praparat,

@ Messe: Anzahl der Zerfille k in Zeitintervallen von 7,5
Sekunden

@ insgesamt: 2608 Intervalle, ny Intervalle mit k Zerfallen

k ny k ny
0 57 8 45
1 23| 9 27
2 383 |10 10
3 525 |11 4
4 532 |12 0
5 408 | 13 1
6 273 | 14 1
7 139
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Modelliiberpriifung

@ Insgesamt: ), kny = 10097 Zerfalle
@ Modell: Anzahl der Zerfille Poisson-verteilt

o ML Schatzer: A, = 1087 — 3 g7

Modelliberprifung:
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3.3.5. Intervallschatzung, Konfidenzintervall

ein-dimensionaler Parameter .

Def.: Eine Intervallschatzung fiir v besteht aus zwei Abbildungen
L=L,U=U,:R" —=]0,1], L < U (also

L(x1,...,%xn) < U(x1,...,x,) fur alle (x1,...,x,) € {0,1}". Das
zufallige Intervall

[Ln(Xi,y.. .y Xn), Un(X1,. .., X0)]

heiBt dann Intervallschatzer.
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3.3.5. Intervallschatzung, Konfidenzintervall

ein-dimensionaler Parameter .

Def.: Eine Intervallschatzung fiir v besteht aus zwei Abbildungen
L=L,U=U,:R" —=]0,1], L < U (also

L(x1,...,%xn) < U(x1,...,x,) fur alle (x1,...,x,) € {0,1}". Das
zufallige Intervall

[Ln(Xi,y.. .y Xn), Un(X1,. .., X0)]

heiBt dann Intervallschatzer.

Bem.: Die Intervallschatzung [L(x1,...,Xn), U(x1, ..., Xa)] sollte
den wahren Parameter y(P) mit groBer Wahrscheinlichkeit
enthalten.
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Konfidenzniveau

Def.: Die Uberdeckungswahrscheinlichkeit einer
Intervallschatzung [Lna(x1,. .., Xn), Un(x1, ..., xpn)] ist die
Wabhrscheinlichkeit

Pp (7(P) € [Ln(X1,- -, Xn), Un(Xa, ... ,X,,)]),

also eine Funktion von P € P.
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Konfidenzniveau

Def.: Die Uberdeckungswahrscheinlichkeit einer
Intervallschatzung [Lna(x1,. .., Xn), Un(x1, ..., xpn)] ist die
Wabhrscheinlichkeit

Pp (7(P) € [Ln(X1,- -, Xn), Un(Xa, ... ,X,,)]),

also eine Funktion von P € P.

Das Konfidenzniveau einer Intervallschatzung ist die minimale
Uberdeckungswahrscheinlichkeit,

inf Pp(Y(P) € [LaXes- - Xa), Unl(Xa, -, Xa)])-
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Konfidenzintervall

Def.: Eine Intervallschdtzung [Ln(x1,...,Xn), Un(x1,- .., Xn)]
heiBt Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « (fiir ein festes

a € [0,1]), falls die Intervallschatzung ein Konfidenzniveau

> 1 — « hat, falls also

Pp (y(P) € [Lo(X1,- .., X)), U,,(Xl,...,X,,)]) >l-a VPEP.
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Konfidenzintervall

Def.: Eine Intervallschdtzung [Ln(x1,...,Xn), Un(x1,- .., Xn)]
heiBt Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « (fiir ein festes

a € [0,1]), falls die Intervallschatzung ein Konfidenzniveau

> 1 — « hat, falls also

Pp (y(P) € [Lo(X1,- .., X)), U,,(Xl,...,X,,)]) >l-a VPEP.

Die Folge von Intervallschatzungen heiflt asymptotisches
Konfidenzintervall zum Niveau 1 — «, falls

lim Pp (7(P) € [Ln(X1, ..., Xn), U,,(Xl,...,X,,)]> >l-a VYPEP.

n—oo

Bem.: Falls nicht nur asymptotisch, manchmal zur Betonung
exakt.
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Bsp.: Konfidenzintervall Erwartungswert

P = {PeM(R), Ist X ZV. X ~ P,
so ist EpX? < oo, VarpX; >0},  y(P) = EpXy.

Es gilt nach ZGWS fiir alle a < b, P € P,

Xn - ’Y(’D)
Pp (a <) S b) — (b) — d(a).
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Bsp.: Konfidenzintervall Erwartungswert

P = {PeM(R), Ist X ZV. X ~ P,
so ist EpX? < oo, VarpX; >0},  y(P) = EpXy.

Es gilt nach ZGWS fiir alle a < b, P € P,

Xn - ’Y(’D)
Pp (a <) S b) — (b) — d(a).

@ op(X1): Nuisance (Argernis)-Parameter
(nicht von priméaren Interesse).

@ Muss auch geschatzt werden
durch S, = /52, S2: Varianzschitzer.
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Bsp.: Konfidenzintervall Erwartungswert

da: @-Quantil von N(0,1).
Es gilt fir alle « € (0,1), P € P,

X, — (P
PP<—CI1Q/2§ z )Sch /2>—>1—a-
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Bsp.: Konfidenzintervall Erwartungswert

da: @-Quantil von N(0,1).
Es gilt fir alle « € (0,1), P € P,
X, —

PP<—CI1Q/2§ P) Scha/z) —1-oa

Genau dann (P)
y(P
—Gi_qp < ———— S < Gi-q)2;
n

wenn L(X1,...Xp) <v(P) < U(Xy,...Xn),

_ _ S
L, Xn) = Ky T
_ S
UXi,... X)) = xn+q17\/52".
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