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I

Grundlagen der
Integrationstheorie

Ausgangspunkt der Maf3- und Integrationstheorie sind i.a. entweder

e Lineare Funktionale auf Funktionenrdumen, genauer Radon-Integrale
oder

e Additive Mengenfunktionen, genauer Primafe.

In Kap.1 wird gezeigt, dafl beide Daniell-Integrale sind, die hier fiir den Aufbau
zugrundegelegt werden. Die zentralen Resultate dieses Teils sind die Grenzwert-
sitze in Kap.2, der abstrakte Teil der Theorie wird mit den Darstellungssétzen in
Kap.3 abgeschlossen.

Die "moderne” Integrationstheorie geht auf Lebesgue (1902) zuriick.



1 Allgemeine Daniell-Integrale

Neben dem Begriff des Daniell-Integrals werden noch die zwei wichtigsten Beispiel-
klassen von Daniell-Integralen behandelt.

1.1 Bezeichnungen

Die folgenden Standardbezeichnungen werden in der weiteren Vorlesung benutzt:
Mit X wird stets eine nichtleere, ansonsten bel. (Grund-)Menge bezeichnet.

Sind f, fr : X — R, so bedeutet, wenn nichts anderes gesagt wird, fy — f immer
die punktweise Konvergenz und

e\ e frl@) \L flz) Vo € X.

Ferner sei

{f >0} :=A{z e X[ f(x) >0},

analog sei z.B. {f = 0}, {f # 0} definiert.
Fir A C X sei 14 die charakteristische Funktion von A. Die Menge A 148t sich
mit 14 identifizieren, ist z.B. A; C X fur j € N, so sei

A S Ae 1y /s (8 A C Aj Viund | JA; = A).

Sind A; C X paarweise disjunkt, d.h. A; N Ay = 0 fiir j # k, so schreiben wir
Z Aj statt U Aj,

endliche Summen oder Vereinigungen kennzeichnen wir durch Y’ bzw. /' .
Ferner sei A\B:={x € A|z ¢ B}, A°:= X\A und

N:={0,1,2,..}, Ry := [0,00[ und Ry := [0, cc].

1.2 Definition des Daniell-Integrals

Wir beginnen mit einigen grundlegenden Begriffen:

1.1 Definition Ein R—Vektorraum V C {f : X — R} =: R¥ heifit ein Vektor-
verband (VV), wenn gilt:

fyig €V = max(f,g),min(f,g) € V.

1.2 Lemma IstV ein R—VR, so gilt
V ist Vektorverband < f €V = |fl €V .

Beweis: 7= 7 Mit f € V ist auch f* := max(f,0) und f~ := —min(f,0) aus V,
also ist auch |f| = f"+ f~ aus V.
<7 Damax(f,g) = ;(f+g+|f —g|) und min(f,g) = 3(f +g—[f—g]). W

1.3 Beispiel C(X)={f:X — R]| f ist stetig} (wobei X metrischer Raum sei)
ist VV, da mit f auch |f| stetig ist.



1.4 Definition (Daniell, 1917) SeiVein VV. i : V — R heifit Daniell-Integral,
wenn /i

a) linear,
b) positiv, d.h. f > 0= u(f) >0,
c) nullstetig, d.h. fr \, 0= pu(fx) — 0 (Daniell-Eigenschaft).

1.5 Lemma Ist p: V — R linear und positiv, so qilt Vf,g € V:

a) f<g= ulf) <ulg)
b) () < u(lf]) -

Beweis: a) pu(g) — u(f) = plg—f) =0
b) Da f = f* — f=ist [u(f)| = [u(f") = p(f ) S o(fF) +p(f) =p(f). =

1.3 Radon-Integrale

In dieser ersten Beispielklasse wird ein metrischer (lokalkompakter) Raum zugrun-
degelegt.

Bezeichnung Ist X = (X, d) ein metrischer Raum, f € C(X) , so sei

supp f := {f # 0} der Trager von f und
Co(X) :={f € C(X)| supp f kompakt }.

Bemerkung Da

{f+g9#0} C{f#0}uU{g# 0} CsuppfUsuppyg,
ist
supp(f +g) Csupp f Usuppg.

Ist f,g € C.(X), so ist supp(f + g) als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge selbst kompakt, C.(X) ist also ein VR, und demnach (vgl. Bsp.1.3) auch
VV.

Der folgende Satz dient dem Nachweis der Nullstetigkeit positiver linearer Funk-
tionale auf C.(X).

1.6 Satz (Dini) Ist () C C.(X) mit ¢, \, 0, so konvergiert ¢, gleichmdfSig
gegen Null.

Beweis: Sei € > 0 und Gy := { ¢, < €}.

Da ¢, stetig, ist G offen, und aus ¢, \, 0 folgt Gy,  X. Da K := supp ¢, kpt
existiert kg € N mit K C Gy,. Ist & > ko, so ist

or(z) < efalls z € K, und ¢, (z) =0 falls x € X\ K, also gilt ||¢;|lcc — 0. [ |



Daraus folgt unmittelbar

1.7 Satz Ist u: C.(X) — R linear und positiv, so ist u ein Daniell-Integal.

Beweis: Sei C.(X) 3 ¢, \, 0 und ¢, := /. Dann gilt, wegen der Stetigkeit der
Wurzel, auch C.(X) 3 ¢, \, 0. Da

Pr = wi < Yklloo i < 110kl oo Yo

folgt aus dem Satz von Dini

0 < u(pr) < [|¥plloe 1(1g) — 0.

Im folgenden werden nur spezielle metrische Rdume betrachtet:

1.8 Definition Ein metrischer Raum X heiflt lokalkompakt wenn jedes v € X
eine offene Umgebung U, hat, die relativ kompakt ist, d.h. U, ist kompakt.
1.9 Beispiel lkpt Riume:

a) Offene oder abgeschlossene Teilmengen von R™ oder C”,
b) Kompakte Réume,
¢) n-dim. Mannigfaltigkeiten.

1.10 Definition Ist X lkpt, so heifit pu : C.(X) — R ein Radon-Integral, falls p

linear und positiv ist.

Die Bedeutung der Lokalkompaktheit wird erst in Kap.3 erklirt.
Aus der elementaren Integrationstheorie erhilt man das Standardbeispiel eines

Radonintegals:

1.11 Beispiel Ist ¢ € C.(R), I C R ein kompaktes Intervall mit suppy C I,
s0 ist ¢|; regel-(und Riemann-)integrierbar und der Wert des Integrals [, ¢ () dzx
héngt nicht von I ab. Man setzt deshalb

M) = [go(x)de = [, ¢(x)dz.

A : C.(R) — R ist offensichtlich linear und positiv, also ein Radon-Integral.

Eine Beispielklasse von Radon-Integralen ist in Kap.2 behandelt.

1.4 Pramafle
Eine Grundforderung an das ”Messen von Mengen” ist die Additivitiit:
(A + B) = p(A) + pu(B),

(wobei A+ B := AU B und A, B disjunkt). Die wichtigsten Mengensysteme, auf
denen add. Mengenfunktionen betrachtet werden gibt
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1.12 Definition Ein Mengensystem aus {A C X} =: P(X) heif}t
a) Semiring S auf X, falls) € S ,
A,B€S = ANB € S und 3 endlich viele C; € S mit A\B =Y.' C;
b) Ring R auf X, wenn () € R,
A BER=AUBcRund A\B€R,
c) Algebra R, auf X, wenn R, Ring mit X € R, ,

d) o-Algebra A auf X, wenn A Algebra und
Ao,Al,Az, € A= U;K;OA]‘ eA.

Bemerkung Da AN B = A\B® = A\(A\B) , sind Ringe abgeschlossen unter
endlichen Vereinigungen, Durchschnitten und Differenzen, Algebren auch noch un-
ter Komplementbildungen.

Da (N A; = U(AS)¢, sind o-Algebren abgeschlossen unter abzdhlbaren Vereinigun-
gen und Durchschnitten.

Es gilt insbesonders: o-Algebra=-Algebra=-Ring=-Semiring.

1.13 Beispiel a) Sei

Anzahl der Elemente von A, falls A endl.
400 sonst ’

#)i= {
SO 1st

{A C X |#(A) endlich} Ring, i.a. keine Algebra.

b) Sr := {I C R|I ist beschriinktes Intervall } ist ein Semiring auf R, kein
Ring.

¢) P(X) und {0, X} sind o—Algebren.

Das folgende Lemma verallgemeinert ein Resultat, das auch bei der Definition des
Regel-Integrals benctigt wird

1.14 Lemma Ist R ein Ring und sind Ay, Az, ...A,, € R , so existiert eine

disjunkte Verfeinerung dieses Mengensystems, d.h. eine endl. Familie
D ={C;} CR von p.d. Mengen mit

/
A=) G V5.

CZCA]‘

Beweis: Sei

yo A fallse=1
Tl X\A fallse=0

und

D= {AFNAZN..NAT D ¢ >0}

J
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Da
A N (XN\Ag) = Aj\ Ay (*)
und mindestens ein ¢; > 0, ist D C R und D ist p.d. , da fiir €; # €}

(AF N N AT N (AZ NN A = 0.

Ferner gilt C; C A; oder C; N A; = 0 und zu = € A; existiert ey, ..., €, mit
reAF V. M

Bemerkung Das Resultat gilt mit i.W. gleichem Beweis auch fiir Semiringe S:
Man setze in (*) jeweils A;\Ay, =Y.' C, mit C, € S ein.

1.15 Definition  a) Ist C C P(X) ein Mengensystem mit () € C, so heifit
p: C — Ry mit () = 0 additiv, wenn

A=Y "A;mit A, A;j €C= p(A) = (4

J=0 J=0

und o-additiv, wenn

A=Y "A;mit A, A €C= p(A) = (4 (*)
J=0 J=0

b) Ist p: C — R4 additiv, so heifit p ein Inhalt.
c) Ist p: R — R+ o-additiv und R ein Ring, so heifit p ein Primaf$ auf R.
d) Ist m: A — R+ o-additiv und A eine o—Algebra, so heifit m

ein Maf$ auf A.

(X, A, m) heifit dann ein Mafraum.

m heifit endliches Mafl, wenn m(X) < oo,

Wahrscheinlichkeits-Maf, wenn m(X) = 1.

Bemerkung a) Ist R ein Ring, so gilt:
i. Ist wW(A+ B) = u(A)+u(B) VA BeRpd. und (@) =0, so ist u
additiv.
ii. Ist p ein Inhalt auf R, so gilt fir A, B € R :
AC B= pu(B\A) =u(B) — u(A),da B=B\A — A,
AC B= u(A) <u(A)+ pn(B\A) = u(B), p ist also monoton.
Daraus folgt
#(AU B) = u(A\B + B) = p(A\B) + pu(B) < p(A) + u(B) VA, B € R.

b) In (*) kann > 72, u(A;) konvergent oder bestimmt divergent sein,
insbesondere ist 72 u(A;) := oo, falls pu(A;) = oo fiir ein j € N.



1.16 Beispiel a) Fiir bel. X ist das Zdhlmaf

m, : P(X) — Ra, A #(A) ein MaB: Ist #(A;) > 0 fiir unendlich viele 7,
so ist Y #(A;) = oo = #(D>_ A;), andernfalls ist nur die Additivitét zu priifen.
b) Auf dem Ring Ry := {A C X |#(A4) < oo} ist p, := m,|r, ein Pramaf,
das Zihl-Pramafs.
c) Das Dirac-Maf 6, : P(X) — [0,1] , A — 14(z) (mit x € X fest) ist
trivialerweise ein Ma8.
d) Ist X abzéhlbar unendlich, R := {A C X | A oder A€ endlich} , so ist

0 falls A endlich
1 falls A¢ endlich °’

ein Inhalt (A, B p.d. und A€ endl.= B endl.), aber kein Pramaf.

p:R —[0,1], Av—>{

Der folgende Satz charakterisiert die o-Additivitéit durch eine Stetigkeitsaussage.
Er wird (analog zum Satz von Dini) beim Beweis der Nullstetigkeit des Elementar-
Integrals (s.u.) benotigt

1.17 Satz (0-Stetigkeit des Pramafles) Sei R ein Ring und
i R — R4 ein Inhalt. Aquivalent:

a) p ist Pramaf auf R

b) w ist O-stetig: Ist (Bj)j>0 C R mit B; \, 0, so gilt u(B;) — 0.

Beweis: a) = b): Da By D B1 D ... und NB; = () ist
Bo =3 720 Bi\Bj+1, =

(Bo) =Y u(B\Bjs1) = Y (1u(B;) — p(Bj+1)) = p(Bo) — lim u(Bja),
i=0 Jj=0

also gilt b).

b) = a): Sei A=) 2, Ay mit A, Ay € R, By := A\ Y i, Ay

so gilt R 5 B; \, 0, also folgt

(A) = p(Bj) + (X ke Ar) = D=0 (Ar) - u

1.5 Das Integral elementarer Funktionen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafl jedes Pramaf} in natiirlicher Weise ein D-I
erzeugt.
Wir untersuchen zunéchst den VR der Elementar-Funktionen

1.18 Definition Sei C C P(X) , so sei
E(C) = Span {14|A €}
der Vektorraum der Elementar-Funktionen tber C.

Fiir die weitere Behandlung werden Normaldarstellungen benotigt:
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1.19 Lemma Sei R ein Ring. Jedes p = Z; ajla, € E(R) hat eine Normaldar-
stellung, d.h. ¢ =, v,1¢c, mit C; € R p.d.. Insbesondere ist E(R) ein VV.

Beweis: Sei nach Lemma 1.14 D = {C;} C R eine disjunkte Verfeinerung von
{A;}, also

!/
Y G vy,
{UICiCA;}

SO 1St

/ /

¥ = Zaj Z 1Cl = Z( Z aj)lcz : (*)

J {ticicA;} L {jlGicAj}

Mit ¢ ist demnach auch |p| € E(R) , also ist nach Lemma 1.2 £(R) ein Vektor-
verband. [

Fiir einen Inhalt auf einem Ring R erhilt man damit eine natiirliche Def. eines

Integrals auf £(R)

1.20 Lemma Sei i : R — R4 ein Inhalt, so gibt es eine Abbildung
p:EMR)— R, mit

Zaju ) falls p = Zale €EEMR) .

i ist linear und positiv.

Beweis: Ist ¢ = Z; ajla;, v =3, Bilp, € E(R), so existiert eine gemeinsame
Normaldarstellung fiir ¢ und v : Sei nach Lemma 1.14 {C;} C R eine disjunkte
Verfeinerung von {A;} U {By} so ist nach (*)

!/

p=> (> a)le, v= Z > B)la

l ClCA ClCBk

Ist p =1, so folgt

Zajlu( uddd Za] Z 'uCl - Z Z aj

i GcA, CiCA;
YDA Zﬁw (By).
I CiCBy

i ist also (wohl-)definiert. Die Positivitdt und Linearitét folgt wie eben durch
eine (gemeinsame) Normaldarststellung von ¢ und ¢ geméf (*). [ |
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Bemerkung Wir identifizieren A C X mit 14 € R¥ und schreiben statt p(A)
auch p(14). Damit ist y' die lineare Fortsetzung des Inhalts g von R auf E(R).
Statt p/ wird deshalb i.a. wieder u geschrieben und statt p(p) schreiben wir auch

[ pdp.
Bezeichnung py:E8(R) — R, p = Z; ajly; — Z; a;i(A;) heilt das Elementar-
Integral auf E(R) bzgl. p.

1.21 Beispiel Ist pu, : {A C N|#(A) < o0} =t Ry — R4, A — #(A) das Zihl-
Pramaf auf N aus Bsp.1.16, so ist jedes ¢ € £(Rn) von der Form ¢ = >~ a;1¢;3,
und demnach

() = Zaj = Zw(j)-

Fiir die Nullstetigkeit des Integrals auf £(R) wird die von p benotigt:

1.22 Satz Ist p ein Pramaf auf R, so ist das Elementar-Integral
p:E(R) — R ein Daniell-Integral.

Beweis: Sei (p;,) € E(R) , ) in Normaldarstellung, ¢, \, 0 und € > 0. Dann ist
B:={py >0} und By := {p, >¢c} aus R

und es gilt By, \, (). Aus der Stetigkeit des Pramafes auf R folgt
p(Bi) — 0, und da ¢, < ||¢pllecls, + € 1p folgt mit der Monotonie von p:

0 < u(ey) < pllleollooln, +€lp) —ep(B). H

Bemerkung Im Weiteren betrachten wir, wenn nichts anderes gesagt wird, nur
Elementar-Integale bzgl. eines Pramafles, also D-1.



2 Vollstindige Daniell-Integrale

In diesem Kap. wird die Abschliefung von abstrakten D.-I.definiert (nach van
Daele, Am. Math. Monthly, 1990) und deren grundlegende Eigenschaften unter-
sucht.

2.1 Die Halbnorm u*

Sei p:V—ReinD-1,V,:={feV|f>0}.

2.1 Definition Sei p*: {f: X — R} (= R¥) — Ry,
p(f) =t plen) e € Ve [F1 <D 04} (*)
k=0 k=0

(mit inf () := oo =: inf{oo} ) die p-Halbnorm (oder das Oberintegral von |f|).

Zur Untersuchung von p* benétigen wir zunéichst

2.2 Lemma Sind aj, > 0 fir j € Nk € N und ¢ : N — N x N bijektiv, so ist
DD k=D s =t D4k = )t
j k n Jik ko J
(wobei alle Terme oo sei kinnen).

Beweis: VI,m € Nist > . > e @ik < D, Qgn) » also gilt
D2k @k < D, Agm), und ebenso folgt die umgekehrte Ungleichung aus
D n<p Gémy < D_j D @ik - Da obige Formel symmetrisch, gilt die Behauptung. W

2.3 Beispiel Fiir das D-1 p, : £(Rn) — R aus Bsp.2.21 folgt aus
|fl <3702, ¢ zunéchst

Z f() < ZZS%(J) =T ZZS%(J) = Zﬂz(SOk) )
j ik kg k
also ist Y, 1£(7)] < p2(F) und fir 9, = |£(k)] 1y folgt
D 1FG) = wi(h)-
J
Der folgende Satz gibt die fiir den weiteren Aufbau wesentlichen Eigenschaften
von pu*.

2.4 Satz Sei p ein D-I mit Halbnorm u*, so gilt

a) pu(p) = () Ve € Vs
b) p* ist o—subadditiv: Ist f, fr : X — Rae mit f < > 0" fx so ist
we(f) <220 i (fr)

10



) w(If) = (f), [fI <lgl = p(f) < p*(9) Vf,g € RY
d) wp* ist eine Halbnorm, d.h. Vf,g € R, a € R gilt

i (af) = lalp*(f)
ii. p*(f+g) <p(f)+u(g) .

Beweis: a) 7>7 : Wihle in (*) pq = ¢, ¢, =0 Vk > 0.
"<7: Da p*(e) < plp) < oo existiert zu € > 0 (p;,) C V4 mit

<Y wpund > pulp) < pi(p) +e

Sei 1, = min(zizo O p) (€V), s0gilt 0 <, 7o,
aus der Nullstetigkeit folgt also u(¢ — ;) — 0
Da p linear und monoton folgt

J J
ple) = limp(y,) <lmp(d @) =1m D uley)
k=0 k=0
= D uley) Sp(p) +e.
k=0
b) Sei B Y 57 p*(fi) < oo, und sei € > 0. Nach (*) existiert ¢, ; € V4 mit

o . 6
fe <Y opyumd Y plerg) < p'(fi) + o5 k.
Jj=0 J

Mit Lemma 2.2 ist f <>, > ¢ ; = > ¢p; und demnach
£ nlery) =D ;) <t (fe) + 2.
k.j kg k

c) und d i) folgen direkt aus der Def. von u* |
d'it) aus b), da | +g| < |f] + gl . .

Man beachte, daf§ die Nullstetigkeit des D-I nur in a) benutzt wurde.

2.2 Die Abschlief3ung iz von p

Mit den Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt sei nun £(u) der Abschluss
von V unter p* :

feLiu) & I(py) CVmit 1 (f — ) — 0. (*)

Da p* Halbnorm, hat yu ein natiirliche ( pu*-stetige) Fortsetzung auf £(u) :
Aus p*(f — ¢i) — 0 folgt ndmlich aus Lemma 1.5 b), Satz 2.4 a) und d)

11



1(p;) — ulep)l = [ule; — o)l < plle; — o) (#)
= w1 (lp; — orl)
< w(lp; = fI) + 1" (lox, — f]) — 0 fiir j, k — oc.

(1(py,)) ist also Cauchy-Folge in R , demnach existiert lim u(y;,), und da (vgl. (#))

|1or) — (i)l < w*(lor — fI) + " ([en = f1)
ist dieser Grenzwert von der Wahl der Folge (¢,) unabhéngig.

2.5 Definition Sei7i: £1(u) — R, f +— lim pu(p,) die Abschlieffung von p,
wobei () C V mit p*(f — ¢;,) — 0.

Alle wesentlichen Eigenschaften von p iibertragen sich auf 1. Wir beginnen mit

2.6 Satz  a) 1 : LY(u) — R ist eine Fortsetzung von p.
b) LY(u) ist VV und [ ist linear und positiv.

) A(f) = p*(f) VfeLi(p) (vgl S.2.4a))

d) Ist (fy) C LY(p) und f € R mit p*(f — fx) — 0, so ist f € LY(u) und
lim 72(fx) = w(f)-

e) Ist u*(f) =0, soist f € LY(u) und T(f) = 0.

Beweis: a) Setze fiir f € V in Def.2.1 ¢, := f VE.
b) Gilt

p(f — @) = 0und p*(g —¢y) — 0
mit f,g € LY(u), ¢y, € V, so folgt, da u* Halbnorm, daf

w((f +9) = (op + ) — 0, und p*(a f — apy) — 0,

also ist £*(¢) VR und 7 ist linear:

A(f +g) = lim p(ey, + ) = lim p(py) +lim () = p(f) + plg) -

Sei
feLi(w), (pr) CVmit pg*(f — ;) — 0.

If—or| < 1f — @4l
12



folgt aus Satz 2.4c) p*(f — 5 ) — 0, also ist

() = lim (i) > 0.
Ferner ist £(u) VV:

feL(p = |fleLin),

da [[f] = x|l < [f —l-
c) Sei f € L(u), () C Vi mit p*(f —¢,) — 0 (vgl.b) ). Aus der Dreiecksun-
gleichung fiir p* folgt, dafl

() = 1 ()| < 17 (f = ),
und damit ist mit Satz 2.4 a)

a(f) =lim p(epy) = lim p* (o) = p*(f)-

d) Zu € > 0 existiert ein £ € N mit p*(f — fi) < €/2 und zu f; ein ¢ € V mit
w(p — fr) < /2, aus der Dreiecksungleichung folgt dann

p(f—e) <e
Also ist f € £Y(p) und mit Lemma 1.5 und c) folgt
[7(f) = u(fo)l <B(f = fil) = w*(f = fi) = 0.
e) Aus der Def. von @ mit ¢, =0 Vk.

2.7 Beispiel Fiir das vom Zahl-Pramaf p, auf Ry erzeugte D-I
i, E(Rn) — R gilt nach Bsp.1.21 und 2.3

i) =3 l) Yo € Vund pi(f) = 3 1G] VS €RY,

Fiir f : N — R folgt damit

feltn) < Z | f(4)] konvergiert:
” = 7 : Nach obigem Satz ist u?(f) = u,(|f]) € R, da |f| € LL(u,).
7<= Fir op = f - Lo,y € E(Rn) gilt
H(f = o) = D1 ()] = 0 fitr b — oo,
>k
also ist f € £L(u,) und
AL(f) = limp () =lim Y £(5) =D F()-

i<k j=0

13



Bemerkung Die Nullstetigkeit von 1 wird im néchsten Abschnitt
bewiesen.

Wegen Satz 2.6 a) schreiben wir i.a. statt 7 wieder

2.3 Die Grenzwertsitze

p: LY(p) — R sei durch Def.2.5, u* durch Def.2.1 gegeben.
Die folgenden drei Sétze sind grundlegende Aussagen der Integrationstheorie.

2.8 Satz (B. Levi, 1906) Sei LY(11) > fr /' und pu(fy) beschrinkt. Sei

| lim fr(x)  falls (fe(x)) konvergent
f(z) = { lbeli’zabz’g ksonst.
Dann ist f € LY(p) und lim u(fi) = pu(f).

Beweis: Fiir alle z € X gilt

f(@) = ful@)] <lim fi(@) = ful@) = D _(fral) = fi(@)).

jzk

Daraus folgt mit Satz 2.4 b) und 2.6 c)

W= f) <D (fea—£i) = > il fie— £7)
jzk >k

— i p(fy) — ulfi) — 0 fir k — oo
Aus Satz 2.6 d) folgt die Beh. |

Bemerkung Der Satz gilt analog fiir monoton fallende Folgen aus £!(u).
Damit folgt also insbesonders:

2 LY(p) — R ist Daniell-Integral.

Aus dem Satz von B. Levi erhilt man die folgende Version fiir Summen:

2.9 Folgerung Sei (gr) C L (1) und Y, pu(gx) konvergent und sei

(z) = lim >, ge(x) falls >, gr(z) konvergent
g\ = beliebig sonst.

Dann ist g € LY(u) und im Y pe g p1(gx) = p(g).

Beweis: Setze im Satz von B.Levi f ==, g; - [ |

14



Der zweite wichtige Grenzwertsatz ist

2.10 Satz (Lebesgue, 1910) Sei LY(11) > fi — f und es existiere g € L1 (1)
mit | fi| < g Vk. Dann ist f € LY(p) und lim p(fr,) = p(f).

Beweis: Sei

g = sup fr, (d-h. gp(z) = sup{fu(z) |m > k} Vo € X)

m>k

so ist gr > —g und g "\, f.
Ferner ist gy € £*(p) : Sei

gh = max(fu, .. frrs)s

so gilt g7 /" gi, (K fest) und p(gl) < p(g) Vj,
also ist nach dem S. von B.Levi g, € £ ().
Da u(gr) > pu(—g) fiir alle k folgt wieder aus B.Levi

f € L) und plge) — p(f).

Sei analog
hi = inf f,,

m>k

so folgt ebenso hy / f, hi, € £*() und damit pu(hy) — p(f).
Da

hi < fio < gr Vk
folgt pu(fx) — p(f)- u

Die Sitze von B. Levi und Lebesgue sind ein priméres Ziel der Integrationstheorie;
sie gelten nicht fiir Regel- (oder Riemann-) Integrale (Aufg.9).

Wir zeigen noch, dafl der Fortsetzungsprozefl aus Abs.2.2 fiir das D-1I
7. L(u) — R keine echte Fortsetzung ergibt:
2.11 Satz Seien p:V — R und pg : Vo — R D-I mit Abschlieffungen w und 1,
so gilt:
a) Ist ug Fortsetzung von , so ist ug < p* und fg ist Fortsetzung von Ti.
b) Ist V C Vo C LYp) und Tily, = o, so ist puy = pu* und L1(pg) = L1 (p),
Tio = -
c) Die Abschlieffung i : L'(1) — R von p ist abgeschlossen unter dem
Fortsetzungsprozess aus Abs. 2.2: u* = pu* und i = .

Beweis: a) Aus der Def. von p* folgt pug < p*. Ist
feltn), (g) CV W
mit p *(f — @) — 0, so gilt u§ (f — ¢,) — 0, also folgt aus Satz 2.6:
f € L1 (o) und Tig(f) = lim p1g(y,) = lim pu(ip) = 7( ).
15



b) Sei f € RY mit pj(f) < oo, so existiert eine Folge (g) C Vo+ mit

A<D geund Y pglgr) < ug(f) +e.
Damit folgt aus Satz 2.4 b) und 2.6 c)

W) <D (ar) =D polgr) < pp(f) + e

und demnach ist mit a) py = p* .

Ist

f € LMpo), () C Vo C LYw)
mit 1*(f — gx) = py(f — gx) — 0, so gilt nach Satz 2.6 f € £1(u) und

Ro(f) = lim po(gx) = lim pu(gx) = 7(f).
c) Aus b) fiir ug =7 - [ |

Bemerkung Im allgemeinen lit sich ein D-I 4 und auch die AbschlieBung 7z
in nicht eindeutiger Weise weiter fortsetzen: z.B. kann V = £(u) = {0} gelten.

Bezeichnung FEin D-I u : £'(u) — R, das abgeschlossen unter dem Fort-
setzungsprozess aus Abs.2.2 ist, fiir das also p = @ gilt, heifit ein wollstindiges
Daniell-Integral.

Konkrete vollstéindige D-I entstehen i.a. durch AbschlieBung von
a) Radon-Integralen (”vollst. Radon-Integrale”)

oder von
b) Elementar-Integralen.

Wir zeigen spéter, dal unter einer schwachen Zusatzbedingung jedes vollst.
D-I Abschliefung eines Elementar-Integrals ist.

2.4 Stieltjes-Integrale auf R

Wir erinnern zunéichst an Aussagen aus der elementaren Integrationstheorie:

Ist p ein Inhalt auf Sg, ¥ = > a;1 1; € E(SRr) so sei wie beim Elementar-Integral
p() = [du = a;u(l;), und wie dort erhélt man durch eine gemeinsame
Verfeinerung (vgl. die Bem. zu Lemma 1.14), daf das Integal (wohl-)definiert und

linear und positiv ist.
Ist I € Sg, f: I — R und gilt

() C E(SR) mit P, — f gleichmiBig auf I und,|;e =0 VE €N, (*)

so ist nach Lemma 1.5

1) = ()] < pllhy — Pul) < Moy = Plloo - (L) (#)
16



(u(vhy,)) ist also Cauchy-Folge in R, demnach existiert

lim p(1py,) =: /Ifdu-

Dieser Grenzwert ist von der Folge (1) unabhéingig: Gilt fiir (¢,) ebenfalls (*),
so folgt

[1(r, — o)l < vk — Plloo - (17) — 0 .
#)

2.12 Definition f : I — R heifit regel-integrierbar, f €Reg(l), wenn (*) gilt,
und dann heif3t

Ay
I
das Regel-Integral von f iber I bzgl. p.
Aus dem Regel-Integral erhiilt man in natiirlicher Weise ein Radon-Integral. Dazu
die

Bemerkung Ist ¢ € C.(R), so gilt, da ¢ gleichméBig stetig, dal ¢ €Reg(I)
VI € Sg und aus (*) folgt: Sind I, I’ € Sg mit suppp C I NI, so ist

/Isoduz /psodu =: ()

C.(R) 3 ¢ — u(yp) ist wieder linear und positiv, also ein Radon-Integral, das von
1 erzeugte Radon-Integral.

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, den Zusammenhang zwischen der AbschlieSung
dieser Radon-Integrale und der Regel-Integrale herzuleiten. Dazu bendttigt man
spezielle Inhalte

2.13 Definition Ein Inhalt i : Sg — R+ heifit reguldr, wenn V I € Sg gilt: Sind
I;;, I* € Sg mit I}, abgeschlossen, I* offen und gilt I, /I, I* \, I, so folgt

lim po(1,) = lim p(1%) = p(I).

2.14 Beispiel Ist F': R — R monoton wachsend, so existiert Va € R
lim, »oF(z) =: F'(a—) und lim, o F(z) =: F(a+).

o
e OR = Res 1 T F(b) — Flat)
oo  F(b—)— Flat)

heilt der von F erzeugte Stieltjes-Inhalt.
Ist F' =1d, so heifit \ := p,;; das I-dim. Volumen.
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Fir pp gilt:

a) fp ist ein Inhalt: z.B. ist
pr(la, ) + pp(le,b] = F(c=) = Fla—=) + F(b+) — F(c—) = pp(la, b]) -
b) pp ist regulér: z.B. gilt fiir I = [a,b] und Iy = [a, bg] mit I I, also by, b

pr(l) = pp(ly) = F(bp+) — Fla—)
> F(bx) — Fla—) = F(b=) = F(a—=) = pg(l).

Bezeichnung [, fdup =: [, f dF heifit das Stieltjes-Integral von f (€Reg(I))
tber I bzgl. F.

2.15 Beispiel  a) Ist F' = 1}, o, so folgt aus der Def. des Stieltjes-Inhalts
pp(I) =1;(a) VI € Sg,

also gilt

np(¥) =(a) VY € E(SR).
Damit folgt

[prszA@VfGRwU)

und pp = 8,4|s; (vgl. Bsp.1.16).

b) Das von F' = id erzeugte Radon-Integral A stimmt mit dem aus Bsp.1.11
iiberein.

Zur Formulierung des Hauptresultats benstigen wir noch die

Bezeichnung Ist AC X, f: A — R, sosei f0: X — R mit
fPla=f, f°lac = 0 die Nullfortsetzung von f.

2.16 Satz Sei p: L1(p) — R die Abschliefung eines von einem reguliren Inhalt
auf Sg erzeugten Radon-Integrals, so gilt

e Regll) = £2 € £n) wnd [  d = £,

Beweis: a) Wir zeigen zuniichst: Ist I € S beliebig, so ist 1; € £1(x) und der
Inhalt p(I) stimmt mit dem D-I p(1;) iiberein.
Sind I, I* € Sg wie in Def.2.13, so existiert dazu (y;,) C C.(R) mit

I, <xp < 1p Vk; (*)

man kann z.B. yx, stiickweise affin wihlen.
Da I, /' I und I* \, I gilt x, — 1;. Ferner existiert ¥ € C.(R) mit 1,0 < ¥, da
Xk < x Vk folgt aus dem Satz von Lebesgue

17 € £(p) und p(1;) = lim p(xy).
18



Andererseits folgt aus der Monotonie des Regel-Integrals ( Lemma 1.5)

M(Ik):/ 11kdu§/ XdeS/ s dp = p(I%),
10 I0 10

da [0 x5 dp = pu(xy,) und lim p(f;) = lim p(1*) = p(I) folgt die Beh. in a).

b) Aus a) und der Linearitét beider Integrale folgt, dal auf £(Sg) das Regel-
Integral mit dem D-I y iibereinstimmt, und ist (¢;,) C £(Sg) mit ¥, — f glm. auf
I und )y |;e = 0, so folgt aus dem Satz von Lebesgue die Behauptung. [ |

Bemerkung FEine analoge Aussage wie in obigem Satz gilt mit #hnlichem Beweis
fiir das Riemann-Integral.

2.17 Definition Ist y reguldrer Inhalt auf Sg, I C R ein beliebiges Intervall, so
sei

LI, p) :={f: T —=R|f%eLn)}
und fiir f € L3I, ) sei

u(f°) = /I fd.

Fiir = pp heit [, fdup =: [, f dF das Lebesque-Stieltjes-Integal von

f e LM, up) bzgl. F,

fir p = X heiBt [, fd\ =: [, f(z)dx das Lebesgue-Integal von f € LYI,N).
Ist I = R, so wird R in diesen Bezeichnungen i.a. weggelassen.

Bemerkung Fiir regulires p gilt

a) Ist I € Sg,soist LY(I, ) > f — [, f dp eine Fortsetzung des Regel-Integrals
auf I bzgl. p (Satz 2.16) und diese Fortsetzung ist echt: z.B. ist fiir jedes
nichteinpunktige Intervall I € S(R)

lo|r € LI, )\Reg(I) (Aufg.7 und 11).

b) Ist I C R ein bel. Intervall, so ist £*(I,n) 5 f — [; f dp ein vollst. D-I
(Bew. in Kap.3), insbesondere gelten also die Grenzwertsétze.

c) Ist I =[a,b], f € C(I), soist f €EReg([l), also auch in L(I, p).
Fiir g = A gilt also wieder der Hauptsatz

/bfd)\ ;:/ fd\ = F(b) — F(a) falls f e C(la,b]), F' = f.
a [a,b]

Wir geben eine erste Anwendung:

2.18 Beispiel Es gilt




wobei im 2. und 3. Integral der Integrand bei x = 1 bel. gesetzt sei:
Die erste Gleichung folgt mit dem Hauptsatz

Y S TR R
—k Jo ~Fk k+1 &=k k+1
also ist der Satz von B. Levi fiir Reihen (Folg.2.9) anwendbar und

g % =In fir |z| < 1.
k=1

1—2z
Bemerkung Die wichtigsten konkreten Anwendungen der Lebesgueschen Inte-

grationstheorie treten erst bei der Integration iiber unbeschrinkte Intervalle und
der mehrdimensionalen Integration auf.
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3 Mef3barkeit

Durch die Mefibarkeit einer Funktion erhilt man zunichst einfache Kriterien fiir
die Integrierbarkeit. Die Darstellungssitze am Ende des Kapitels bilden einen
ersten Abschluss des theoretischen Aufbaus.

Es sei p: £1(p) — R ein vollst. D-I mit Halbnorm p* und Grundraum X.

3.1 Mef3bare Funktionen

Wir definieren Mef3barkeit mit Hilfe der Integrierbarkeit:

3.1 Definition f: X — R heiit u—mepbar, Bez. f € L£%(u), wenn
m(f, h) := max(min(f, ), —h) € L*(u) Vh € L3(n).
Der folgende Satz zeigt, dal £°(u) ein i.a. "groBer” VV ist

3.2 Satz a) L(u) C L%p)
b) L£LO(u) ist ein VV
c) Ist (fi) C L), so gilt:
i. existiert lim fy =: f € RX, s0 ist f € LO(u),
ii. emistiert sup fr =: f € RX, so0ist f € LO(u),
iii. emistiert inf fy =: f € RX, s0 ist f € LO(1).

Beweis: Sei h € L1 (p)
a) Da L£Y(u) VV ist mit f € £LY(u) auch m(f, h) € L(u).
b) Sei f:g € ‘CO(M)v aaﬂ S Ra und fk ::m(fak ’ h),gk ::m(gvk ’ h) Da

| f(z) falls h(z) >0, k> k,
Jilw) = { 0  falls h(z)=0 k>0 °

folgt

‘Cl(lu> > m(Osz + bgk:7 h) - m(af + ﬁga h>7

und da |m(afy + bgr, h)| < h ist nach dem Satz von Lebesgue af + 3g € £o(u).
Da m(|], ) = m(f, )] ist | | € £2(s).

©) i) Fs gilt m(fi, h) —m(f,h) und m(fi, h) € £2(0), m(fie,h)] < h , also folgt
die Beh. aus dem Satz von Lebesgue.

ii) Aus i) und b), da sup fr = lim max(fy, f1, ..., fx),

iii) folgt analog. [ |

3.3 Beispiel Ist p ein vollst. Radon-Integral auf R, so ist jede stetige Funktion
f:R—=R p—mefbar:
3 (xx) C Co(R) mit x;,, — 1, also gilt C.(R) 3 x;. - f — f.
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Im folgende Satz ist c), insbesondere nachdem der allgemeine Zusammenhang von
Meflbarkeit und Stetigkeit hergestellt ist, ein wichtiges Kriterium fiir Integrierbar-
keit

3.4 Satz Sei f € LO(n). Aquivalent:

a) fe L),

b) [f] € LYp),

¢) 3g € LY (u) mit [f| <g,
d) p*(f) < oo.

Beweis: a)=b) Da £(u) VV.
b)=-c) Sei g := | f].

c)=d) p*(f) < p*(g) < oo.
d)=ra) Da p*(f) < oo existiert (hy) C £ () mit |f] < > ¢ hx und > 5" (hy) < oc.
Sei

h(z) — oo hi(z)  falls > o7 hi(z) konvergent
=1 ) sonst ’

so ist nach B. Levi fiir Summen (Fol.2.9) h € Li(u) und |f| < h, also ist
f=m(f,h) € L}(n). "

3.2 Die Stone-Bedingung

Zum weitern Ausbau benstigen wir ein Zusatzbedingung an £*(u) :

3.5 Definition (Stone, 1948) Ein VV V heifit stonesch (oder erfiillt die Stone-
Bedingung), wenn min(1,h) € V Vh € V.

Zur Uberpriifung der St-B ist das folgende Lemma niitzlich:

3.6 Lemma Sei V C LY(u) ein bzgl. p* dichter VV. Dann gilt VA C X
min(14,h) € L) Vh € LY (1) < min(14, ) € LM () Vo € Vs .

Beweis: 7 = 7 klar.

7 &7 Zu h € L1(u) existiert (¢,) C V mit

pr(h = @) — 0, da|h— @ | < [h— ] ist @ (g) C Vs

Durch Fallunterscheidung erhilt man

g = [min(14, h) —min(1a, @) < [h — @y,

also folgt p*(gx) — 0, nach Satz 2.6 d) ist dann min(14,k) € L(). |

3.7 Folgerung Die St-B gilt fiir die Abschlieffung von

a) Radon-Integalen auf C.(X),
b) Elementar-Integralen auf E(R).

Beweis: a) min(1,¢) € C.(X) Ve € C.+(X).
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b) Ist o = 3" a;14, € E+(R) in Normaldarstellung, so ist
min(1, p) = > min(1, a;)14, € E(R). |

Wir setzen im Folgenden stets voraus, daf3 £!(u) ein stonescher VV ist.

3.3 Meflbare Mengen

3.8 Satz (und Definition) Sei R, :={AC X |14 € L (u)}
das System der p—integrierbaren Mengen und

A, ={AC X |14€ L%}

das System der ;1 — meBbaren Mengen, so gilt:

a) R, ist ein Ring mit R, C A,,
b) A, ist eine o—Algebra.
Beweis: a) Da
1AuB:maX(1A,1B), 1A\B:1A—min(1A,1B) (*)

und £(p) ein VV, ist R, ein Ring und nach S 3.2 a) gilt R, C A, .
b) Da 14 > 0 ist

min(14,h) = m(ly, k) Vh € LY (1),

also ist die Stone-Bed. &Hquivalent zu 1 € £%(y) und demnach ist X € A,. Da
LO(n) VV, folgt aus (*), da A, Algebra ist.
Ist (Ax) C A, , A:=J Ay, so folgt

ANBB]‘I:UAk/‘A.

k<j

Ist h € L5 (1), so folgt, da |min(1p,,h)| < h, aus dem Satz von B.Levi:

min(1p,,h) / min(la, k) € LM (p). M
3.9 Beispiel Fiir das vom Z#hl-Pramaf p, auf Ry erzeugte D-I gilt nach Bsp.2.7

feltn) e Z |f(4)] konvergiert.
Demnach ist
R,={ACN|#(A) <0} =Rn,
und da
jmed(f, h)| < h Vh e L3(1,)
ist £%(u,) = RN und A, = P(N).
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Im folgenden Satz ist a) der Ausgangspunkt fiir den Darstellungssatz 3.22:

3.10 Satz (und Definition) a) p°: R, — Re, A u(la) (= p(4))
st ein Pramafs, das von p erzeugte Primaf.

_ A), AeR
b) my: A, — R, AH{ pA), ACR,

st ein Mafs, das von u erzeugte Mas.
c) my und pi° sind vollstindig, d.h.

N' cNeR, und u(N)=0= N"€ R, (und u(N") = 0).

Beweis: b) Sei A =}, o Ax mit Ay € Ay, so gilt

my(A) = ZkZO my(Ax)
Ist eine der beiden Seiten endlich, so folgt dies aus Folg.2.9:

mu(A) = p(1a) =Y p(la) = mu(Ag).

a) Aus b)

c) Aus p*(1n) < p*(1y) = 0 folgt nach S. 2.6 e) 1y € L (). |

Bemerkung a) P(X) — Ry, B+ p*(1g) =: p*(E) ist ein duferes Maf,
d.h.:
p*(0) =0, E C F = pu*(E) < p*(F), p*(UFE;) <35 1 (E;) fiir alle Folgen
(E;) C P(X).

Dies folgt sofort aus Satz 2.4 b),c).

b) M*’Au = ml‘ :
Da u* eine Fortsetzung von u° (Satz 2.4 a)) ist noch zu zeigen:
Ac A, p(A) <oco=AeR,.
Dies gilt aber nach Satz 3.4.

c) Ist p Abschliefung eines Elementarintegrals auf £(R), so ist R C R, :
AeR =14 € LYp). Im allg. gilt R ( Ry, vgl. Abs. 3.5. Nach Def. sind p°
und m,, Fortsetzungen des Pramafles auf R.

d) Ist u AbschlieBung eines Radon-Integrals auf C.(R), das von einem reguléren
Inhalt auf Sg erzeugt wird, so ist nach Satz 2.16 u° eine Fortsetzung des

reguliren Inhalts, und demnach ist dieser o —additiv. Insbesondere ist das
1-dim. Volumen A\ auf Sg o—additiv.

3.4 Approximation durch Elementarfunktionen

Wir zeigen zunéchst, da8 mefibare Funktionen durch die o—Algebra A, und die
Elementarfunktionen aus £(A,,) charakterisiert werden kénnen:
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3.11 Satz Sei f : X — R. Aquivalent:
a) f € Lo)n),
b) {f >a} € A, Va eR,
) (o), (Yr) aus E(AL) mit o, /7 b /' f

Beweis: a)=-b) Sei A := {f > a}. Nach der Stone-Bed. ist die konstante Funktion

a:X — R, 2+ a p—meBbar, da £%(u) ein VV gilt Vk € N* :
fi+= k (mina, £) — min(a — 1/k, £)) € £2(31)

und

[ 1 falls f(z) >a
filz) = { 0 falls f(z)<a-—1/k

Damit folgt f, — 14, also nach Satz 3.2 14 € £L%(u).
b)=-c) Sei (E f > 0. Fiir £ > 0 und j > 0 ist nach b)

| - . |
Ay i={g > F2 Iy ={F 2 5 N = 1 € An

also ist
22k 1
j —_—
SOk. = Z 71Ak,j € g+(./4p,) .
i=1

Zu x € X existiert ein k mit f(x) < 221: = 2% und dazu genau ein

j€{1,2,..2%} mit x € A , also ist

und

2j — 2 2j —1
Pr+1(T) = ok falls f(z) < T

2j — 1 2j —1
Prea(T) = Tok+T falls f(z) > okl

Damit folgt ¢,(z) /" f(x) .
c)=ra) Da L%(u) VR ist £(A,) C LO(p), a) folgt also aus Satz 3.2.

Bemerkung Die Aussage in c) gibt den Grundgedanken von Lebesgue bei der
Def. des nach ihm benannten Integrals wieder: Im Gegensatz zum Riemann-
Integral wird nicht das Definitionsintervall sondern der Wertebereich in Teilinter-

valle zerlegt.

3.12 Folgerung Sind f und g in L%(n), p > 0, so sind |f|P und f-gin LO(u).

Beweis: Ist ¢, 9 € £(A,), (E in Normaldarstellung, so ist |¢|” € £(A,) und durch
eine gemeinsame Normaldarstellung erhélt man, da8 ¢ - ¢ € £(A,,) (vgl. Aufg 4).
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Ist (¢;,) C E(A,) mit ¢, — f, so folgt |p, " — |f|” € L£%(u), und ensprechend die
zweite Beh. [

3.5 Integration iiber Teilmengen

Die Integration iiber Teilmengen ist eine wichtige Anwendung der Mef3barkeit. Sei
Ae A, und fir f: A— R sei fOdie Nullfortsetzung von f auf X.

3.13 Definition f : A — R heifit p-integrierbar iber A, Bez.: f € LY(A,p),
wenn f° € £(p), und dann sei

z/Afdu = u(f°)

das p-Integal von f dber A.

3.14 Satz  a) g€ LYNu) = g|la € LYA, ),

b) pg: LYA ) = R, f— [, fdu ist ein vollst. D-I.
Beweis: a) Aus Folg 3.12 und Satz 3.4:
(94)° =g - 14 € LO(p) und |g- 1a] < [g] € L (n).

b) g4 ist D-I. Da fiir h € £ (u) nach a) h-14 € L1 (1),
erhélt man aus der Def. von p*, daf3

palf) = (f°) vf: A—=R.
Ist f € LYpy), so existiert (fi) € L1(A, ) mit 15 (f — fi) = p*(f* = ff) — 0
nach Satz 2.6 d) ist demnach f° € £(u), also f € LY(A, p). [ |

Bemerkung a) Ein Spezialfall dieser Def. und des obigen Satzes ist die Def.
2.17 und die Bem. dazu.

b) Die Aussage in Satz 3.14 a) ist der Grund dafiir, dafl i.a. nur Integrale iiber
meflbare Teilmengen betrachtet werden.

Bezeichnung Ist f: X — R, mit f|4 € LY(A, ), so sei

/fdu —/f|Adu /f Lydp

Das folgende Lemma gibt Kriterien fiir die p-Integrierbarkeit und Berechnungsfor-
meln
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3.15 Lemma Sei f : A— R.
a) Ist (A;) C A, mit A; /A und ist f € LYAj,p) V5, so gilt:

feLlAnp < (/ |f| dw) ist beschrankt
Aj

und dann ist [, fdp = lim fAj fdpu.
b) Ist (B;) C A, mit >, Bj = A und ist f € LY(Bj,p) Vj , so gilt:

feLltAnp < Z/ |f| dp ist konvergent
B;

und dann ist [, fdp =73 fBj fdp.

Beweis: a) 7 =7 Da

[ o= [ [ nai

Jola, — f

7 <: 7 Da

ist f0 € £%p), und da

\fl-1a, /" |f]

folgt aus dem Satz von B.Levi, da88 | f| € L(A, u), also ist nach Satz 3.4

f e LM A, ).

Da ‘f . lAj‘ < | f] folgt mit dem Satz von Lebesgue die Beh.

b) Aus a) mit A; := >, _; Bi. [ |

Bemerkung Nach S. 2.16 gilt: Ist f regel-integrierbar iiber I € Sg, so ist
f Lebesgue-integrierbar iiber I und das Regel-Integral bzgl. A stimmt mit dem
Lebesgue-Integral iiberein.

Diese Aussage gilt nicht fiir uneigentlich regel-integrierbare Funktionen, wie man
am Bsp. der Funktion f : [1,00[— R, z % - sin  nachweisen kann (Aufg.13).
Aus dem Lemma folgt jedoch:

Ist f und |f| uneigentlich regel-integrierbar, so ist f Lebesgue-integrierbar und
die Integrale sind wieder gleich; man beachte den Fall f > 0.

Mit | P fdh=: | ; f(z) dz sei im Folgende stets das Lebesgue-Integral von f iiber
I bezeichnet.

3.16 Beispiel z+— 2% € LY([1,00[,\) & s> 1,
denn

1 15|k .
b du o % fir s#1
e =

! Inz|f fir s=1

der Limes fiir £ — oo existiert also genau fiir s > 1.
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Bemerkung Wegen der Aussage b) in Satz 3.14 wird im Folgenden i.a. wieder
p(f) statt [, fdu betrachtet.

3.6 Meflbarkeit bei Radon-Integralen

In diesem Abschnitt geht die Vor. der Lokalkompaktheit des Grundraums bei
Radon-Integralen wesentlich ein:

3.17 Lemma (Urysohn) Ist X lokalkompakt, K C X kompakt, G C X offen
mit K C G, so existiert x € C.(X) mit

supp X CG, 0< x<lund x(z)=1<zx¢€ K.

Beweis: Zu jedem z € K existiert ein relativ kompakte Umgebung U, mit

U, C G : Da Teilmengen relativ kompakte Mengen selbst relativ kompakt sind,
kann U, C Uzpp(z) (={y|d(z,y) < /2}) gewdhlt werden, wobei U.(z) C G sei.
Da K kpt existieren endlich viele z; mit K C U’ Uy, =: Gy

Dann ist Gy C |J' Uy, =t A mit A kompakt und A C G. Sei nun

dist(x, A°)
x(@) = = : R
dist(z, K) + dist(z, A°)
so ist x : X — R def., da der Nenner stets # 0 ist: Ist z € K, so existiert € > 0

mit U.(z) C G; C A. Da die Distanzfunktion stetig ist, ist x stetig, und es gilt
0 < x < 1. Ferner gilt

dist(z, K) =0 & ze€ K
< x(@) =1
und x(z) =0 falls x ¢ A. |

Fiir die weitere Untersuchung benostigen wir zunéchst folgende

Bemerkung Ist F eine beliebige Familie von o-Algebren auf X, so ist auch

([AlA€ F}

eine o-Algebra auf X:

Ist Aje A VA€ Fund j € N, soist,da.4 o-Algebra, auch

UA; e A VAe F,alsoist JA; e {A|Ae F}.

Analog folgen die iibrigen Eigenschaften.

Zu jedem nichleeren Mengensystem C C P(X) existiert demnach eine kleinste
o-Algebra inP(X) , die C enthélt, ndmlich

A(C) :=({A o — Algebra|C C A}.
C heifit Erzeuger von A(C), A(C) die von C erzeugte o-Algebra.
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Da auch der Durchschnitt von Ringen bzw. Algebren wieder Ring bzw. Algebra
ist (nicht jedoch der Durchschnitt von Semiringen), definiert man analog R(C) und
Ra(C)

Wir wollen die von einem Radon-Integral erzeugte o—Algebra untersuchen. Dazu

3.18 Definition (Borel, 1898) Sei X ein topologischer Raum, so heifit die von
den offenen Mengen in X erzeugte o— Algebra B(X) die Borel—o— Algebra auf X.

Bemerkung Da B(X) Algebra, enthilt B(X) alle abgeschlossenen, insbesonde-
re alle kompakten Teilmengen von X.

Der folgende Satz verallgemeinert Bsp.3.3.

3.19 Satz Sei p ein Radon-Integral auf X mit erzeugter o— Algebra A, und Ring
R, so gilt

a) B(X) - Aﬂa
b) K C X kompakt = K € R,
c) A€ A,, f:A— R stetig= f°€ LO(u).
Beweis: b) Sei K C X kpt, x € C.(X) aus dem Urysohn-Lemma, also
0<x<lund x(z)=1<z€cK.

Dann ist y;, := x* € C.(X) und x,, \, 1k, also folgt aus B.Levi 1x € £L*(u).
a) Ist A C X abgeschlossen, ¢ € C.+(X), K :=supp ¢, so ist
AN K als abgeschlossene Teilmenge von K kompakt, also ist

min(14, ) = min(lang, @) € L(1),

nach Lemma 3.6 also A € A,,.
c) Ist a € R, f(x) < a,s0 existiert eine offene Umgebung U, von x mit

fly) <a YyeU,NA.
Da G := | J{U, |z € B} offen, ist
{reA|f(zx)<a}=GNAcA,

also ist
GNAUA®, a>0
{fo<“}:{ GNA,  a<0 } A
und demnach {f° > a} = X\{f° < a} € A,. Nach Satz 3.11 gilt also c). [ |

3.20 Definition Das vom Lebesgue-Integral A auf R erzeugte Maf
my: Ay (= B(R)) — R4+

heifit das Lebesque-Majf$ auf R, die Einschrinkung von m, auf B(R) wird als
Borel-Maj$ auf R bezeichnet.
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3.7 Darstellungssétze

Der folgende Satz von Stone zeigt, daf alle D-I (die die Stone-Bedingung erfiillen)
Abschliefung von Elementar-Integralen sind. Dazu zunéchst

3.21 Lemma Zu jedem f € LL(p) existiert (o)) C E+(R,) mit o, / f.
Beweis: Nach Satz 3.11 3 (¢;,) C E+(A,) mit ¢, 7 f . Ist

2 S f7 Y= Zalej € 5‘*‘("4#)7

¢ (E in Normaldarstellung und a; > 0 V7, so folgt wegen a;14; < f aus Satz 3.4
lAj S ,Cl(u). |

3.22 Satz (Stone, 1948) Jedes vollst. D-I i : L(u) — R (mit LY (u) stonesch)
wird durch das von ihm erzeugten Primaf p° : R, — R+ dargestellt:

Sei 119 : £2(u°) — R die Abschliefung des Elementar-Integrals auf £(R,) bzgl. uP,

so ist = O .

Beweis: Ist f € £1(u), so existiert nach dem Lemma (p,) C E+(A,) mit ¢, /" f
und (u°(p;)) = (u(py,)) ist beschrinkt, also gilt nach B.Levi

fe L5 p°) und pO(f) = lim u(py) = p(f).

110 ist demnach eine Fortsetzung von u, da

E(R,) C LYw) C LY(u°) gilt nach Satz 2.11 L () = L(u0). u
Bemerkung a) Die Satzaussage ldft sich durch folgendes Diagramm
veranschaulichen

(ﬁl(/f),m = (El(u;), 10)
(Rus 1) — (E(Ry), 1°)

b) Wegen des Darstellungssatzes benutzen wir im Folgenden auch die
mafBtheoretische Schreibweise fiir das Integral auf £*(u) :

I E fH/fdu-

¢) Zum mafitheoretischen Zugang zur Integrationstheorie: Man geht dort von
einem beliebigen Mafiraum (X, .4, m) aus, def. dazu den Ring
R:={Ac Alm(A) < o}
und das Pramaf}
iR — Ry, A= m(A).
Der Raum £;(u) der bzgl. p integrierbaren Funktionen wird definiert durch

30



feLlis(p) = 3I(p,) CE+(R) mit ¢, / f und /gpk dp beschrinkt,

und das Integral von f durch lim [ ¢, dpu.

Aus dem Satz von B. Levi erhiilt man : Das Integral auf

L(p) setzt das auf L1(u) fort. Ferner gelten die Sitze von B. Levi, Lebesgue
und alle zentralen Aussagen des Teils I auch fiir £1(u).

Wir wollen noch den Satz von Stone in der konkreten Situation eines Radon-
Integrals auf R untersuchen:

3.23 Satz (Riesz, 1909) Jedes vollstindige Radon-Integral p : LY(p) — R auf
R ist ein Lebesque-Stieltjes-Integral:
J; F': R — R mit F' monoton wachsend, linksstetig und F(0) =0, so daf§ p = pp.

Beweis: Nach Satz 3.19 ist Sg C R, : z.B. ist Ja,b] = J; [a — 1/7,b0] € B(R) und
Ja,b] C [a,b] € R,..
Eindeutigkeit: Da p = pp auf Sg folgt mit der Def. von pp in Bsp.2.14

F(z)=F(x)— F(0) = F(z—) — F(0—) = u([0,z[) falls z > 0, (*)

Fx) = =(F(0) = F(z)) = =(F(0—) = F(z—)) = — p([z,0]) falls # <0 . (*¥)

Existenz: Definiere F' durch (*) und (**), so erhilt man durch eine einfache Fall-
unterscheidung

((a,bl) = F(5) — F(a) = pip([a, b)) Ya < b,
Mit dem Satz von B.Levi folgt daraus u(l) = pup(I) VI € Sg : z.B. gilt fiir by \, b
F(b+) — F(a) = lim F(by) — F(a) = lim u([a, bx[) = u([a,b]).

Ebenso folgt, dafl F' linksstetig ist, und F' ist monoton wachsend und F'(0) = 0.

Da jedes ¢ € C.(R) gleichméfiger Limes einer Folge (1,,) C £(Sg) ist, folgt aus
dem Satz von Lebesgue, dal p = pup auf C.(R) ist, also sind auch die Abschliisse
gleich. [ |

Bemerkung Ist speziell u : £}(1) — R ein vollstéindige Radon-Integral auf R
mit u(R) =1 (also ein Wahrscheinlichkeits-Integral), so folgt aus (*) und (**) mit
B. Levi

lim F(z) — lim F(—z) = p([0, 00[) + u(] — 00,0]) = p(R) = 1.

r—00 r—00

F heifit Verteilungsfunktion von p.
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4 Awusbau der
Integrationstheorie

Seip: LYp) — R, fim [ fdp ein vollst. D-I auf dem Grundraum X mit erzeugter
o—Algebra A, und Ring R,,.

4.1 Nullmengen

Bezeichnung a) N € R, heiit p—Nullmenge, wenn p(N) = 0.
b) Wir sagen f =g, f > g, lim f, = g, ... gilt p-fast dberall, wenn {f = g}°,
{f>g}°, {lim f, = g}° ... eine y-Nullmenge ist.

In diesem Abschitt wird benutzt, dafl p vollstindig ist, d.h. Teilmengen von
p—Nullmengen sind wieder y—Nullmengen (Satz 3.10 c)).

Im folgenden Satz verdeutlicht a) die Aussage des Satzes von B. Levi.

4.1 Satz  a) Ist (fi) C L*(w), fr /" und ([ frdp) beschrinkt, so konvergiert
(fu) pef-i
b) Ist f: X — R, so ist dquivalent

i. f=0 p—fi.
i pr(f)=0
iii. f€Lu) und [|f|dp=0.

c) Ist f =g p—f., so gilt
Lo (f)=n(g)
ii. feLn)egel(u)

iii. feLlu) e gel(u)
und dann ist [ fdp = [ gdp.

d) Ist A=, N; mit N; p-Nullmenge Vj, so ist A p-Nullmenge.

Beweis: a) Sei N :={ fr /" oo}, und sei

f:=1lim f, auf N¢ f:=1auf N,

g :=lim f; auf N¢ g:=0 auf N,

so ist nach B. Levi f,g € L£Y(p) mit [ fdu = [gdp (= lim [ fi du), also ist
In=f-—g€LYu) und [1ydp=0.

b) i)=ii) Mit {f # 0} =: N ist

[f] <3207 1w, da 1y € L (p), folgt p*(f) < 3207 [ v dp = 0.

ii)=-iii) Satz 2.6 e) fiir |f].

iii)=1) Sei f}, := k|f], so ist [ fr,du = 0 Vk, nach a) ist {f # 0} = {fx /" oo} eine
u—NM.
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c) i) Mit b) folgt u*(f) < p*(g) + p*(f — g) = 1 (g), also gilt i).
i), iii) Nach b) ist f —g € £LY(u) (und [(f —g)du=0).
d) Wie in b) folgt p*(14) <> 5 u(N;) = 0. |

4.2 Beispiel  a) Fiir das Lebesgue-Integral A auf R ist {a} = [a, a] Lebesgue-
NM, also ist jede abzihlbare Teilmenge von R Lebesgue-NM. Nach dem Satz
4.1 c¢) kann man also eine Funktion in abzéhlbar vielen Punkten abéindern, ohne

die Integrierbarkeit oder den Wert des Integrals zu verdndern, insbesonders ist
z.B.

b
f(z)dx = f(z)dx =: / f(z)dx.
[a,0] Ja,b[ a

b) Fiir das Z#hl- Integral p, (Bsp.2.7) ist
N eine u,—NM& N = (.

c¢) Fiir das Dirac-Integral 6, : R* — R, f +— f(a) (vgl. Aufg.8) ist
N eine 6,—NM& a ¢ N.
4.3 Beispiel a) z+— 2% € £(]0,1],)\) & s < 1, und dann ist

1d_ZL‘ 1
o 8 1—s

(wie Bsp.3.16).
b) Fiir ¢ > 0 ist

o) | L.t
I'(t) ::/ " te ™ dr = lim Mk
0

_D )
i Dy (CGous-Darstellung)

Beweis von b): Fiir festes ¢ > 0 und k € N* sei

f:0,00[— R, z+ 2" te ™

T
fr:]0,0[— R, z+— ZL‘t_l(l — E)k Lo,k ().

Da f, fr > 0 und uneigentlich regel-integrierbar (vgl. Bsp.3.16, 4.3 a) und Aufg.15)
sind sie Lebesgue-integrierbar.
fr — f: Fir z €]0, k] ist

In(1—

(1- %)’f — exp(k In(1 — %)) = exp(—x

also ist wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion

klim (1-— %)k =exp(—z In'(1)) = ™.
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fr < f : Aus der Monotonie der Logarithmusfunktion folgt
fol@) < f(z) Vo >0 g(z) =k In(1 - %) +2<0 Vzel0k|

da g(0) = 0 und ¢'(z) < 0 gilt die letzte Aussage.
Aus dem S.von Lebesgue folgt demnach

/ f(z a:—hm/ 1—— dx

und durch partielle Integration der rechten Seite erhiilt man die Behauptung.

4.2 Integration komplexwertiger Funktionen

Die Fortsetzung von u ins Komplexe erfolgt durch Komplexifizierung von £*(u)
und g :

4.4 Definition f: X — C heif3t
p-mefSbar, f € L°(u;C), wenn Re f und Im f in £°(u) sind,
p-integrierbar, f € £1(u;C), wenn Re f und Im f in £(p) sind, und dann sei

/fd,u::/Refdu + z'/Imfd,u.

4.5 Satz  a) L%u;C) und LY(u; C) sind C-VR,
LYw;C) > f — [ fdu ist linear.
b) Ist f € LY(u;C), so ist
Lo |fl € L) und |[ fdu| < [1f] du,
ii. felYu;C)und [fdu= [ fdu.

Es gelten alle bisherigen Aussagen, die nicht speziell die Ordnungssruktur von R
benutzen, auch in C, insbesondere der Satz von Lebesgue und das Kriterium c) in
Satz 3.4:

fe L C) e feLl(w;C) und Ig € L3 (1) mit |f] <g. (*)

Beweis: a) Aus der Def.

b i) |f]® = (Re f)? + (Im f)2 € £O(n), also ist nach Folg. 3.12 |f| = (|f|)Y2
LO(p).

Da || < [Re f| + [lm f] ist |f] € £X(s)

Sei [ fdp=re™ mitr >0 und a € R, so ist

r:‘/fd,u‘:e_ia/fdu:/e_io‘fdﬂz/Re(e_mf)d,u-i-oﬁ/m du
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b ii), ¢) aus der Def.,
c) (*) folgt aus b i) und da

[Re fl < [f], [Im fl < [f] - u

Bemerkung Ist f: [a,b] — C stetig, F' eine Stammfunktion von f, also

_ F(-+h) —F
_ .
f=F =l h

Y

so ist (Re F') =Re f und (Im F')’ =Im f, und damit

b b b
/ f(m)dm:/ Re f(z)dx + i / Im f(x)dx = ReF|Z+i ImF]Z = F]Z
Es gilt also wieder der Hauptsatz.

Bemerkung Im Weiteren wird, wenn nichts anderes gesagt wird, der komplexe
Fall mit eingeschlossen: £°(1) und £(u) seien dann VR von K—wertigen Funk-
tionen, wobei K einer der Korper R oder C sei. Ein K—VV sei im Falle K = C
die Komplexifizierung (wie in Def.4.4) eines R—VV.

4.3 Parameterabhingige Integrale

I(t) = [, «" e ™ dx fir t > 0. Ist T stetig? Dazu

4.6 Satz Sei Y ein metrischer Raum, a € Y und fiir
f:Y x X — K gelte

a) f(-,x) ist stetig in a fir jedes (feste) x € X,

b) f(y,-) € LY (u) fiir jedes (feste) y €Y,
c) 3g€Li(p) mit[f(y,)] <gVyeY.

Dann st
FiY =Ky [ f)du = [ 1.0 due)
stetig in a.

Beweis: Nach b) ist F' definiert. Sei (yx) C Y mit yx — a, und fx := f(yx, ).
Nach a) gilt fx — f(a,-) und nach c) gelten die Voraussetzungen des Satzes von
Lebesgue, also folgt

Fl) = [ fedu— [ £l du=Fa) C

Fiir die (partielle) Diff’barkeit gilt &hnlich
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4.7 Satz Sei U C R" offen (U ein Intervall, fallsn =1 ), sei j € {1,...n} fest
und f U x X — K mit

a) f(-,x) ist auf U partiell nach y; diff bar Vz € X,

b) fly,-) € LYu) YyeUl,
c) 3g € LY () mit |9, f(y,)| < gVyeU.

Dann 1ist
F:U—K, y|—>/f(y,-)du
partiell nach y; diff ‘bar mit
O,F () = [ 8,0, du vy € U

Beweis: Sei ¢/ € R™ der j—te Einheitsvektor, a € U und (¢;) C I\{0} mit ¢, — 0,
wobei I C R ein Intervall sei mit a +te/ € U Vt € I. Sei

fii=(fla+ el ) = fa,),

k

so ist (fi) € LYu), fi — 9y, f(a, ) und nach dem MWS (fiir C (~R?) -wertige
Funktionen falls K = C) gilt

’fk:’ < S;ll? ‘ayjf<a +tej7 )| <g.
S

Nach dem S.von Lebesgue ist also d,, f(a,-) € £*(p1) und
Joufadn = tm [ fdo

- hm%< / Fla+ the? ) dys - / f(a.-) dp)
0;F(a) |

4.8 Beispiel Berechnung von
F:R—=C, y— / e 2miTy o= g
R

Sei f: R xR — C, (y,x) — e 2™ ¢~ g0 gilt a) aus Satz 4.7.
Da f(y.-) A—meBbar und |f(y,z)| = e ™ Yy, z gilt b), und c) ergibt sich aus

0,f(y, )| = | = 2miz f(y, )| = 272 e =: g(x)

wobei g € LY(\) (vgl. Bsp.3.16).
Mit Lemma 3.15 folgt Vy € R
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R
F'(y) = / e 2 ¢ (_9rig) da = i - I%im e ¢ (_97r) da
R —J-R

. . —2mi — a2
= 4- lim e 2mizy e T
R—o0

R R ,
B / 2T o (_oia)) da:) = =21y F(y).
—R R

F ist also Losung einer linearen Differentialgleichung:

2

F(y)=F(0)e ™.

Da [, e~ dt = /7 (Analysis II, Bsp.6.87) folgt mit der Substitution /7z = t
F(0) = lim "’ e ™ dy = L / e Pdt =1
VT R .

R—o00 _R

4.4 LP-Riume

Hier werden allgemeinere VR integrierbarer Funtionen behandelt. Neben p = 1 ist
p = 2 der wichtigste Spezialfall.
Sei LY(n) 2 f — [ fdp € K ein vollsténdiges D-1.

4.9 Definition Fiir p € [1, oo] sei
Lr(p) = {f € L2Xw)| I£I" € L}(p)}

und
LP(p) > f = ([|fIP du)¥? = ||f]|, € R+ sei die p-Halbnorm auf LP(u).

Bemerkung a) Nach S. 3.4 bzw. S. 4.5 c) ist obige Def. vertréglich mit der
von L(p) in Def. 2.5 bzw. 4.4.

b) Nach Satz 4.1 b) ist
| fll, =0« |f|’ =0 p—L.ii., also gilt

fll, =0« f=0 pfi. .

4.10 Satz  a) Seien p,q €]1,00] mit % + % = 1.
Ist f € LP(u), g € LY (1), so ist f-g e L) und

1F - gl < M1 £1lp - lglle-
Holder-Ungleichung, fiir p = q = 2 : Ungleichung von Cauchy-Schwarz.

b) Fir pe [1,00] ist LP(p) ein K-Vektorraum, f i ||fl|, ist eine Halbnorm auf
LP(p), d.h. fir o € Kund f,g € LP(u) gilt

Lo efllp = led [1f]]p
i. | f+9ll, < I fllp + llgll, Minkowski-Ungleichung.
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Beweis: a) Ist ||f|[, = 0, so ist nach obiger Bem. f = 0 p—f.ii., und demnach

1S - gllL = 0.
Analog folgt ||g|l, =0=||f-gll1 =0.
Sei nun || f||, > 0 und ||g||, > 0, und

_ _ gl

fl = y g1:= )
1hal lgllq
so ist nach Def.
fio g1 € £H(p) und || fo]|r = [|gall = 1. (+)
Dafira>0und b>0
at’? . e < a + b
p q
(Analysis I), folgt mit a = f1(z), b = g1(x)
. 1 1
fol Ly 1y *)

11l -Nglle =277 g

Da f-g¢€ L%u) und f1, g1 € LY(p) ist f-g € LY(p), und mit (+) und % + % =1
folgt aus (*) durch Integration a).

b) Da |f + g < (2max(If],]g)” < 22(|F + g") ist L2(s) cin VR.
i) klar.
ii) p = 1: Aus der Dreiecksungleichung fiir p* oder direkt:

/!f+g| duﬁ/(|f!+lg|)du=/!f| du+/lg| dp.

Ist p > 1, %—{—% =1, also ¢ = ;ﬁ"—l, so ist |f—{—g]p_l € L(u), aus der Holder-
Ungleichung folgt

/!f+g|p dy < /|f| If+ gl du+/lg| If+glPt du
< (/Ifl” du>%</|f+grp du>%+</ 9" du>%</|f+grp ap)t.

_1

Da @ ||f + g]|, # 0 folgt durch Multiplikation mit ([ |f + g|” du)"@ b). |

4.11 Folgerung Ist X € R, und p1 > p, so ist LP*(p) C LP?(p).

Beweis: Sei f € £P(u). Mit p := p1/p, und % - % =1 ist
|fIP? € LP(u) und 1 € L(u), also |f|? -1 € L (p). u

4.5 Konvergenz in LP ()

Sei p € [1,00[. Man definiert in £P(x) (mit der Halbnorm || - ||,) topologische
Begriffe wie Konvergenz, Cauchy-Folge, Vollstéindigkeit, Stetigkeit wie in einem
normierten Raum, also z.B. fiir f, f € LP(u)
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fe = fin LP(u) 2 |[fi = fllp = 0.

Die Konvergenz in £P(u) wird auch als Konvergenz im p—ten Mittel bezeichnet.

Bemerkung Gilt fy — f und f; — ¢ in £P(u), so ist wegen

F = gllp <I1fx = fllp + 1fx = gllp VE

|f — gll, =0, also ist nach der Bem. zu Def. 4.9 f = g p—{f.ii.
Im allgemeinen gilt jedoch nicht f = g, d.h. (LP(n), ||-||,) ist kein Hausdorff-Raum.

Viele Eigenschaften von £1(p) gelten auch auf £P(u). Wir zeigen exemplarisch

4.12 Satz (Satz von Lebesgue fiir £P(n)) Sei p € [1,00[, (fx) C LP(n) mit
fr = f (punktweise) und es existiere g € L4 (1) mit | fx| < g Vk.
Dann ist f € LP(u) und fr, — f in LP(p).

Beweis: Da |fy — f|” — 0 und

|fie = fIP < 2P max(|fi] | f])? < 27 g7 € LY (n)
folgt aus dem Satz von Lebesgue [ |fy — f|” du — 0. [ |

Bemerkung a) Fiir p = 1 ist dieser Satz eine Verallgemeinerung des Satzes
von Lebesgue, da

[1fx—fldp— 0= [ frdu— [ fdpu.
b) Der Satz von Lebesgue in £P(u) gibt Bedingungen fiir

fr — f punktweise = fr — f in LP(u).

Fiir die umgekehrte Fragestellung zeigen wir zunéchst

4.13 Lemma Ist (g,) C KX mit p*(gx) — 0, so existiert eine Teilfolge von (gy),
die p-f.i. gegen Null konvergiert.

Beweis: Wihle eine Teilfolge (wieder mit (g) bezeichnet), so dafl
S w*(gx) konvergiert, und wie im Satz 2.4 b) (hy;) C £ (x) mit

Z k] < thj und Z,u(hkj) < 00.
k k,j k,j

Nach Satz 4.1 a) konvergiert ), . hy; p-f.ii., also auch -, |gx|- |

Bemerkung Aus dem Lemma folgt nun:
Gilt fr — fin LP(u), so existiert eine Teilfolge (fy;) von (fi) mit fr, — f p-fii. |
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denn

I fe = fllp = 0= p*(Ifi — fI") = u(lfx — fI?) — 0.
Aus fr — f in LP(u) folgt nicht fi, — f punktweise (Aufg.24).

Das zentrale Resultat dieses Abschnitts ist die Vollstéindigkeit von £P(pu).

4.14 Satz (Vollsténdigkeit von £P(u)) Fir p € [1,00] ist LP(u) vollstindig,
d.h. jede Cauchy-Folge (fr) C LP(u) konvergiert in LP(u).

Beweis: a) (fi) hat eine Teilfolge (fy,), die punktweise p-f.ii. konvergiert:
Da (fx) Cauchy-Folge in £P(u) existiert k3 > 0 mit

1
Hfm - fk1||p < 5 Vm > kl?

induktiv erhélt man k; > k;_1 mit

1
1fm = figllp < 55 ¥ > k. @

Sei g; := fr,— fr;_, fiir j >0, fi, := 0, so folgt aus (*) mit der Dreiecksungleichung

n p 1/p n n
</ (ZW) d#) =11 gl Il <D Mgl <2 n.
7=t 5=1 j=1

Nach Satz 4.1 a) und dem Satz von B. Levi existiert eine p-Nullmenge N mit:

0o P
g:= <Z lg;| - 1Nc> konvergiert und g € L£*().
j=1

Demnach konvergiert auch » 72, g; - Lye. Sei

f::Zgj-lNc:Iimfkj-lNc:X—>K.

j=1

b) fr — fin LP(p) : Da Vn p—f.i. gilt

> g
=1

ist nach Satz 4.12 f € £P(p) und fi, — f in LP(p). Zu € > 0 existiert k, € N mit

p

| fieal” = < g€ L3(p),

g g

Mit der Dreiecksungleichung folgt also ||f — fill, <& VEk > k. [ |
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Wir zeigen noch, wie man von den halbnormierten Réumen £P(u) zu normierten
Réumen LP(u) iibergeht.

Ist V ein VR mit einer Halbnorm ||, so wird daraus durch folgende Standardme-
thode ein normierter Raum:

Da |-| eine Halbnorm, ist NV := {v € V| |v| = 0} ein UVR von V, und auf
VIN ={v+N|veV}ist v+ N — || v+ N|| := |v| eine Norm:
stv+ N =w+Nsoistv—weN,da]| |v|—|w|| < |v—w|folgt |v| = |w].
Ist [|v+N]||=v|=0,s0ist ve N alsov+ N =0€ V/N.

Ist (V,]:]) vollsténdig, so auch (V/AN,||-||) : Ist (vx + N) Cauchy-Folge in V/N,
so ist (vg) Cauchy-Folge in V, also konvergiert (vg) gegen ein v in V, und daraus
folgt vy + N — v+ N in V/N.

Bezeichnung  FEin vollstdndiger normierter Raum heiflt ein Banach-Raum.

Bemerkung Nach der Bem. zu Def. 4.9 ist

N ={fel@!lfll=0}={f: X—>K[|f=0p—fi},
N ist also von p unabhiingig.
Da LP(u) vollstéindig, gilt nach dem eben gezeigten

4.15 Satz LP(u) := LP(p)/N mit || f + N, == ||f|lp ist ein Banachraum.

Bemerkung Fiir p = 2 ist L?(u) sogar ein Hilbertraum:
(f+N,g+N)— [ f-gduist ein Skalarprodukt auf L?(y) mit

||f+N||z=/f-?du Vi N € I2().
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5 Produktintegrale

In diesem Kap. wird zunéichst die Konstruktion des (abstrakten) Produktintegrals
durchgefiihrt, die zentralen Resultate sind die Sétze von Fubini und Tonelli. Wir
werden im zweiten Teil der Vorlesung diese allgemeine Theorie mit der Behandlung
des Lebesgue-Integral im R™ konkretisieren.

5.1 Konstruktion des Produktintegrals

Es seien auf zwei Grundrdumen X und Y vollst. D-T p : £Y(y) — K und v :
LY(v) — K mit erzeugten Ringen R, und R, gegeben. Wir wollen daraus ein
vollst. D-I, das Produktintegral p @ v auf dem Grundraum X X Y erzeugen. Eine
der Grundforderungen dabei ist, dafl

/g@hd,u@)l/:/gdu-/hdu Vg € LYu), he L (v), (*)
wobei fiir g: X - Kund h: Y — K
gOh: X XY =K, (z,9) = g(z) h(y)

das Tensorprodukt von g und h ist. Manchmal wird in (*) auch ausfiihlicher

/X (g N)@g) e v)(e.y) - / o) du(z) - / h(y) duy)

X Y

geschrieben.
Wir benétigen zunéchst die folgende

5.1 Definition  a) Sind V und W UVR von KX bzw. KY| so sei
VW :=Span{g®h|geV, he W}

das Tensorprodukt von V und W .
b) Sind C C P(X), D C P(Y), so sei

CxD:={AxB|A€C, BeD}

c) Ist f: X xY — Kmit f(z,-) € L}(v) Vo € X, so sei

v(f): X = Kz v(f(z,).
Analog sei u(f) : Y — Kund v*(f), p*(f) definiert.

Bemerkung a) Dalaxp=14®1pist E(C x D) C £(C) ® E(D), da
Zoélej ® Zﬁlek = Z ;jfla; ® 1, = ZoéjﬁklijBk7
folgt
E(CxD)=E(C)®ED).
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b) Da v(g ® h) = v(h) - g erhilt man
p(v(g @ h)) = p(g)v(h) = v(u(g @ b)) Yg € L(n), h € L*(v).

Zur Konstruktion des Produktintegrals sucht man UVR V und W von £!(u) und
LY(v) und eine lineare Abb. p® v :V ® W — K mit

a) p®v(g®h)=ulg) v(h)VgeV, heWw,

b) p® v ist DI,

) LY(u) @ LY v) C LY{p@v),
und definiert das Produktintegral dann als AbschlieBung dieses D-I.
Der folgende Satz kléirt a) und gibt einige Eigenschaften zu b):

5.2 Satz Seien V und W UVR von LY(u) baw. L1(v).

a) Jp eine linare Abb. pR@v: VW — Kmit p®@v(g®h) = pu(g)-vh)
YgeV,heW.

b) pu® v ist positiv und nullstetig.

Beweis: a) Sei f =>""g; ®h; € V@ W ( die Darstellung ist i.a. nicht eindeutig ).
Eindeutigkeit: Hat p ® v : V ® W — K die geforderten Eigenschaften, so ist

pov(f) = ulg)v(hy) = pv(f)).

Existenz: Sei p ® v(f) := pu(v(f)), so erfiillt 4 ® v die Bedingungen in a).

b) Ist VW 3 ¢ >0, so ist ¢(z,) > 0 Vz, da v positiv folgt v(p) > 0, und
daraus u(v(e)) > 0. Ebenso folgt fiir
VW 3 ¢, \, 0 zuniichst v(p;,) \, 0, und daraus u(v(p;)) \, 0. |

Kritisch ist aufler c) einzig die Verbandseigenschaft: i.a. ist V ® W kein VV, auch
wenn V und W VV sind; Beispiele dafiir sind C.(X)® C.(Y) (Aufg. 27) und auch
LY (pw)® L1(v). Fir Elementarfunktionen gilt jedoch

5.3 Lemma &(R, xR,) (=&(R,) ®E(R,) ) ist stonescher VV.
Beweis: Da
Al X B]_\Az X B2 = Al\Az X B]_ +A10A2 X B]_\Bz

ist R, X R, ein Semiring, U' A; x Bj hat also nach der Bem. zu Lemma 1.14 eine
disjunkte Verfeinerung. Mit ¢ ist demnach auch |p| in £(R, x R,) und es folgt
wie in Folg. 3.7 die Stone-Bedingung. [ |

5.4 Definition Die Abschlieffung des Elementar-Integrals y® v auf £(R, x R,)

pov: Luev) - K, foupeu(f) = flzy)dp@v)(z,y)

XxY

43



heifit das Produktintegral p ® v aus p und v.

Damit ist das anfangs formulierte Ziel erreicht:

5.5 Satz a) Istge L%u), he LOv), soist g h € LO;(u®v).
b) Ist g € LY(1), h € LY(v), soist g h € LY(u® V) und

/ g®hdu®1/:/gdu/hdy.
XxY b'e Y

Beweis: a) Ist A€ A,, Be A, und ¢ = S a;jla;xB; € E+(Ry x R,) in Normal-
darstellung, so ist

!
min(laxp, ¢) = Zajl(AﬁAj)x(BﬁBj) € E(RLxRy),

also ist 14x 5 und demzufolge auch (A, x A,) in LO(p @ v).
Nach Satz 3.11 existieren Folgen (¢,) C £(A,,) mit ¢, — g und (x;,) C £(A,) mit
X — h. Daraus folgt

E(ALXA) DY @ X, — 9@ h,

und damit gilt a).
b) Da g = (Reg)™ — (Reg)” + i(Img)* — i(Img)~ existiert nach Lemma 3.21
(¥x) € E(Ry) mit

Y, — g und || g,

und analog (x;,) C £(R,) mit x;, — h, [xx| /" [hl.
Da |, ® x| /" |g ® h| und nach Satz 5.2

p @ vl @ xal) = (vl v(Ixal) < wllg) v(lhl) vk

folgt aus dem Satz von B.Levi, da8 |g ® h| € £}(z ® v) und aus dem Satz von
Lebesgue folgt damit b). [ |

Die Def. des Produktintegrals 148t sich auf mehrere Faktoren erweitern. Dazu

Bemerkung Ist w : £}(w) — K ein weiteres vollst. D-I, so sieht man sofort,
dafl

(E(Ru) @ E(Ry)) @ E(Ru) = E(Ry) @ (E(Ry) ® E(Ru)),
und demzufolge gilt auch fiir die Produktintegrale
LRV Qw=pRVYOWw)=uRruw.
Allgemein sei

@y ® . ® iy

das (assoziative) Produktintegral aus den vollst. D-I p; ( auf Grundrdumen X ).
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5.2 Der Satz von Fubini

Es seien weiterhin g und v vollst. D-I auf Grundriumen X und Y mit dem
Produktintegral yp ® v auf X x Y.

Wir wollen die Formel (*) in Abs.5.1 verallgemeinern: Gesucht ist eine moglichst
umfassende Klasse von Funktionen f : X x Y — K mit

p@v(f) = pw(f)) =vip(f)) (*)
Ist speziell v = p, das Zahl-Integral auf Y = N, so lautet die rechte Gleichung in

()
/mekdu Z/fmkdu

d.h. es geht in diesem Fall um die Vertauschung von Limes und Integral.

Wir benoétigen zur Vorbereitung

5.6 Lemma Ist f: X xY =K, g: X — Ry mit g <v*(f), so gilt
w(g) < (p@v)(f).
Beweis: Sei (1 ® v)*(f) < 00, () C E+(R,y x R,y) mit |f| <> ¢, und

Y uev(ey) < (V) (f) +e

I < ngk ) und @ (z,-) € E+(R,) Yz
folgt g < v*(f) < Z V(gok) und wegen v(y¢;,) € £+(R,,) erhilt man

9) <D (o) =Y n@vie) < (uev)(f)+e. ®
Das zentrale Resultat iiber die Produktintegration ist nun

5.7 Satz (Fubini, 1907) Ist f € LY(u®v), so existiert u-NM N, so dafs
f(x,-) € LY(v) Vx € N¢. Sei

_Jv(f(z,:) ,. xeN°
Gla) '_{ beliebig 10 ze N

so st G € LYu) und p @ v(f) = u(Q).
Beweis: Sei (¢;,) C E(R, x Ry) mit (u® v)*(f — ¢,) — 0 und
gr(x) = { V'(f —p)(z)  falls v (f — ) (z) < o0

1 sonst

Y

so gilt nach Lemma 5.6
w(gr) < p @ (f —or)) S (W@ V) (f —¢r) = 0.
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Nach Lemma 4.13 existiert also eine Teilfolge von (gx) (die wieder mit (gz) be-
zeichnet wird) und eine p-NM N mit

gr(x) — 0 Vz € N°. Daraus folgt

v(f —op)(x) — 0 Vo € N¢, da ¢y (z,-) € E(R,) folgt

f(z,) € L*(v) Vo € N
Da
|G = vl = [v(f =)l <v(If —eul) =" (If = &el) -t
und p*(g) = p*(g1) falls g = g1 p—f.ii. (Satz 4.1 ¢) ) gilt wieder nach Lemma 5.6
1 (G —vig) < (p@v)(f—¢r) =0
und da v(p,) € E(R,) ist G € L£Y(p) und mit Satz 5.2 folgt
u(G) = lim p(v(py)) = limp @ v(p,) = p@v(f) . A

Bemerkung a) Nach der Bem.b) zu Def.5.1 sind die Rollen von g und v
vertauschbar.

b) Die iibliche Schreibweise fiir die Aussage im Satz von Fubini ist

p@v(f) =pw(f) (=vf))

oder
f(z,y) d(u®1/)(fc,y)=/)(/yf(w,y) dv(y) du(x).

Man beachte aber, dafl das innere Integral i.a. nur p-f.ii. definiert ist: man
betrachte z.B. 4 = v = A und f = lgpxr € LY(R1,A® A) (2.B. aus Lemma
3.15 oder Satz 5.13).

c) Aus der Existenz der iterierten Integrale folgt nicht deren Gleichheit, aus
deren Existenz und Gleichheit folgt nicht f € £'(p ® v) (Aufg. 28).

d) Bei mehrfachen Produkten darf wegen der Assozitivitéit bel. geklammert
werden, z.B. ist

@ oo @ phy(f) = (11 @ oo @ pig) (s @ oo @ ) (f)) -

XxY

5.8 Beispiel (Grofier Umordnungssatz) Sei (a;i)(jrnenxn C K mit ijk |a x| kon-
vergent (vgl. Lemma 2.2). Dann gilt:

> ajx konvergiert absolut Vk, >, (>, ajr) konvergiert absolut,

und fiir jede Bijektion ¢ : N — N x N gilt

20 aw) =) ase =t ) ag.
k j n 7.k
Beweis: Seien y = v = pu, die Ziéhl-Integrale auf N. Nach Bsp. 2.7 ist

g€ LMu) < Z g(k) konvergiert absolut,
K
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und dann ist

Da
pe @ po(Laxp) = po(A) - p(B) = #(A X B) VA, BER,,
ist p, ® p, das Zéhl-Integral auf N x N, also ist
felt(u o) s Z f(4, k) konvergiert absolut,
jk
und fiir diese f gilt
n® () =D FG ).

gk
Da
N u-NM & N =0,
folgt aus dem Satz von Fubini, zunéchst angewandt auf |f|, die Beh.
Als Spezialfall des Satzes von Fubini erhilt man
5.9 Folgerung (Cavalieri-Prinzip, 1635) Ist E € Ruev, so existiert u-NM N,
so dafS
E,={yeY|(z,y) e E} €R, Vx € N°¢
und mit bel. Def. von v(E,) firx € N gilt
n@u(E) = [ v(E.)duta).

be
Beweis: Man setze in Fubini f := 1g und beachte f(z,-) = 1g,. |

5.3 Der Satz von Tonelli

Wir benutzen weiter die Bezeichnungen aus Abs. 5.1, benttigen jedoch eine
Zusatzvoraussetzung. Dazu

5.10 Definition /4 heifit o—endlich, wenn es eine Folge (A4y) in R, gibt mit
A /X

5.11 Beispiel a) Das Zahl-Integral pu, auf X ist o—endlich & X ist
abz#hlbar.

b) Jedes vollst. Radon-Integral auf R™, insbesondes jedes Lebesgue-Stieltjes-
Integral auf R ist c—endlich (Satz 3.19).

¢) p® v ist o—endlich, falls g und v o—endlich.

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dafl 1 und v o-endlich sind.
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Der Satz von Tonelli liefert ein wichtiges Kriterium fiir die Integrierbarkeit im
Produktraum. Der Beweis stiitzt sich auf den Satz von Fubini. Dazu zunichst

5.12 Lemma Ist f € £L%(p), so existiert (f,) C LY () mit fr / f.

Beweis: Sei (Ax) C R, mit A; /" X und
fi=min(f, k- 14,) (€ L3 (1) ). .

5.13 Satz (Tonelli, 1909) Sei f € L%(u ® v), es existiere eine u-NM N mit
f(x,-) € LY(v) Vz € N¢, sei

. v(|f () ze N
G:X—=R, z0 { beliebig Jalls reN
Ist G € LYu) soist f € L{p® V).

Beweis: Sei (fx) C LY (u®v) mit fy /' |f|. Da
v(fir) < G p-f.i. ist nach Fubini

p@v(fy) = pw(f)) < G) vk,
also ist nach B. Levi |f| € £}(u ® v), nach Satz 3.4 also f € L} (n ® v). |

Bemerkung a) Die Rollen von p und v sind vertauschbar.

b) Die Sitze von Fubini und Tonelli lassen sich folgendermaflen (in Kurzform)
zusammenfassen:
Sei f € LO%(n® ), so gilt

felpon) o /X /Y ()] dv(y) du(z) < oo, *)
und dann ist

Xxyfd“®'/:/x/Yf(fvde(y)du(m).

Dabei ist in (*), ” = 7 der Satz von Fubini fiir | f| angewandt worden.

Als Folgerung aus dem Satz von Tonelli erhalten wir, dafl das Integral einer Funk-
tion g € £1(u) als "Fliiche unter dem Integral” interpretiert werden kann:

5.14 Folgerung  Sei A das Lebesgue-Integral auf R.

a) Istge Li(n), E:={(z,y) € X xR|0<y < g(z)},
50 ist B € Rygx und

p@NE) = /ngu-

b) Ist g € L%(u), G, :={(z,y) € X x R|y = g(x)} der Graph von g,
s0 ist G4 eine @ A\—NM.
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Beweis: a) Sei f := g ® 1lgr — 1x ® idr, so ist nach Satz 5.5
fell(u®v)und f(x,y) = g(z) — y. Daraus folgt

E={f>0}NX xRy € Az,
und da
1g > 0und 1g(z,-) = 1o g)
folgt mit Tonelli und Fubini

neNE) = [ [1stedyduta) = [ o) duto)

b) Mit den Bez. aus a) ist Gy = {f = 0} € Augx, und da 1g, (2, ") = Ly folgt
wie in a) die Beh. |

Bemerkung Die Aussage in b) ergibt zusammen mit Satz 3.19 ein gutes MeS-
barkeitskriterium in konkreten Situationen. Ein Bsp. dazu ist am Anfang des
folgenden Kapitels angegeben.

5.4 Produkte von Radon-Integralen

Wir betrachten nur den fiir das Folgende wichtigsten Spezialfall

5.15 Satz  Sind p und v wvollstindige Radon-Integrale auf den Grundriumen
X =R und Y = R™, so ist das Produktintegral u ® v ebenfalls vollstindiges
Radon-Integral auf R™*™, insbesondere liegt C.(R™™) dicht in LY (pu @ v).

Beweis: a) C.(R™™™) C LY (u®@v) :
Sei ¢ € C.(R™™) und Wj, eine disjunkte Zerlegung des R"*™ in halboffene Wiirfel
mit Kantenlinge 27%. Sei g;, : R®*™ — K definiert durch

grlw = @(z,y) VW € Wy mit (z,y) € W beliebig.

Ist W’ € R™ ein halboffener Wiirfel, so ist W' als Differenz kompakter Wiirfel in
R, also ist gr, € £(R, x R,), und da ¢ gleichmiiBlig stetig, gilt g» — . Demnach
ist o € L2%(1 ® v) und da

suppp C K x H mit K C R*, H C R™ kompakt, ist

ol < [l@lloo * 1rxrr € L@ v), also ist v € LAu@ V).

b) Sei w := p v
zeigen:

C.(xxY), 50 ist w Radon-Integral. Nach Satz 2.11 ist noch zu

E(Ru xR,) C LYw). (+)

Ist g: X - K, h:Y—=Kmit u*(g) < oo, v*(h) < 00, so existiert

(Vr) C Ce+(X) mit |g] < > 1by und 3° p(hy) < p*(g) + € und B -1y (x) konver-
gent Va : Sei auf der u—NM {> 1, = oo} (Satz 4.1 a) ) Yy = |9, ¢, = 0 Vk > 0.

Sei analog
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(Xg) C Cer(Y) mit |h| <> xp und > v(x,) < v*(h) + € >, x, konvergent.
Da nach Lemma 2.2

@B <D P@Y =D (®) ) = DY h®x; = Yt ®x; ()
k J k J ko J k.3
und ¢, ® x; € Ce+(X x Y) folgt mit Satz 5.5
W(gRh) <D Wt @) =Y (nO V)Y @ x;) = Zu V) -

k,j k,j

Mit derselben Rechnung wie in (**) folgt
wg@h) <Y pt) Y vlxy) < (1(9) +€) - (v (h) +e),
k J

und somit
w'(g®h) < p(g) - v*(h). (*)
Ist nun
g9 € E(Ry) und (¢y) C Co(X) mit p*(g — 1) — 0,
he&(R,) und (x;) C C(Y) mit v*(h — x;) — 0,
so folgt aus (*)
w(g®h =1, @xp) Sw(g® (h—xx)) +w (9 — ) @ xx) =0,
und damit gilt (+). [ |

Bemerkung Der Satz gilt auch fiir beliebige Radon-Integrale vgl. [Floret, Satz
13.3].

5.16 Definition Das n-fache Produkt-Integral aus dem Lebesgue-Integral A auf
R
ATIEA® LA
N——

n

heiflt das Lebesgque-Integral auf R™.
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I1
Das Lebesgue-Integral im R"

In diesem Teil wird als Grundraum der R™ und darauf das Lebesgue-Intgral \" =
A®A® ... ® X betrachtet. Nach Satz 5.15 ist A" ein Radon-Integral, damit gel-
ten insbesonders die Krititerin fiir Melbarkeit und Integrierbarkeit aus Satz 3.19.
Begiffe wie "mefibar” oder ”"Nullmenge”, beziehen sich stets auf A". Statt [ f d\"
schreiben wir auch [ f(z)dz oder [o, f(z)dz.

Wir werden einige Resultate herleiten, die speziell fiir das Lebesgue-Integral im
R™ gelten; diese beruhen i.W. auf der Translationsinvarianz des Lebesgue-Integrals
(vgl. Satz 6.4).
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6 Der Transformationssatz

6.1 Beispiele zum Satz von Fubini

Wir geben in diesem Abschnitt zunichst noch zwei direkte Anwendungsbeispiele
des Satzes von Fubini.

6.1 Beispiel Sei
A= {(z,y) eR*|2* +¢y* < 1,2 >0,y > 0}

und f: A — R, (z,y) — x - €Y.
Nach Satz 3.19 c) ist
h:[0,1] = R, z+— /1 —2? A—meflbar, also ist nach Folg. 5.14 b)

Gh={(z.y) e R®|2" +y* = 1}

M —NM und demzufolge ist A = A\G), meBbar. Wieder nach Satz 3.19 c) ist
meBbar, da f offensichlich eine integrierbare Majorante hat, folgt f € £(A, \?).
(Letzteres zeigt auch die nachfolgende Rechnung mit dem Satz von Tonelli.)

Aus dem Satz von Fubini folgt also

Jrae= [ pad= [([ Pe o

A={(z,y) eR?|0<y<1,0<z</1—¢?}
ist
0 _Jzee? falls 0<y<1, 0<z</1—92
f@’y)_{ 0 sonst

und demnach

/f% )d JVEY g evdr falls 0 <y < 1
x,y)dr = .
R 0 sonst

Damit folgt mit partieller Integation

2

forae= [

Bemerkung Die Integration in umgekehrter Reihenfolge ist komplizierter.

y 'l 2\ 4 1
x-e'dr)dy = 5(1—y)e dy:i'
0

Das folgende Bsp. ist mit dem Cavalieri-Prinzip zu behandeln
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6.2 Beispiel (Kugelvolumen) Sei fiir r >0 B} := {z € R"|||z|| < r}, wobei
||z|| = (37 #2)1/2 die euklidische Norm ist, und sei
Tp = A"(B}) fiir n > 0, 79 := 1. Dann gilt

AN'(B}) =71, -r" fiir n € N* (1)
und
7-(-k 2k+17rk+1
= — 1 = fiir K € N. 2
Tok = Ty ekl = o TR E 2)

Beweis: Da B]' kompakt, ist B} integrierbar. Wir zeigen (1) durch Induktion
nach n.

Firn=1ist \(B})=2-r=711-1.

n—mn+1: Da fir (z,f) € R" xR

1 falls |t] <7, ||z]| < V1?2 —t?
e

folgt mit Fubini und der Induktionsvoraussetzung

AH(BrtY) = // 1gn+a(2,t) do dt
R n

= / / 1 dxdt
—r :L/m
= / (r? — )2 1, dt.
Mit der Substitution ¢t = r cos s folgt
2By = 7 r”+1/ (sin )"t ds =: 7, - r"* by
0

Fiir r = 1 folgt daraus
Tpn+1 = bn+1 *Tn Vn € N*7 (*)
also gilt (1).

Es ist bg = 7, by = 2, und mit zweifacher partieller Integration erhilt man
bn+1 = —47bp—1. Damit folgt induktiv

2T

bp+1 by, = ——.
. n+1
Aus (*) folgt damit

27
n+1

Tpn+l = bn+1 : bn *Tp-1 = *Tn-1,
und daraus folgt induktiv (2).
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Bemerkung Als geschlossene Formel fiir 7,, erhéilt man

71_n/2

Tp = —7—-
L& +1)

Es gilt lim,, ., 7, = 0 und 7,, ist maximal fiir n = 5.

6.2 Formulierung des Transformationssatzes

Der Transformationssatz verallgemeinert die Substitutionsregel. Er ist, zusammen
mit dem Satz von Fubini, das wichtigste Hilfsmittel zum Umformen und Berechnen
mehrdimensionaler Integrale.

6.3 Satz (Transformationssatz oder Trafo-Formel) Seien U, V' C R" of-
fen, ¢ : U — V ein Ct— Diffeomorphismus, d.h. ¢ ist bijektiv und ¢ und ¢~ sind
stetig diff ’bar, und sei f 1V — K. Dann gilt:

feLV,\") < foo-|det Dg| € LY (U, \")

und dann ist

/ﬂ@@:/ﬂwww®wwmw.
1% U

Bemerkung a) Man kann folgende Merkregel benutzen:
Mit y = ¢(z) "folgt”
dy = |det Dé(z)|dr und y € V < x = ¢ *(y) € U.

b) Ist n =1, ¢ : [a,b] — R stetig diff’bar und monoton und
I e([a,b]) =: [e,d] — K stetig, so folgt durch die Fallunterscheidung ¢’ > 0,
¢ < 0 aus der Substitutionregel

[ twan= [ fe@)le @)

Die Trafo-Formel verallgemeinert also die Substitutionregel unter etwas
spezielleren Voraussetzungen an ¢.

c¢) Stellt man D¢ durch die Funktionalmatrix d¢ dar, so erhélt man
gy . . . Oady

det D¢ = det 0¢ = det

g, . . . Ono,
d) Die Trafo-Formel ist symmetrisch: Sei

fe=Ffod-|det Do|, ¢ :=¢ ",
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so folgt mit ¢(x) = y aus der Kettenregel
Dy (y) - Dp(x) = idrn, also ist |det Di(y)| - |det Dé(x)| = 1, und demnach
Fo((y)) [det Di(y)l = f(y)-

Wir betrachten in den folgenden zwei Abschnitten spezielle Diffeomorphismen
(” Koordinatentransformationen”):

6.3 Affine Koordinaten

Der folgende Satz macht auch Aussagen zu Abb. ¢, die nicht injektiv sind:

6.4 Satz (Affine Transformationen) Sei ¢ = a+ T : R" — R™ affin, also
a € R" und T € Hom(R™), so gilt:
Ist A € Ryn so ist p(A) € Ran und es gilt \"(p(A)) = | det T| A"(A).

Beweis: a) Ist T' ein Isomorphismus, so sei in der Trafo-Formel U = V' = R™ und
f = 14a). Da D¢ =T folgt

fod-|det Do| =14 -|detT].

b) Ist det T = 0, so existiert ein affiner Isomorphismus ¢ : R” — R™ mit

Yo(R") € R*1 x {0}. Da R"! x {0} Graph der Nullfunktion auf dem R™"? ist
nach Folg.5.14 R x {0} eine \"—NM, also folgt aus a) und der Vollsténdigkeit
von \"

$(A) = 7 (¢(A)) ist A"~NM. u

Bemerkung a) Der Satz zeigt, da8i | det T'| als Ma$ fiir die Volumenénderung
unter T interpretiert werden kann; die Interpretation des Vorzeichens von det T’
als Orientierung wird in der Linearen Algebra gegeben.

b) Das Lebesgue-(Pri-)Ma$ ist insbesonders invariant unter Bewegungen
¢ = a+ T mit T orthogonal, denn dann ist |det7| =1 .

6.5 Beispiel Volumen des von al, a2, ...,a" € R™ aufgespannten Parallelotops

P:={z= Zajaj]aj €0,1], j=1,2,....,n}.
i=1

Sei T €Hom(R™) mit Te! = a’/, j = 1,2,...,n, wobei ¢/ der j—te kanonische
Einheitsvektor sei, so ist

T([0,1]") = P und die Matrixdarstellung M (T} (el,...,e")) von T bzgl. der Basis
(€l,...,e") ist (al,...,a"). Also folgt

AY(P) = | det T) A([0,1]") = | det(a®, ..., ™).

6.6 Beispiel Volumen des Ellipsoids

E:={zeR"| Z(%)z <1}, wobei r; > 0 fiir j = 1,...,n.
=1 7
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Sei T eHom(R"), y + (r1y1, ...TnYn), SO ist
T(B})=Aund detT =71y -1y - ... - 1y, also folgt (vgl. Bsp.6.2)

AN(E)=r1-T2 . Ty - T mit 7, = \"(B7).

6.4 Polarkoordinaten

Wir betrachten zuniichst die Situation im R?

6.7 Satz (Ebene Polarkoordinaten) Sei
¢ : Ry x [0,27] — R?, (r,9) = (rcos¥,rsind),
so gilt
feLMR?N) & (r9) — f(o(r,) -r e LYR+ x [0,27],)?),
und dann gilt

/R2 f(z,y)d(z,y) = /02“(/000 f(rcosd, rsind) - rdr)dd.

Im letzten Integral ist die Integrationsfolge vertauschbar.

Beweis: Sei U := R%.x]0,2x[, V := R®\(R4 x {0}), so wird in Analysis II gezeigt:
Pl : U — V ist ein C'—Diffeomorphismus mit det D¢(r, ) = r.

Da (z.B. nach Satz 6.4)

(R+ x [0,27]))\U und R?\V M\?—NM sind, folgt die Beh. aus der Trafo-Formel
und dem Satz von Fubini. |

Bemerkung Die Integrierbarkeit kann nach Tonelli durch die sukzessive Inte-
grierbarkeit von (r,9) — |f(¢(r,d)| - r nachgewiesen werden.

6.8 Beispiel Berechnung von fR e dr :
Wie in Bsp. 3.16 erhilt man, da z — e *" € LY(R, )\) ist, nach Satz 5.5 gilt also

/RZ e ) d(z,y) = (/R e dz) - (/R eV dy) = </R e d)2.

Andererseits folgt aus obigem Satz mit der Substitution 7% =t

27 00 00
1
/ e ) d(z,y) = / / e rdrdd = 27r/ —etdt =,
R2 o Jo o 2

und damit

/e‘xzdm:ﬁ.
R
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Wir betrachten noch eine Verallgemeinerung von Satz 6.7 auf den R™ im Falle
einer rotationssymmetrischen Funktion f: R™ — K, d.h.

dg: Ry — Kmit f(z) = g(||z]|) Vz € R™

Fiir n = 2 erhélt man in Satz 6.7

F(6(r,9) = g(llé(r, 9]I) = g(r), und demnach

/sz(a?,y)d(w,y)zzwfooog(r).rdr'

Zur Vorbereitung des allgemeinen Falls zeigen wir zunéichst

6.9 Lemma Sein >2 U’ :={z' ¢ R"!|||2/|]| <1} und
¢:U xRy (=U) =R xRy (=V), (2,r)— (ra’,r/1—||2/|]2).

Dann ist ¢ ein C*— Diffeomorphismus mit

7,n—l

VI=Il2]?

det Dp(x',r) =

Beweis: Sei

/

Y
vV -U (y,t)— (ma ViE+ly]),
so ist ¢ 0 ¢ = idy, ¢ o) = idy und ¢ € C*, also ist ¢ ein C*—Diffeomorphismus.
Durch Entwicklung nach der letzten Zeile erhilt man mit der Abkiirzung

wi= I= P

r o - - 0 1
0 r 0 - 0 W)
det Dp(2',r) = det . -
0 r Tn
_ray LT R
r 0 -0 I
n—1 O -7 - -0 x4
Tx; +4 J 1
= ——2 (=) det| 0 - 0 0 - - z +wr"
7j=1 w O . . r . . :Bj+1
0 . . . . 7” mn

und durch Entwicklung nach der j-ten Zeile folgt

=

det Do(',r) = —
1

@(_1)n+j(_1)n—l+jmj ,rn—2 T w rn—l
w

J
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T"_le'HZ
= —twr
w
1

n—1

_ T: (> 0). n

Damit erhalten wir nun den wichtigen

6.10 Satz (Trafo-Formel fiir rotationssymmetrische Funktionen) Ist
f: R™ — K rotationssymmetrisch, f(z) = g(||z||) Vz € R™, so gilt

fe ﬁl(R”,)\") S r—g(r) - e El(R+, A)
und dann ist
flz)dz =n- Tn/ g(r) - r"Ldr,
Rn 0
wobei T, = \"(B}) (vgl. Bsp. 6.2).

Beweis: Ist n =1, so ist 71 =2 und f(x) = f(—x), also gilt die Beh.
Sei n > 1. Wir benutzen die Bez. aus dem Lemma. Da
f,t)=f,—t) (=9(|(¥,0)) ), folgt aus der Trafo-Formel mit

(Y1) — (v, —t)
fe LYR"1x]0,00[,\") & f € LR x] — c0,0[, \")

und die Integrale sind gleich.
Da R™™1 x {0} eine A"—NM, folgt (mit Satz 3.14 a) und Lemma 3.15 b) )

fe LR\ < fe LV, \")

und dann gilt

Rnf(m)dmz?/vf(:v)dm.

Nun ist
fe LNV, \") & fod|det Dg| € LY (U, X"),
und wegen ||p(z',r)|| = r ist
f 06| det D(a, )| = glr) - 7" = = x(&’) - h{r).
1— [|2'[|?

Damit folgt
fe El(R”, A& x®he ﬁl(U, A™)
und dann ist

/n f(z) do Z/Vf(:v) i — 2/U(X 2 B) (@) d((&7))
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Ist nun f € £}(R™, \"), so ist nach dem Satz von Fubini
x(z')-h e LYR4, N) A" —fii.,
da x(2') > 0Va' € U ist h € LY(Rs, \).
Fiir die Umkehrung sei zunéichst speziell f :=1pn (€ LYR", A")).
Dann ist g = 1jp g3, also h € L} (R4, A).

Da nach Fubini x(-) - h(r) € L£LYU’,\" 1) fiir fast alle 7, insbesondere fiir ein
r €]0,1], ist also x € LY(U’, A" ') und aus (*) und Satz 5.5 folgt

1
1
Tn = 2/ x(2") dx’ - / rdr = 2/ x(z")dx' - —.
U 0 U n
Mit Satz 5.5 folgt also die Beh. [ |

Bemerkung Eine Verallgemeinerung des Satzes auf nicht notwendig rotations-
symmetrische Funktionen wird im Teil IV behandelt.

Das folgende Bsp. gibt die wichtigsten Vergleichsfunktionen im R™ :

6.11 Beispiel  a) Nach Bsp. 3.16 ist
rir ot e L1100 N) & n—1—5< —1,

also folgt

z i ||z]|* € LYR™N\B,\") & s >n

oo
n.
/ ||ZCH_Sd£E:n-Tn/ gt = T
R\ BJ 1 s—n

b) Analog folgt aus Bsp. 4.2

und dann ist

z— ||z|]|7 € LYBI, ") & s <n,

/ ||| 5 do = T2
B n—S

n
1

mit

6.5 Der Beweis der Trafo-Formel

Der Beweis besteht aus drei Reduktionsschritten, in denen jeweils die Vorausset-
zungen der Trafo-Formel (T-F) abgeschwicht werden, im vierten Schritt wird die
T-F dann durch vollstéindige Induktion nach n gezeigt.
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6.5.1 Reduktion auf C.(V)

Sei C.(V) := {¢ € C(V) |supp p C V, kompakt}, ferner sei f¢ := fo¢-|det D¢| fiir
f:V — Kund A} sei das Lebesgue-Integral auf £*(V) (:= £}(V, \")). Wir zeigen
zunéchst

6.12 Lemma Ist g € C.(R"), so existiert (¢;) C Cc(V) mit
;= glv und |o;] /" |glv].

Beweis: Sei fiir j € N*

Kj:= B N{r € V|dist(x, V) > -},

so ist K; kompakt und K; V. Sei x; € C.(R™) aus dem Urysohn-Lemma, also
0 <x; <1lund x; — ly. Ersetzt man y; durch max(xy, ..., X;), so gilt x; /" 1y.
Fir ¢; := (g x;)|v € C(V) gilt dann die Beh. B

S| =

Wir konnen jetzt den ersten Schritt zeigen:
T-F Yy € C.(V) = T-F Vf € LY(V). (#1)

Aus dem Lemma folgt zundichst: Ist g € C.+(R"), so existiert (p;) C C.(V)
mit g = > ¢;. Da nach dem Beweis von Satz 3.14 £'(V) die AbschlieBung von
Celv :={glv|g € C.(R™)} folgt aus der T-F auf C.(V) Vf:V — K:

M) = mf{D_ Av(g) [gx € (Celv)e, 11D i)

= mf{ ) Alew) | pr; € Con (V) 1F1< D 05}

k,j=0 k,j=0
= (> N6l oy € Cer V), 1F1< Y )
k,j=0 k,j=0

> (D) ().

Ist nun f € £Y(V), so g € C.|ly mit A\(|f — g]) < £/2, und nach Lemma 6.12
und dem Satz von Lebesgue J¢p € C.(V) mit Ay (|lg — ¢|) < €/2, also existiert
(¢;) CCe(V) mit M f = %") — 0. Da

NG (F? =) < AR)(f —¢;) = 0,
ist f* € LY(U) und
AG(f?) = m AG(7) = Hm A (;) = A (f).
Aus der Symmetrie der T-F (Bem.d) zu Satz 6.3) folgt (#1).
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6.5.2 Reduktion auf C¢(1})

Wir zeigen hier, dafl es geniigt, die T-F lokal zu beweisen. Ein Standardhilfsmittel
dafiir ist

6.13 Satz (Stetige Teilung der Eins) Sei X lokalkompakt, K C X kompakt
und G eine offene Uberdeckung von X. Dann ezistieren ¢y, ..., ¢, € Co.(X) mit

a) 0 S 90]‘ S 1 v.]?

b) zu jedem p; existiert ein V; € G mit supp ¢; C V,

c) Z;n:l p;(y) =1Vy € K.
Beweis: Zu jedem y € K existiert V, € G mit y € V,, und nach dem Beweis des
Urysohn-Lemmas (3.17) eine relativ kompakte Umgebung W, (= U.2(y) ) von y
mit Wy C V,. Da K kompakt, wird K von endlich viele Mengen
Wi, ... Wy, € {W, |y € K} tiberdeckt.
Sei nach dem Urysohn-Lemma y; € C.(X) mit
0<x; <1,suppy; C V; und x;|w, =1 Vj und definiere

pri=x1 9= L =x1) o (L= xgoa) x fir 0 <j<m (*)

Dann gelten offensichtlich a) und b). Ferner folgt aus (*) durch Induktion nach m

Prt et o =1=(1=x1) (1= X)), (**)

denn die Aussage gilt fiir m = 1 und der Induktionsschritt ergibt sich aus

prt ot =1—(1=x) o (I = X)) + A= x1) o (1= X 1) * Xom:
Ist nun y € K, so 3W; mit y € W}, also ist x;(y) = 1, und demnach folgt c) aus

Sei nun ¢ € C.(V), K :=suppy und G = {V, | y € K} eine offene Uberdeckung
von K mit y € V, CV Vy € K und U, := ¢ *(V,). Wir zeigen im 2. Schritt:

Y= [ Y7 Vy, ¢ eC(V)mit suppyp CV, = [ o= | ¢ (#2)
fo= Jo=],

Dazu sei ¢y, ..., ¢, ein Teilung der Eins von K C V (=: X)) bzgl. der V,. Betrachtet
man y € K, y ¢ K, so erhélt man

D (0 0)y) =oy) VyeV,

J=1

und ist supp ¢; C V,, =: Vj so folgt



6.5.3 Reduktion auf einfache Isomorphismen

P1
Bezeichnung Ein C!—Diffeomorphismus p = | - : U — V heifit einfach,

Pn
wenn ein j € {1,...,n} existiert mit p;(z) = z; Vo € U.

Wir zeigen zunéchst

6.14 Lemma Firn > 2 qilt: Vo € U 3 eine Umgebung U, C U und einfache
C*— Diffeomorphismen p : U, — W, o : W — ¢(U,) =: 'V, mit |y, = 0 0 p.
Beweis: Sei (durch Umnummerierung) (E 0,,¢,,(z) # 0 und
7:U— R (2,t) — (2/, 9, (2',1)).
Da det D7(x) # 0 existiert nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen eine Umgebung
U, C U von z, so daf
p="7ly, : Uy = 7(Uy) =W

ein C*—Diffeomorphismus. Ferner ist p einfach.
o:=¢opt: W —V, ist ebenfalls ein C'—Diffeomorphismus und einfach:
Fir (2/,t) € U, ist

pla'st) = (2, s) & s = ¢, (2", 1),
also ist o, (', 8) = ¢, (p71(2',5)) = s. [ |

Aus dem Lemma erhalten wir nun den 3. Reduktionsschritt:

(Lokale) T-F fiir einfache C*-Diffeomorphismus = lokale T-F. (#3)

Denn mit den Bez. des Lemmas gilt auf U, nach der Kettenregel
D¢ = ((Do) o p) Dp, demnach folgt fiir ¢ € C.(V') mit suppyp C V, :
©? =poagop-|det Doop|-|det Dp| = (©7)°, also folgt aus der T-F fiir einfache

C!-Diffeomorphismus
/soz/ w”z/(w”)pz/ ? .
vy w ; Us

6.5.4 Beweis der T-F auf C.(V)

Wir beweisen die T-F auf C.(V') durch Induktion nach n (vgl. den 1. Reduktions-
schritt).

Nach der Bem.b) zu Satz 6.3 gilt die T-F fiir n = 1 auf C.(I) falls I € R ein offenes
Intervall ist, also lokal, nach dem 2. Reduktionsschritt demnach auf C.(V).
Schritt von n — 1 auf n : Wir zeigen, dafl aus der T-F auf C.(V) fiir V C R*!
die T-F im R™ fiir einfache C!-Diffeomorphismen folgt. Wegen des 2. und 3.
Reduktionsschritts folgt daraus die T-F auf C.(V) fir V" C R™.
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Seien G, H C R" offen, p : G — H ein einfacher C!-Diffeomorphismus, wobei (B
p, (@' t) =t ¥(2',t) € G. Wir definieren
Gy={d eR (2 t)e G}, T:={teR|G; # 0} und fiir t € T

pl(‘rlv t)

pr: Ge — py(Gy) = Hy, 2’ —

pnfl(mlvw
Dann ist
H, = {y eR" 1y =p, (') und (2, 1) € G}
{y €R™H|(y,0) = p(a!,1) wnd (o/,1) € G}
{y eR" (1) € H}.

Ferner sind Gy, H; und T offen, denn ist U.(2',t) C G, so ist U.(z') C G und
U.(t) C T, und p, ist injektiv. Da

*
Doty = | Pl
0 -0 1
folgt
det Dp(2',t) = det Dp,(z") (#0). (*)

Nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen ist also p, : Gy — H; ein
C!—Diffeomorphismus. Ist ¢ € C.(H) soist Vt € T ¢(-,t) € C.(H;), aus dem Satz
von Fubini, der Induktionsvor. und (*) folgt dann

/90 = // oy, t) dy dt
H T J H

= [ [ eloa).t)- det Dpyfa') | aa'
T J Gy
SOP

-,
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7 Faltung und Anwendungen

Die Faltung ist eine der Grundtechniken der Analysis des R™. Wir werden mit ihr
einige elementare Aussagen iiber Distributionen herleiten.
Sei B, :={z € R"| ||z|| < r}.

7.1 LP—Theorie der Faltung
Sei stets p € [1, 00|

7.1 Definition f,g € £°(\") heiflen faltbar, wenn eine Nullmenge N C R" exi-
stiert, so daf}
flx—-)-g€LY\") Vx e N

und dann sei

. R" Jan flx—y) gly) dy, x€ N°
f*xg:R"— K, :1:»—>{ 0 e

die Faltung von f und g.

Bemerkung Die Faltung ist kommutativ: Fir x € N¢ist ¢ : R* — R", y
x — y ein affiner Isomorphismus mit | det D¢| = 1, also ist nach der Trafo-Formel

fla=-)-geL'(\) & f-gla—-) e LN

und
frg(z)= Rnf(y)g(:v—y)dyzg*f(@-

Beispiele von Faltungen treten in den Vorlesungen Analysis I, IT bei Konvergenz-
untersuchungen von Fourierreihen mittels Dirichlet- und Fejér-Kern auf, vgl. z.B.
[Barner-Flohr].

Im folgenden Satz wird die Faltung in £7(\") untersucht

7.2 Satz (Young-Ungleichung) Ist f € LP(\"), g € LY(\"), so sind f und g
faltbar und es gilt

frge L") und [[f *gllp < [[f]lp gl

Beweis: a) Sei p = 1 : Sei ¢ : R™ — R* (z,y) — (z — y,y), so ist ¢ ein
Isomorphismus mit det ¢ = 1, also ist nach der Trafo-Formel und Satz 5.5

(z,y) — (f®g)od(z,y) = flz —y) - gly) € LYN").

Nach dem Satz von Fubini sind demnach f und g faltbar, f * g € £1(\") und mit
dem Isomorphismus z — x + y folgt
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|fxgld\t < / |f(z =) g(y)| dxdy
Rn n JRn

= [ ([ 1@l da)lowldy = 117l Il

b) Sei p > 1 : Nach Lemma 5.12 3(f) C LY(\") mit fr — f und |fi| < |f] Vk,
nach a) existiert eine A"—NM N (= J N, U N') mit

fe(z —)g € LX(\™) und |f(x — -)Plg| € LY\") Vz € N¢ k€ N. (*)

Fiir (festes) z € N¢ folgt aus (*) zunéchst

flx—)g e L0, da fy(z —)g — f(z —)g.
Ferner gilt fiir % + % =1

[f(z =) |g["'? € LP(A"), [g|? € LI,
da

£ =)l lgl = 17 (@ = )] lg™> lgl™e

folgt aus der Holder-Ungleichung f(z — -)g € £L(\"), also sind f und g faltbar.
DaVx € Negilt | fe(z—-)g| < |f(z—-)g| € LY(\"), ist nach dem Satz von Lebesgue

lim / fule — Jgart = / flz—)gdx,

mit a) ist also

z { Jf —O-)gd”, ZEGJXI } e LO(\")

und mit der Holder-Ungleichung folgt
[ @=gav < | [15@= gl lgltraxp

< [1s=plgldx ([ lglaxyr
= |fI" *lgl(z) - llgll2""
Nach a) ist | f|P * |g| € L*(\") und
AP Agl [l < [P (gl = (LA - gl
Damit ist f* g € £P(A\") und es gilt die Abschétzung fiir die p—Halbnorm. [ |

Bemerkung Die Young-Ungleichung besagt, daf fiir g € £1(\") die Faltung
LPXY) 3 [ frg e LP(XY)
stetig ist.
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Die erste grundlegende Eigenschaft der Faltung ist eine Approximationsausage.
Sie wird im néichsten Abschnitt in Satz 7.9 benutzt. Zur Vorbereitung zeigen wir
zunichst die Stetigkeit der Translation in £P(\") :

7.3 Lemma V f € LP(\") gilt
tig 1 = ) = fll, = 0.

Beweis: a) Ist ¢ € C.(R"), so gilt, da ¢ gleichmiiBig stetig, dafl ¢(- —z) gleichméBig
gegen ¢ konvergiert fiir x — 0, und ist supp ¢ C B,, so ist
(- = 2)] < ||@lloo 1B,1a@) YV € By,

also folgt die Beh. aus dem Satz von Lebesgue.

b) Ist f € LP(A\"), € > 0, so existiert nach Aufg.25 ¢ € C.(R™) mit ||p — f||, <€
( fiir p = 1 folgt dies direkt daraus, dafl \" ein vollst. Radon-Integral ist ). Nach
der Trafo-Formel ist dann auch ||p(- — ) — f(- — x)||, < € Vz, also folgt aus der
Dreiecksungleichung

1F( =) = fllp < 2e + llo(- = 2) = @l

und aus a) demnach die Beh. [ |

Fiir den folgenden Satz benétigen wir noch
Bezeichnung Ist x € £Y(A") mit [, x d\" = 1, so sei fiir e > 0

Xe =€ X(g)

Fiir den Isomorphismus ¢, x +— ¢ - x ist det ¢ = €, und demnach

/Xsd)\”:/ xd\" = 1.

{x.} heifit eine Fast-Eins. Diese Bez. erklirt sich aus

7.4 Satz Sei {x.} eine Fast-Eins.

a) Ist f € LP(N"), so konvergiert f x x. in der p-Halbnorm gegen f fiir e — 0.

b) Ist f stetig und beschrinkt, so konvergiert f x x. gleichmdflig gegen f fiir
e — 0 auf jeder Kugel Bg.

Beweis: In beiden Féllen sind f und y, faltbar (Satz 7.2, 3.4). Mit y — ¢ - y folgt

frx.(z) = Rnf(x—y)s”x(%)dyz Rnf(w—s-y)x(y)du

und da [o, x dA" =1 folgt

Foxle) = f@l = [ (e =2-9) = F)xw) dyl. )
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a) Ahnlich wie im Beweis von Satz 7.2 erhilt man daraus mit der Holder-Ungleichung
und dem Satz von Fubini (fiir p = 1 folgt dies direkt aus Teil a) des Beweises von
Satz 7.2)

/ 1 * (@) — f(@)|Pde < / / fla—c-y) — f@PIx(y)| dyds
- /||f(-—6-y) A dy.

Da nach der Trafo-Formel

1fC—e-y) = fllp < 2[ /]

folgt aus Lemma 7.3 und dem Satz von Lebesgue a).
b) Zu 6 > 0 existiert ( nach dem Satz von B.Levi ) ein r > 0 mit

/ Ix(y)| dy <6,
R\ B,

da f|pg., gleichmifig stetig, gibt es dazu ein € €]0, 1/7] mit
[f(x —e-y)— f(z)| <6 Vo € Bgund y € B,.
Aus (*) folgt dann

1 %% — Dloalle < sup !f(m—e-y)—f(m>![8|x(y>!dy

:L'EBR, yGBT

2 00 d
#20fll [ Il dy
< 0(1+2([f]le0) - "

7.2 Der Grundraum D(R")

7.5 Definition Sei C*(R") := [,y C*(R") und
D :=D(R") :=C*(R")NC.(R")
der Distributionen-Grundraum oder der Raum der Testfunktionen.

Wir wollen in diesem Abschnitt u.a. zeigen, daB D dicht in £P(A\") ist. Dazu
zunéchst

7.6 Beispiel Sei

—=), t<l1

' exp(
¥:iR+ =R, tH{ 0 t>1 "

so ist ¥ € D(R) ( vgl. z.B. [Forster 1, (22.2)] ). Sei
p:R" =R,z y(|z]).
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Da z +— ||z||?> € C*°(R™) und ¢ in einer Umgebung der 0 in C* ist, ist ¢ € D(R")
und supp ¢ = Bj.
Sei x := ||¢ll7t - @, soist ||x|l1 = 1, {x.} ist demnach eine Fast-Eins aus D.

Die giinstigen Eigenschaften von D bzgl. Integration und Differentiation werden
in folgendem Lemma und Satz benutzt. Zuvor noch

7.7 Definition f: R" — K heiit lokal integrierbar, Bez. f € L} (\"), wenn fiir
alle Kompakta K C R" gilt: f € LYK, \").

Einig elementare Eigenschaften gibt

7.8 Lemma a) i. C(R")cC Ll (\"),
ii. £P(\") C LL,(\") Vpe[l, 0],
. £L (A7) © £O(A").

b) Ist f € L (\"), ¢ € C.(R™), so sind f und o faltbar und f - o € L1(\").

loc

Beweis: a) i) Aus Satz 3.19, ii) folgt aus und der Holder-Ungleichung, vgl. Folg.
4.11, iii) gilt, da f - 15, — f.
b) Da

[f (@ =) < [l@lloe - Lsupppa—y - [f] Ve, (*)
sind f und ¢ faltbar, die zweite Aussage folgt ebenso. [ |

Die zweite wichtige Eigenschaft der Faltung ist die Diff’barkeitsaussage in

7.9 Satz  a) Ist f € L. (\"), ¢ €D, so gilt

loc

i. fxpeC>®R") undV Multiindizes 8 = (B4, ..., B8,,) € N™ ist

O(fxp) =000 (F o) = [+ 0.
ii. Ewistiert r > 0 mit f|gp. =0, so ist f xp € D.
b) D liegt dicht in LP(\") (bzgl. der p—Halbnorm,).

Beweis: a i) Da nach der Kettenregel

9i(f () w(- —v)) = f(y)(950)(- —y)

und 0;¢ € D, sind nach (*) die Voraussetzungen von Satz 4.7 erfiillt, also ist f*¢
partiell diff’bar. Aus Satz 4.6 erhilt man die Stetigkeit der partiellen Ableitungen,
und durch induktive Anwendung auf f * 9°%p folgt i).

ii) Ist suppp C Bg, soist f-p(z —-) =0 Va ¢ B,4g.

b) Wihle zu f € £P(A") und 6 > 0 ein g € C.(R™) mit ||f — g||, < 6/2 (Aufg. 25).
Sei x € D mit [xd\" = 1, so ist nach a) g x x. € D und nach Satz 7.4 gilt
g* Xx. — g in LP(A"). Die Beh. folgt also aus der Dreiecksungleichung. [ |

68



7.3 Distributionen

7.10 Definition Eine lineare Abbildung n : D — K, Bez: 1 € D*, heifit eine
Distribution.

Bemerkung Ublicherweise werden nur stetige lineare Abb. 7 : D — K, wobei
D eine geignete Topologie trigt, als Distributionen bezeichnet.

7.11 Beispiel a) Jedes Radon-Integral p auf dem R™ erzeugt durch u|p eine
Distribution, speziell heifit

ba:D— K, ¢ ¢(a)

die Delta-Distribution in a € R™, § := 6o heifit Delta-Distribution (in 0).
b) Ist f € L (\"), so ist (vgl. Lemma 7.8 b))

1D oK o [ fopdy
eine Distribution, die von f erzeugte Distribution.

Distributionen werden auch als verallgemeinerte Funktionen bezeichnet. Dies er-
klart sich aus folgendem

7.12 Satz  a) Ist f € L], (\") undn; =0, so ist f =0 f.ii.
b) T : L (A") = D*, f + N  n; ist injektiv.

Dabei sei L (A\") := L1 (\")/N wie LP(X") (vgl. Satz 4.15) definiert.

loc loc

Beweis: a) Sei {x.} eine Fast-Eins aus D mit supp x C Bi, so gilt Vk € N*, x € By,
und € €]0,1]: supp x.(z — ) C By+1, also ist

Br+1

Mit Satz 7.4 folgt

Hf]‘BkHl = ||(f.1Bk+l*X€_f'1Bk+1>'lBkHl
< ||f'1Bk+1*Xs_f'1Bk+1H1_>0ﬁir€_>0-

Also ist f-1p, = 0 f.i. (Satz 4.1 b)), und da die abzéhlbare Vereinigung von
Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, folgt f = 0 f.ii.

b) T ist (wohl-)definiert und linear und nach a) ist KernT = {N} und N =0 €
Line(A"). m
e(A") kann also in natiirliche Weise als UVR von D*
aufgefasst werden. Die Abb. T ist nicht surjektiv: z.B. wird ¢, nicht von einem
fe Lt (\") erzeugt (Aufg.38).

loc

Bemerkung a) L}
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b) Durch die Abb. T iibertragen sich in natiirlicher Weise Definitionen fiir
Funktionen auf Distributionen. Wir betrachten exemplarisch die Ableitung.
Dazu zuniichst folgendes elementare

7.13 Lemma Ist f € C}(R"), so gilt Vj € {1,...,n}

/ajfcw — 0.

Beweis: Sei supp f C [a,b]” und (E j = 1. Aus dem Satz von Fubini und dem
Hauptsatz folgt

/81fd)\” = /[ab]n 1U o flt, }d)\”‘l

A P .
[a,b]"—1
Bemerkung Aus dem Lemma folgt: Ist f € C1(R"), ¢ € D, so ist
O:/Gj(f-go)d)\” = /8jf-god)\"+/f-8jg0d)\"

und demnach

Mo, 7() = /(%'f cpd\" = —/f - 0jp dN" = —n4(9;0).
Man definiert deshalb allgemein
7.14 Definition Ist n € D* so sei

Om:D —K, ¢ —n(0;p)

die j-te partielle Ableitung von 7.
Offensichtlich ist 9;n7 wieder eine Distribution.

7.15 Beispiel Sei f := 1y o (€ L},.(N)) die Heavyside-Funktion, so gilt Vi € D
nach dem Hauptsatz

Ony(p) = —ny(0p) = / Op dX = (0),
also ist On; = 0.

Bemerkung Da mit n auch 9;7 in D, sind alle partiellen Ableitungen von 7
definiert: Sei fiir 5 € N"™ |G| := 8, + ... + 3, so folgt durch |3|—fache Anwendung
der Formel fiir 9;n

n(p) = (=1)In(8%¢) Yy € D.

Da die partiellen Ableitungen von ¢ vertauschbar sind, gilt dies auch fiir die par-
tiellen Ableitungen von 7.
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Dies ist bei der Behandlung partieller Differentialgleichungen von Bedeutung. Wir
betrachten dazu noch ein einfaches

7.16 Beispiel Ist g € L1 .()\), f = 1r®g (€ L}.(N?)), so ist ny € D(R?) Losung

loc loc

von 010,71 = 0, denn mit Fubini folgt V¢ € D(R?) aus Lemma 7.13

ey (o) = [ 100 = [ glu) ( JEy) d:c) dy = 0.

Die Funktion f ist stets Losung von 0,0, f = 0, i.a. aber nicht von 0,0, f = 0.
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8 Die Fouriertransformation

Dies ist (neben der Faltung) die wichtigste ”Integral-Transformation”. Es sei

(zly) :==>_ x;y; das kanonische Skalarprodukt auf dem R™ und fiir y € R™ sei
wy:R"—=C, z— e~ 2milely)

In diesem Kapitel sei stets K = C.

8.1 Die Fouriertransformation in £(\")

Da Vy € R" w, stetig ist und |w,| < 1 gilt, ist mit f € LY(A") auch w,- f € L1(A\").

8.1 Definition Ist f € £1(\"), so heifit
N .
f: R" —; C7 Yy — /wy . fd)\n — / 6—27r1<x|y> . f(.'l?) dx

die Fouriertransformierte von f € LY(\").

8.2 Beispiel a) Sei f: R" - R, z — e‘“”x”z, so ist nach Satz 6.10
f € L£Y\™), und mit Satz 5.5 und Bsp. 4.8 folgt Vy € R®

fl) = / e~ 2milels) . g-llel g
Rn

n
— H/e—Zwixjyj '677&72 dl’j
—1JR

j=1
= [[e™ = 1.
j=1

b) Sei f = 1_,,, so ist

r

b = [ e

'

_ 1 (6—27riry o 627riry)

—2my

= 2r-sinc(ry),
wobei

sin(2my)
sinc: R — R, y—>{ 2my falls y 7 0

1 falls y =0

der Sinus cardinalis sgi.
Nach Aufgabe 13 ist f¢ L1()).
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Der folgende Satz gibt elementare Eigenschaften der Fourier-Transformation. Wir
benotigen zuvor noch eine

Y
Bezeichnung a) Fir f:R" - Csel f: R* = C, z — f(—x).

b) Fiir f € LX) sei f: R" — C, 2 [w_y - fdA™.
c) Firje{l,..,n}seip;,: R*" - R, z — z,.

8.3 Satz Seien f,g € LY(\"). Dann gilt

N N
a) f ist stetig und beschrankt, || f ||o < ||f||1-

b) (f(a)" = la| ™ f (%) Va € R\{0}.

A A
f) f-gund f- @ sind in LX(\") und [ f-gd\" = [ f@ d\".
Analog gilt [ f-gd\" = [ f-gd\™

A
g) Istp;- f € LYN), soist [ stetig partiell nach y; diff bar und

9, f= —2rilp; - ).

h) Ist f stetig partiell nach z; diff bar und 0;f € LY(\"), so ist

(0; /)" = 2mip;- } )

A A
Beweis: a) Nach Satz 4.6 ist f stetig und | f (y)| < [ |f]d\" Vy € R™.
b)-d i) folgen direkt aus der Trafo-Formel, z.B. folgt mit = — =/«

/ o~ 2milzly) | fla-z)de = ’a’n/ o 2mi(z|L) | f(z)dx.

d ii) folgt aus Satz 4.5 :

/62wi<my) . f (a:) dr = /ezwi@:y) f(m) dr Vy € R".

e) Nach Satz 7.2 und dessen Beweis ist f * g € £L1(\") und
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(z,2) — f(z —2) - g(2) € LX(N\*), also folgt aus dem Satz von Fubini und mit c)
(F+9'w) = [ [ 1z -2 glz)dda

g(z)/ —2mi@l) f (1 — 2) dx dz

I
> S S Y

(v)- 9 (y) Wy €R™

A
f) Nach a) ist f -g und f- g in LY(\"), da ferner f ® g € L1(\*") folgt

/ ( / wy() f () dm) g(y)dy = / ( / wz(Y)9(y) dy) f(x)dx.

Die zweite Formel folgt ebenso.

A
g) Nach Satz 4.7 ist f partiell nach y; diff’bar, durch Ableitung unter dem Integral
erhélt man
A

0; f (y) = —2mi /n e~ 2mitely) xj - f(x)de

A
und nach a) ist 0, f stetig.
h) Ist g € L1(\), so folgt aus

/ inf |g(t)]d)\§/ lg|d\ < o0 VkeN:
k k

te[k, o0

Es existiert eine Folge (ry) C R mit r, — oo und g(rx) — 0.
Analog 3 (sr) C R mit s — —oo und g(s;) — 0.
Nun ist (bei festem y € R™) nach Fubini

gi= / wy(a) f@ ) da' € LX),
Rnfl

wobei g auf einer NM beliebig def. sei.
Sei (E j = n, so folgt mit obigen Bez. aus dem Satz von Lebesgue und dem
Hauptsatz

/()5f dzc—hm/Rnl/s wy (2, 8)0, f (2!, t) dt dx’

Tk
= lim (wy(m', V@) + 27Tiyn/ wy(2',t) f(2',1) dt> dx’

k—oo Rn—1

= 27iy, /n wy(x) f(x)dx. |

74



Bemerkung Durch die Fourier-Transformation werden also analytische Opera-
tionen wie Ableitung oder Faltung in einfache algebraische Operationen iiberfiihrt.
Dies sind, zusammen mit der Umkehrformel, wesentliche Eigenschaften fiir die An-
wendungen der Fourier-Transformation.

8.4 Beispiel Sei f: =113 und g := f * f, so ist
g(z) = /Rl[l,l](fE —y) - 11y(y) dy
= Mz-1Lz+1n[-1,1])
0 |z| > 2

= r+2 x€]—20 3 =max(0,2—|z|).
—x+2 z€]0,2]

Nach e) und Bsp. 8.2 ist dann

9= (]Ac)2 = 4 - (sinc)?.

8.2 Die Umkehrformel

Der folgende Satz zeigt, dafl die Umkehrung der Fourier-Transformation dieselbe
Struktur hat wie die Fourier-Transformation selbst. Dies ist eine der zentralen
Figenschaften der Fourier-Transformation.

A
8.5 Satz (Umkehrformel) Sind f und f in LY(\"), so gilt: 31f. € C(R™) mit
fe=f fi. Fir f. gilt

fule) = / oo f AN = (2) Vo € R, ()

Beweis: Sei x(z) = emllZl? = > 0, so folgt fiir z € R™ mit Satz 8.3 , der Substitu-
tion y — € -y und da :)AC (Bsp. 8.2)

ge(z): = /X(a-)wx} d\"
- / X(EVF -+ )N dA”
= [ s mar

= [ R st s apar
= X * f(2),
letzteres mit y — —y und da y(—) = x.
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Da [ xd\" :)/2 (0) = 1, konvergiert nach Satz 7.4 x. * f gegen f in LY(\") fiir
e — 0. Nach der Bem. zu Lemma 4.13 existiert dann eine Nullfolge (g4) mit
Xe, * [ — f fi. Da x(0) = 1, konvergiert g., (z) nach dem Satz von Lebesgue

A A A
gegen [w_, f d\". Also ist f = f =: f. f.ii. und nach Satz 4.6 ist f stetig.
Eindeutigkeit: Sind g, h stetig (in ) und g = h f.ii., so ist g = h
(bzw. g(z) = h(zx) ). |

Bemerkung a) Die Umkehrformel kann als kontinuierliches Analogon zur
Darstellung einer Funktion durch ihre Fourierreihe gesehen werden:

F=So([ wsan o

1
kez /O

b) Ist n =1 und fait man f als Funktion der Zeit ¢ auf, so li8t sich wegen der
Umkehrformel

£(t) = / 27 F () dy

A A
f als Frequenzzerlegung von f deuten: f (y) gibt den Anteil der harmonischen
Schwingung ¢ — e**%! mit Frequenz y in f an.

A A

c) Ist f, fin LY(\"), so folgt mit demselben Beweis f :ff.u.

A
8.6 Folgerung Sind f,g € LY(\") mit fzg, so ist f =g f.i.
A
Beweis: h:= f —g € LY(\") und 4= 0, also ist nach (*) h = 0 f.ii. |
8.7 Beispiel Aus Bsp. 8.4 folgt mit der Umkehrformel

max(0, 2 — |z]) :4/

eZm’J:y 5 (SiIlC y>2 dy (: 4/ COS 27?'1'?/ . (SiIlC y)Z dy)
R

R

Fiir z = 0 folgt mit y — y/27

sin
W:/( y)zdy.
R

Y

8.3 [2—Theorie der Fouriertransformation

Die FT auf £! ist (trotz der Umkehrformel) unsymmetrisch: Ist f € L£1(\"),

A
so folgt nicht fe L*(\"), vgl. Bsp. 8.2. Durch die ”"Fortsetzung” der FT auf
L?(\") erhilt man eine Abbildung mit giinstigeren Eigenschaften, gleichzeitig wird
der Anwendungsbereich auf eine wichtige Funktionenklasse erweitert. Die F'T auf
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L?(\") ist allerdings nicht mehr direkt als parameterabhingiges Integral und auch
nicht mehr punktweise zu definieren.

Die Grundlage fiir den Fortsetzungsprozef3 ist das folgende

A A
8.8 Lemma Ist f € LY(\") N L2(\"), so ist f€ L2(\") und ||f]l2= | f |]2-
Beweis: a) Ist ¢ € D, so ist °¢p € D C LY(A\") VB € N, also ist nach Satz 8.3 h)

und aus Satz 8.3 a) folgt

SR+ A RN =1+ D) VkeN,

A const
0| < ——5, (*)
(L] - [7)*

also ist € L7 (A") ¥p € [1, 00[. Aus der Umkehrformel und Satz 8.3 f) erhéilt man

2 _ Ao A~ ACA A2
lele=[e-2=[o-P=[oo=[veo=]|els-

b) Ist f € LY(A") N L2(\"), so existiert nach Satz 7.4 ¢y, (= f * x1;) € D mit
o — fin LP(A") fur p = 1,2.

Dann ist (), nach a) auch (gé\k) Cauchy-Folge in £2(\"), da £2(\") vollstindig

( Satz 4.14 ), existiert also g € £L2(\") mit (pAk—> g in £2(\") und es gilt

: A :
llgll2 = lim [| @y, [|2 = lim || []2 = [[f]|2-
Auflerdem gilt nach Satz 8.3 a)

A A
1ok = oo < llox = fllh =0,

A
und demnach ist (vgl. die Bem. zu Lemma 4.13) f= g f.ii. [ |

Damit erhalten wir das zentrale Resultat dieses Abschnitts

8.9 Satz (Plancherel, 1933) Es gibt eine Abb.
Fia: 2O — 20,
die Fouriertransformation auf L?, mit
8) Fro(f+N) =f +N Vf € L") N L2,

)
D) |Fe(f + Mlla = 1| f+ N2 Vf € L2(A"),

c) Frz: L2(\") — LZ()\") ein VR-Isomorphismus,

)
) € L2(\"), sind f und f Reprasentanten von Fra( f + N) bzw.
= ( N) und sei fr:= f-1g.(€ LXA") N L2(\")), so gilt
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A A
1. f: limRHoo fR m £2<)\n)

i, f=limp_o fr in L2

A A
111. f = 11mR~>oo<f '1BR)N = hmRHoo fBR 627ri<‘\y> f (y) dy in £2<)\n)
(Umkehrformel in L2(\")).

Fiz ist durch a) und b) eindeutig gegeben.

Beweis: Existenz: Sei f € L2(\"), (fr) C LY(A") N L2(N") mit fr, — f in L2(\");
man kann z.B. f; = ¢, aus Lemma 8.8 oder f; = f-1p, wie in d) wihlen: Mit der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt fr € £1(A\™) N £2(\") und nach Satz 4.12
gilt fr — f in L2(\").

A
Nach dem Lemma 8.8 ist dann auch (fj, +N) Cauchy-Folge in L?(\"), also nach
Satz 4.14 konvergent, und der Grenzwert ist von der speziellen Folge (fi) unab-

. A A .
héngig: fr,gr — f = || fv — gr |2 — 0. Sei

Fool f+N) = lim(f +A) (in L2(A"))

so gilt a) (wéhle fr = f ) und d i); b) folgt mit a) aus Lemma 8.8 wie dort. Ferner
ist Fr2 linear.
Zum Nachweis von c¢) und den {iibrigen Aussagen in d) definieren wir analog zu
Fre

Fra: L2O") — L2(A"), f+ N — lim(fi +).

Dann gilt a) und b) entsprechend.
Ist nun f € £2(\") und wie in Lemma 8.8 (¢,) C D mit ¢, — f in L2(A\"), so
folgt, da nach b) Fp2 stetig ist, aus der Umkehrformel und a)

Fro(Fra(f + N) = lim Frz(, +N) = lim g, + N = f + N

Ebenso erhélt man ]?Lz (Fr2(f +N) = f+ N, also ist F 2 =F 2217 und damit gilt
c) und fr—f in L2(A\").
Also folgt mit a)
A ~ A ~ A
(f 1)~ + N = Fre(f 1, + N) — Fr2(f +N) = f + N fiir R — oc.

Eindeutigkeit: Gilt fiir 7 : L?(\") — L?(\") ebenfalls a) und b), so folgt fiir
f € L2(\") und (f;) wie im ersten Teil des Beweises

T(f +N) = imT(fy + N) = lim Fpe (o + N) = Fra(f+N).  m

8.10 Beispiel Nach Bsp. 8.2 ist (1j_1,4)" = 2sinc, da 1j_13) € £3(\) ist nach
der Umkehrformel in £?

R
im 2 - / " sinc(y) dy in L2(\") (*)
R

1[_1711 - ]%—>oo
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2 1 . 00 .
= — </ cos(-)y - My dy + lim cos(-)y - My dy) )
™ \Jo ) )

R—oo 1

Fiir |z| # 1 ist

R .

gr(x) = / cos Ty - oy dy
1 Y
F BoorRE
B (]
Yy 1 1 Yy

wobei

cosy cosxy + x - siny sinzy
22 —1 ’

also existiert limg . gr(x) =: g(x) und es gilt
F(z,y)

g(x) = —F(z,1) + / ) .

Aus Satz 4.6 folgt, dal g und dann auch die rechte Seite von (*) stetig ist fiir
|z| # 1, da auch 1j_ q) fiir |z| # 1 stetig ist, folgt (vgl. den Beweis von Satz 8.5)

F(z,y) =

dy.

1 (R '
1 y(z) = }%ggo;-/Rcosmy-%dy V]z| # 1.

Insdesondere folgt fiir x = 0

R siny

m = lim
R—o00 R Y

dy.

8.4 Die Fouriertransformation auf S*

Die Fortsetzung der Fouriertransformation auf den Distributionenraum &* erfolgt
ghnlich wie die Definition der Ableitung auf D*, als Grundraum & muf} hier aller-
dings ein groflerer VR als D gewihlt werden.

8.11 Definition Es sei
S:={peC®R")|VkeN, 3e€N"ist z— ||z||* - 9°¢(x) beschriinkt }

die Schwarz-Klasse.
Der Dualraum &* heift der Raum der temperierten Distributionen.

Bezeichnung L£*(\") := {f € L°(\") | f ist beschrinkt }.
8.12 Lemma Vp € [1, 00| gilt
a) DCScCLrP(N"),
b) p €S8 :>$e S,
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c) Vf e LP(N") und o € S ist - € LX(A\"), also ist
n;:S—=C,o— [ f-@d\" inS*

Beweis: a) und c) folgen direkt aus der Definition mit Satz 6.10, b) folgt aus Satz
8.3 g),h) analog zu (*) im Beweis von Lemma 8.8. |

Bemerkung a) D$ S, z.B. ist x — exp(—||z||?) € S\ D.
b) Ist f € LP(\"), so gilt nach Satz 7.12: n;, =0 = f =0 f.i.
c) Ist f € LY(\"), so gilt nach Satz 8.3 f)

ne)= [ Foav= [1pav =) wes.
Man definiert deshalb ”vertriglich”

8.13 Definition Fiir n € S* sei Fs«(n) (::1/}) : S = C,p— 77(9/5) die Fourier-
Transformierte von 1.

Nach dem Lemma ist 1/} definiert und es gilt 1/56 S*.
8.14 Beispiel Fiir y € R” und 6, € S*, ¢ — ¢(y) gilt:
a) Ist f=w_, € L2(\"), so ist nach der Umkehrformel
A n
()0 = [y b X = eln) =0y(0) Vo e

also (n,_, )" (= exp(2mi < -ly >)") =6,
b)

N
also é6,=1,,, .
A
Insbesondere ist 6= 7).

Bemerkung Das Beispiel illustriert die (Heisenberg-)Unschdrferelation: — Zeit
und Frequenz lassen sich nicht gleichzeitig beliebig gut lokalisieren.
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I11
Mafltheorie

Im Kap.9 werden mafitheoretische Grundlagen ergéinzt, die vor allem in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie benttigt werden, der Satz von Radon-Nikodym im folgenden
Kap. ist auch fiir andere Gebiete von Bedeutung.
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9 Erganzungen zu Teil I

9.1 Maflfortsetzung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Existenz und Eindeutigkeit einer Fort-
setzung einer o—additiven Mengenfunktion m : § — R4, & Semiring, zu einem
Ma$.

9.1.1 Existenz einer Fortsezung

9.1 Lemma Ist S ein Semiring, so ist

/
R = {ZAj|Aj € 5}
der von S erzeugte Ring (vgl. die Bem. vor Def. 3.18).

Beweis: Sind A =)"""A; und B =3 }_; By aus R, so ist

A\B =) (A\Bo\> Br=> (O _C,\> By)mit Cp; €S,
: £

J k>1 J k>1
durch Indution nach p folgt damit A\B € R. Also ist auch AU B = (A\B) + B
aus R. Da R Ring und R C R(S) , folgt die Beh. |

9.2 Satz Jedes o—additivem : S — R4 laft sich eindeutig zu einer o— additiven
Funktion m auf den von S erzeugten Ring R fortsetzen.

Beweis: Zu A € R existiert nach dem Lemma C; € S mit A= >""C; .
Ist ferner A ="' Dy, mit Dy € S, so ist

Cj :Z;:CjﬂDk und Dk:Z;CjﬂDk .

Da p additiv folgt

/ / /

Z m(Cy) = Z > m(CiN DY) =) m(C;NDy) =Y m(Dy).

kg k

Demnach ist m : R — R4 durch
m(A) = Zm(Cj) (*)
J

(wohl-)definiert, setzt m fort und ist durch die Forderung der Additivitéit eindeutig
durch (*) gegeben.
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Ist nun

A=) A mit A A €R,

so existieren Cj,C;, € S mit A = Z; C;, A= Z; Cix . Da

/ / /
C;= Z Z(Cj NCiy) und A; = Z Z(Cj NCik)
ik ik

und m o—additiv, folgt mit Lemma 2.2

m(4) = Zm(o]) = Z Z > " m(CiN Ciy)
i j ok i

Fiir die weitere Fortsetzung benutzen wir den Fortsetzungsprozefl bei Daniell-
Integralen:
Sei m : R — R4+ o—additiv. Aus der Bem. zu Def.1.15 folgt, dafl

Rm ={A e R|m(A) < oo}

ein Ring ist, also ist p := m|g,, ein Pramaf. Nach Satz 3.10 (und der Bem.c)
dazu) hat p eine Fortsetzung m, : A, — R4, die Daniell-Fortsetzung von p, zu
einem Maf3.

Der folgende Satz besagt, dal m,, auch m fortsetzt:

9.3 Satz Die Daniell-Fortsetzung m,, von p := m|g,, ist eine Fortsetzung von
m. Jede o—additive Mengenfunktion auf einem Semiring lifit sich also zu einem
Mapf fortsetzen.

Beweis: Zu zeigen ist noch:

a) RC A,
und

b) VA e R mit m(A) = oo ist m,(A) = .
Sei A€ R.
a) Ist ¢ = > @14, € £+(R,,) in Normaldarstellung, so ist

/
min(1ly, ) = Zmin(l, aj)la,na € E«(Rm),
also ist nach Lemma 3.6 A € A,,.
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b) Sei m,(A) < 0o, also 14 € L(u).
Nach Def.2.1 existiert () C E+(Ry) mit 14 < > ¢, und > u(p,) < co. Sei

k
By:={> ¢;>0}NA, firkeN, B_y:=0,

J=0

so ist B, € R,, und B, " A.
Mit B.Levi folgt

m(A) =Y m(B\Bi_1) = limm(By) = limmy,(B) = m,(A) < co. M

Bemerkung Man kann zeigen, dafl m = m, gilt, falls m o—endliches und
vollstéindiges Mafl ist ([Weir, Theorem 13.4.2]). Die o—Endlichkeit spielt auch
bei dem folgenden Eindeutigkeitssatz eine entscheidende Rolle.

9.1.2 Eindeutigkeit der Fortsetzung

Wir wollen noch ein Kriterium fiir die Eindeutigkeit der Fortsetzung einer o —addi-
tiven Mengenfunktion m auf einem Semiring S geben. Analog zum Fortsetzungs-
problem bei D-I ist die Frage bei bel. o-Algebren, die S enthalten, nicht sinnvoll
-es kann z.B. § = {0} sein- jedoch fiir die von S erzeugte o-Algebra A(S). Ist R
der von S erzeugte Ring, so ist R C A(S), also gilt A(R) = A(S). Wegen Satz
9.2 kénnen wir also (E m auf einem Ring R betrachten.

Wir wollen A(R) anders charakterisieren. Dazu zunéchst

Bezeichnung M C P(X) heifit monotone Klasse, wenn gilt:
Ist (M;) C M und gilt M; / M oder M; \, M so ist M € M.

Bemerkung Da der Durchschnitt monotoner Klassen wieder monotone Klasse
ist, ist fiir C C P(X)

M(C) = ﬂ{/\/l monotone Klasse |C C M},

eine monotone Klasse, die von C erzeugte monotone Klasse.

9.4 Satz  Ist R ein Ring auf X und ist X € M(R), so ist M(R) = A(R).

Beweis: Da A(R) monotone Klasse, gilt M := M(R) C A(R).
Sei fir M € M

My ={N C X|M\N, N\M, NUM € M}.
Dann gilt:
a) VN, M e Mist Ne My < M e My,

b) M, ist monotone Klasse (da M monotone Klasse),
c) AER =R C My,
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d) M C My VAeR (aus c)und b)).

Ist M € M, A € R, so ist nach d) M € My, nach a) demnach A € My, also
folgt aus b) M C M.
Nach Def. von M), gilt dann

M,Ne M C My = M\N, N\M, NUM € M.

Da X € M ist M eine Algebra, da M monotone Klasse auch o-Algebra. [ |

Fiir den folgenden Eindeutigkeitssatz ist die o-Endlichkeit von m (Def.5.10) we-
sentlich.

9.5 Satz Ist S Semiring, m : S — Ry o—additiv und o-endlich, so hat m eine
eindeutige Fortsetzung zu einem Maff m auf A(S).

Beweis: Die Existenz ist bereits gezeigt, ferner konnen wir, da sich auch die
o-Endlichkeit iibertrigt, S durch den von S erzeugten Ring R ersetzen.
Seien m; und m, MafB-Fortstzungen von m auf A(R).

Sei C' € R mit m(C) < oo und sei

A= Ao) == {A € AR)| m(ANC) = ma(ANC)}.

Da A +— mj2(ANC) Pramafe auf A(R), sind, folgt aus dem Satz von B.Levi oder
aus Aufg. 5, dal A monotone Klasse ist. Da R € A und X € A folgt aus dem
obigen Satz, da8 A(R) C A.

Sei A € A(R) und sei (Cy) C R mit Cy, /* X und m(Cy) < oo Vk.

Fir Ay := ANCy € A(R) C A¢, gilt dann my(Ag) = ma(Ag).

Da A =) (Ax\Ag_1) und mj » o—additiv, folgt my(A) = ma(A). [ |

9.2 Abstrakte Mef3barkeit

Wir betrachten hier Me3barkeit unabhéingig von Integrierbarkeit.

9.6 Definition  a) (X, .A) heiit ein Mefraum, wenn A eine o-Algebra auf X
ist.

b) Seien (X, .A) und (X', A") Mefriume.
T:X — X' heifit A — A'— mefibar, wenn

TLA) e AVA € A.

c) Ist (X,.A) ein Mefiraum, so heifit f: X — R A—mefsbar,
wenn f A — B(R)—meBbar ist. (B(R) ist die Borel—o—Algebra auf R,
vgl.Def.3.18.)

Bemerkung Die Def. ist analog zur Def. der Stetigkeit von Abb. zwischen
topologischen Rdumen. Entsprechend gilt auch hier

9.7 Satz SindT:X — X' A— A— meffbar und S : X' — X"
A" — A"— mefbar , soist SoT : X — X" A— A"— mefbar.
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Beweis: Ist A” € A", soist S~1(A”) € A, also
(SoT) A" =TS HA") € A. u

9.8 Beispiel Jede konstante Abb. T': X — X' ist A — A’— mefbar, da T~1(A’)
entweder leer oder X ist.

Zum Nachweis der Mefbarkeit ist folgendes Kriterium niitzlich:

9.9 Lemma Sind (X, A) und (X', A") Mefirdume und C' ein Erzeuger von A’
d.h. A= A(C'), so gilt

T:X — X' ist A— A — mepbar <= T"*(C") € A ¥C' €.

Beweis: 7 =7 Da (' C A’

"< Ay :={B C X'|T7Y(B) € A} ist c—Algebra, da X’ € A; und (vgl Aufg.3)
THB\C) =T YB\TC) und U; T"Y(B;) =T *(Y;B;) .

Da(C C Apist A/ C Ay, also gilt VA € A’ C Ay, daB T71(A) € A. [ |

Wegen des Lemmas ist es fiir die A—Meflbarkeit niitzlich, Erzeuger von B(R) zu
untersuchen:

9.10 Satz Jedes der Intervall-Systeme

{la, b}, {la,0[}, {la, 0]}, {la, b1}, {Ja,00[}, {la, 00[}, {] — o0, b[}, {] — 00, 0]} st

Erzeuger von B(R).

Beweis: Ist U C R offen, z € U, so existiert ein offenes Intervall I, mit rationalen
Endpunkten mit € I, C U. Da {I,| z € U} abzihlbar, ist

U=|J{L|zeU} e A{Ja, b[}) = Ao.

Da Ay C B(R) gilt Ay = B(R).

Wir zeigen noch exemplarisch

A({[a,o[}) =: A1 = B(R), alle iibrigen Beweise verlaufen ganz dhnlich.

Da B(R) mit den offenen Mengen auch die abg. Mengen als deren Komplemente
enthilt, gilt A; C B(R).

Umgekehrt ist [a, b[= [a, oo[\[b, oo]€ Aj, also ist

Ja, b[= Ujsola + 1/k, b[€ Az, und somit Ay C As. u

Mit Lemma 9.9 erhalten wir daraus

9.11 Folgerung Sei f: X — R
a) Aquivalent:
i. f ist A—mefbar
ii. {f>a}e AVaeR
ili. {f >a} € AVaeR
iv. {f<a}e AVaeR
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v. {f<a} € AVaeR.

b) Ist A, die von einem vollst. D-I erzeugte o— Algebra, so gilt
[ ist p — mefbar < f ist A, — mef$bar.

Beweis: a) folgt aus Satz 9.10, da z.B. {f > a} = f~(]a, o0|).
b) Satz 3.11 b). n

9.12 Beispiel a) Jede stetige Abb. T': X — X' ist B(X) — B(X')—mefbar,
da Urbilder offener Mengen unter 7" offen sind.

b) Ist (X, .A) ein Mefiraum, so gilt
i. 14 ist A—meBbar & A € A, da

X falls a<0
{la>a}=¢ A falls 0<a<1
0 falls a>1

ii. ¢ =Y"a;14, € £(A) (E in Normaldarstellung) ist .A—mefibar, da
{(P > CL} = Zaj>a Aj :

Bemerkung Ist (X, .A) ein Mefiraum, so gilt mit demselben Beweis wieder Satz
3.11 ¢). Zu A—mefBbarem f : X — R4 existiert also eine Folge (p,) C E+(A) mit

or /S
Damit erhalten wir die Aussagen aus Satz 3.2 b), ¢) und Folg 3.12:

9.13 Satz  a) Ist (fx) eine Folge A—mefbarer Funktionen, so gilt:

i. eistiert lim fy =: f € RX, s0 ist f A—mefbar,
ii. existiert sup f, =: f € RX, so0 ist f A—mefbar,
iii. emistiert inf f;, =: f € RX, so ist f A—mefbar.

b) Die Menge der A—mefsbaren Funktionen ist ein Vektor-Verband.
c) Sind f und g A—mefbar, so ist firp >0 |f|" und f-g A—mefbar.

{sup f; > a} = | J{f; > a}, {inf f; < a} = | J{f; < a}.

i) Da gy, :=inf;~y f; /" f und gy A—meBbar, ist f = sup g A—meBbar.
b) Mit f ist auch f* A—mefBbar, da z.B.

+ _JA{f>a} falls a>0
{f >a}_{ X falls a <0

Nach obiger Bem. existiert also zu f = f* — f~eine Folge
(or) C E(A) mit o — f.

87



Da £(A) VV folgt mit a i) die Beh. in b).
c¢) Genau wie Folg. 3.12. [ |

9.3 Stochastische Konvergenz

Sei p : £1(p) — K ein vollst. D-I mit erzeugtem Ring R, und o—Algebra A, .Wir
schreiben wieder p(A) := pu(14) fir A € R,,.

9.14 Definition Seien fy, f € L%(u). (fx) konvergiert u-stochastisch gegen f,
Bez. f = p —lim f;, wenn Voo > 0 und A € R, gilt

lim ({1 — £ = a} 11.4) = 0. *)
Bemerkung Ist X € R, so ist (*) dquvivalent zu

lim (|~ f] = a}) = ()
Aus (*) folgt nicht (**), auch nicht fiir o-endliche Mafle. Dazu

9.15 Beispiel Sei X =R, fi = k- 1px+1 € LY(A). Ist A(A) < o0, a > 0, so folgt
aus der Stetigkeit des Mafles (Aufg. 5) oder dem Satz von B. Levi

AM{fr > a} N A) < A([k,0[NA) — 0,
aber A\({fx > a})=1 Vk > .

Bemerkung Ist f = p — lim fj, so gilt:

f=gpti. = g=p—1lim f.
Zur Umkehrung zeigen wir

9.16 Satz Ist u o-endlich und gilt f = p—1lim fr, und g = p—1lim f, soist f =g
p-fot. .
Beweis: Da [f —g| < [f — ful + g — fil gilt

{f =gl za} c{If = fil 2 5} U{lg — fil 2 5} = AU Be.
Ist A € R,, so folgt
p{1f = gl = a} N A) < p(Ax N A) + p(Ben A) =0,

also ist u({|f —g| > a}NA)=0.
Sei nun (C;) C R, mit C; /' X, so erhalten wir, da die abzéhlbare Vereinigung
von NM wieder eine NM

p{lf =gl #0t = p (U({If —gl2 %} mq)) =0. m

Jik
Um den Zusammenhang zur Konvergenz in £P(u) herzuleiten, zeigen wir zunéchst
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9.17 Satz (Ungleichung von Chebyshev-Markov) Seip € [1,o0],
feLh(n), sogiltVa >0

1 p
u{fza}éa/f dp.

Beweis: A, :={f>a} € A, und

/fdeZ/ fpd/LZ/ af dp = oP (Ay)- [ |

{e3 {7

9.18 Satz Seip € [1,00][. Gilt fr — f in LP(u), so folgt
p—lim fy = f (sogar limy_co p({|fx — f| = @}) =0 Va >0).

Beweis: Dies folgt aus der Ungleichung von Chebyshev-Markov:
1
ullfe =12 a) < o5 [ 1= 1 du—o. .

Bemerkung Die Umkehrung gilt nicht, in Bsp. 9.15 gilt || f||, — oc.

Fiir den Zusammenhang mit der punktweisen Konvergenz gilt

9.19 Satz Seien fi, f € LO(u). Gilt fr — f p-fi., so folgt p—lim fi, = f .

Beweis: Sei N := {lim fi = f}¢, und g := sup;>(|f; — f| - Ine) : X = R,
so gilt

(gr) C L%(u) und gg, \, 0.
Ist A € R,, so folgt mit dem Satz von B. Levi

p{lfs = flzapnA) <pfge 2 a}nA) —0. =

Bemerkung a) Die Umkehrung gilt nicht (vgl. Aufg. 24).

b) Nach diesen Sitzen und denen in 7.2 gelten fiir p € [1, oo[ folgende (und nur
diese) Implikationen fiir die Konvergenz einer Folge (fi) C £%(u) :

fio = f pti = fip — fin LP(p), falls | fi| < g € L5 (n),
fe — f in LP(u) = 3 Teilfolge (fy,) mit fi, — f p-fii,
fr — f pfi oder fr — f in LP(p) = p—limfr=f.

9.4 Unendliche Produkte

Wir betrachten noch das Produkt von abzihlbar vielen vollstéindige Daniell-Integralen

e, Ho, ... .Dies tritt als Modell fiir ein unbegrenzt wiederholbares Zufallsexperi-
ment auf. In dieser Anwendungssituation gilt
K (XJ> =1 V]a

89



und diese Voraussetzung ist auch fiir die mathematische Behandlung wesentlich.
Man betrachtet dazu den Semiring der Zylindermengen

S, Z:{A]_X...XAmX H Xj|m€N*, A]‘EAW}

j>m

und definiert p : S — R4+ durch
pa(Ar X oo X Ay X ] X)) = pa (A1) - oo 1 (Arn).

j>m
Der wesentliche und technisch etwas komplizierte Beweisschritt fiir den nachfol-

genden Satz ist die PrimafB-Eigenschaft von p. (vgl. z.B. [Bauer]). Man erhélt
damit

9.20 Satz FEs gibt ein vollst. D-I p. auf dem Grundraum X, := Hj X; mit
fr(Ar X oo X Ay T XG) 1= pa(As) - o i (Ara).

>m

Insbesondere ist p.(X,) = 1.
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10 Mafle mit Dichten

In diesem Kap. wird i.W. die ”"Darstellung” eines D-1 p durch ein anderes D-I
v untersucht. Diese Theorie ist in der Literatur meist mafitheoretisch formuliert,
wir werden einige Anmerkungen dazu machen (und haben dieser iiblichen Betrach-
tungsweise in der Uberschrift Rechnung getragen).

Es sei stets pu : £L}(u) — K ein vollstindiges D-I mit davon erzeugtem Ring R,
und o—Algebra A, .

10.1 Dichte, Absolutstetigkeit

10.1 Satz (Dichte-Satz) Seip: X — R4,

vimpu:{f: X = K| f-pe LG} = V) =K, fp(fp)
so gilt:
a) v ist vollstindiges D-I.
b) Jede u—NM ist v—NM.
c) Ist p € LO%u), so ist A, C A,.

Beweis: a) v ist D-I und fiir alle f : X — K gilt, da die folgenden Mengen monoton
fallen

w(fop) = b ploe) lge € La(w), |F -l < i}

IN

inf () ulhi - p) | hi-p € L3(p), [f-pl <D hi-p}
k k

inf{> v(he) |h € VL, [F1 <D hi}
k k
= v'(f)
Ist f € LY(v), (hg) CV mit v*(f — hy) — 0, so folgt
w(f-p—"hi-p)—0,

also ist f - p € £}(u) und demnach f € V*.
b) Ist A u—NM, so ist 14 - p = 0 p—f.ii., also folgt mit Satz 4.1 b)

0= p(la-p) =v(la).

c) Ist A€ A, soist,dape L0(n) auch 14-p € LO(u).
Fiir g € L1 (v), also g - p € L1 () folgt

IN

(min(14,9))-p=min(la-p,g-p) € L3(1),
also ist min(14,g) € £ (v), und demnach 14 € £L(v). |
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10.2 Definition a) Ist p und v wie im Satz 10.1, so heifit v ein D-I mit
Dichte p bzgl. p, Bez. v = p -y oder auch dv = p - du.

b) Sind g und v vollst. D-I, so heifit v absolutstetig bzgl. p, wenn jede p—NM
eine v—NM ist, Bez. v < .

Bemerkung a) Nach Satz 10.1 gilt also: v =p-p=v < .
b) Ist v = p - u, so gilt insbesonders

V(B):/pdp VB €R,.
B

Dies ist die maflitheoretische Definition der Dichte.
c) Ist A€ A, soist nach Def. 3.13

1A-u(f)=/Afdu Ve £1a ).

die Integration iiber Teilmengen ist also ein Spezialfall eines Integrals mit
Dichte.

10.3 Beispiel Fiir das vollstindige Radon-Integal &, : KR — K, f — f(a) (vgl.
Bsp 1.16, 2.15 und Aufg. 8) und das Lebesgue-Integral A\ auf R gilt:

8, ist nicht absolutstetig bzgl. A, da {a} eine A—NM, und X ist nicht absolutstetig
bzgl. 6, .

Fiir die Eindeutigkeit der Dichte wird (wieder) die o —Endlichkeit von p benétigt:

10.4 Satz Ist y o—endlich, p,x € L%(p) mit p- = k-, so ist p =k p—fi. .
Beweis: Sei A € R, und
By :={p >k} N{max(p,r) <k} N A, (*)

so ist By € R, und nach Satz 3.4 ist p, k € L1 (B, ). Da

0=/ pdu—/ fﬁzduz/ (p—K)du
By By By

ist nach Satz 4.1 b) p — k = 0 p—f.ii. auf By, also folgt aus (*) u(By) = 0 Vk.
Damit folgt

p({p >k} N A) = pu( B =0.
0

Wihlt man nun eine Folge (4;) C R, mit A; X, so folgt u({p > £}) = 0 und
analog folgt u({p < x}) = 0. |
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10.2 Zueinander singuléire Integrale

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Begriffe fiir den Vergleich von g mit
einem weiteren vollstéindigen D-I v : £}(v) — K eingefiihrt.

10.5 Definition  a) v heifit getragen durch A € A,, wenn A€ eine v—NM ist,
Bez. suppv C A.

b) v heiBt singuldr zu u, wenn v durch eine u—NM getragen ist, Bez. v L p.
¢) Sind v, und v, vollst. D-I mit £(v) C £L*(v,) N L} (v,) und
v(f) = va(f) +vs(f) Vf € LH(v), und gilt

Ve < pund vg L p,

so heifit (v,,vs) eine Lebesgue-Zerlegung von v bzgl. p in den p—absolutstetigen
und den p—singuldren Anteil.

Im folgenden Lemma werden einige elementare Eigenschaften zusammengestellt:

10.6 Lemma a) v lpu<splvy,
b) suppr C A< m,(ANB)=m,(B) VBe€ A,,
wobei m,, : A, — Ry das von v erzeugte Mafs set,
c) v<pundr L p=v=0,
d) (Va,vs) L-Zerlegung von v bzgl. p= v, L vg.

Beweis: a) Es gilt

vlip < Jpu—NM Amit A ist v — NM

< Jv—NM B(= A°) mit B¢ ist p — NM

&S plwv.
b) Ist supprv C A, so ist m,(B) = m,(ANB)+m,(A°NB) =m,(ANB) VB € A,.
Die Riickrichtung folgt mit B := A°.
c) Ist suppr C A und A eine u—NM, so ist A auch v—NM (da v < p), mit b)
folgt dann

m,(ANB)=m,(B) =0 VBe€ A,.

Insbesondere ist v|g, = 0, nach dem Stoneschen Darstellungssatz also auch v = 0.
d) Ist A eine p—NM mit v4(A¢) = 0, so ist v,(A) =0 (da v, < ), also v, L v,.
|

10.7 Beispiel a) Ist I = [a,b] € R ein kompaktes Intervall, F' : R — R
monoton wachsend und konstant auf | — oo, a] und b, oo, so ist up(I’) =0
VI' € Sg mit I N I" = (), aus dem Satz von B.Levi folgt, dafi R\I eine pp—NM
ist, also ist supp pup C 1.

b) Ist A = {a;]|7 € N} C X, (a;) C R%, so erhélt man genau wie beim
Zahl-Prama$ (vgl Bsp.1.16 und 2.7):
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Fiir das von dem Préamaf
{C c X|ANCendlich} 3 C f:aj ba,;(C)
=0
erzeugte vollst. D-T pu(=: Y72, a; 6,;) gilt
ferltn) < i a;|f(a;)| konvergiert,
=0

und dann ist
w(f) = a; flay).
j=0

Demnach ist supp 4 C A und
NCcXistu—NM& NNA=0.
Ist v =) 220 B; 6, mit 3; >0, b; € X, so folgt

Vg = Zﬁjébj <L W, Vg = Z ﬁjébj Lu
bjcA bjeAc
und damit ist (v, vs) eine L-Zerlegung von v bzgl. p. Ferner ist
0
pi=7)_ Llu
bjed
eine y—mefbare Dichte von v, bzgl. u, v, = p- p.

Bemerkung a) Das Ziel dieses Kap. ist die Verallgemeinerung der Aussagen
des Beispiels.

b) Die Lebesgue-Zerlegung entspricht formal der Orthogonal-Zerlegung in
einem reellen SPR V' : Zu u,v € V existiert (eindeutig) vy, vs € V, p € R mit
v =1+ vs und v, = p-u, vy L u.

Wir geben noch einen dem Satz 10.4 entsprechenden Eindeutigkeitssatz:

10.8 Satz Ist (v,,vs) eine Lebesque-Zerlegung von v bzgl. p, so sind v, und v
auf LY(v) eindeutig.

Beweis: Sei (v, V) eine weitere L-Zerlegung von v bzgl. u, und seien vy bzw v,

a’” s

getragen durch die u—NM A bzw. A’. Fiir Ag := AU A’ gilt dann
(Ao) = 0 und v, (43) = v1(43) = 0.
Ist B € R,, so folgt aus Lemma 10.6 und mit v,(A§) =0 :
vs(B) =vs(AoN B) =v(AgN B) = V,(B)
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und daraus
va(B) = v(B) — vy(B) = V,(B).

Da v, und v, , auf £(R,) iibereinstimmen, folgt die Beh. aus dem Darstellungs-
satz von Stone. |

10.3 Der Satz von Radon-Nikodym

Zur Vorbereitung der zentralen Sitze dieses Kapitels benctigen wir ein Resultat
aus der Funktionalanalysis:

10.9 Satz (Darstellungssatz von Riesz fiir lineare Funktionale) Sei
(H,(:|-)) ein Hilbertraum (also ein vollstindiger Skalarproduktraum) dber K, H'
der Raum der stetigen linearen Funktionale auf H, so gilt:

Fir alle n € H' existiert genau ein g € H mit

n(f) = (flg) VfeH.

Beweis: Der Beweis stiitzt sich auf den Zerlegungssatz (siehe z.B. [Heuser, Satz
22.1]), den wir ohne Beweis angeben:

Ist U ein abgeschlossener UVR von H, soist U @ U+ = H.

Ist nun n € H', (En # 0, so ist

U :=Kernn = n"1({0})

eine abgeschlossene Hyperebene in H, da U & U+ = H, ist dim(U+) = 1, also
existiert ein go € H mit ||go|| = 1 und

U@Kgo:H.
Ist f € H, so ist
f=fu+ag mit fy € U und a = (f|go),

und demnach

n(f) = anigo) = { fnlgo)go ) = (/19)

mit g := 7(g0)go-
Findeutigkeit: Gilt Vf € H

(flg) = {flg")
so folgt (flg—¢') =0, mit f:=¢g— ¢ also g =g [ |

Seien nun p und v vollst D-I auf X, p sei c—endlich und v sei die AbschlieSung
eines Elementar-Integrals auf £(R,). Dann gelten

10.10 Satz (Lebesguescher Zerlegungssatz) FEs gibt eine -im Sinne von Satz
10.8- eindeutige Lebesgue-Zerlequng (v, vs) von v bzgl. p.
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10.11 Satz (Radon-Nikodym, 1913/1930) FEs gibt eine p—f.i. eindeutige
Dichte p € L (1) von v, bzgl. p, also v, = p- pu.

Beweis beider Sitze (nach v. Neumann): Die Eindeutigkeitsaussagen sind schon
gezeigt.

a) Vorbemekung: Sei 7: £(R,) — K, ¢ — u(p)+v(p), so ist 7 ein D-I und nach
Def. ist 7" > p* und 7* > v*.

Ist f € LY7), (pr) C E(R,) mit 7*(f — ) — 0, so folgt u*(f — ) — 0 und
v*(f —¢,) — 0, und damit gilt

LHr) c LYp)nL(v), /de = lim7(p;) = /fd,u—{—/fdy Ve £Mr). (1)
Aus Lemma 3.6 ( mit V = E(R,) ) folgt damit auch £°(7) € LO(u) N LO(v).

b) Beweis der Sitze falls X € R,,.
Vf € £2(7) gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung f = f-1 € L}(7) C L}(v),

mit (1) folgt
< [1f1av< [ 111 < ( [t df)l/2~<7<x>>”"‘.

fr
L2(7)9f+Nn—>/fdyeK

(wohl-)definiert, linear und stetig, da L?(7) ein Hilbert-Raum (Bem. zu Satz 4.14),
existiert nach dem Darstellungssatz 10.9 g € £2(7) mit

Also ist

/fdyz/f@ch Vf € L3(T). (2)

Die Funktion g ist rellwertig wihlbar: Fiir f :=Im g folgt

/Imng:/Img-Reng—z’/|Img]2d7',

also ist Img = 0 7—f.1i.
Ferner gilt (E

0<g<1
Sei ndmlich A; := {g > 1}, f := 14,, so ist nach (2) und (1)

/ng—/ dy</ dr,
Ay Ay Ay

also ist [, (9 —1)dr = [14, - (9 —1)dr =0, und demnach (Satz 4.1) ist A; eine
e

Analog folgt, dafl {g < 0} eine 7—NM ist.
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Damit 18t sich jetzt eine Lebesgue-Zerlegung von v definieren: Da £°(7) C £L%(u)
ist
A={g=1} € A,

Sei v, := 14¢ - v, also

o {f—=K|[fel(AV)}> fr fdv

und v, := 14 - v, so ist nach Satz 3.14 a)

LYv) C LY(v,) N LY (v,) und /fdu: /fdya+/fdys Ve LY v).

Nach (2) und (1) gilt Vf € £2(7)

[t a-ga=[rgir[rgi=[sgan 3)

Mit f := 14 folgt u(A) =0, da supprs C A ist also vs L p.

Definition der Dichte:

Sei p :=g+g*+ ...+ ¢*. Setzt manin (3) f = (1+ p,_4) - 1p mit B € A, ein, so
folgt

Ja-g) 1w = [ o 1mdn ()
da 0 <1 — g* <1 erhilt man aus dem Satz von B.Levi fir B = X :

dp e Li(p) mit py, S p p— Ll
Da (1 — g**1) /7 14 folgt aus (4), wieder mit dem Satz von B.Levi

va(B):/1Ac~1de=/1B~pdu=p~u(B)- (5)

Mit Lemma 10.12 folgt daraus v, = p - u, also gilt auch v, < pu.

c) Beweis des allgemeinen Falls.
Sei (C;) € R, mit C; /X und By := Cy, B, := C; — Cj_4 fiir j > 0. Dann ist

X =" B;mit B; € R, Vj.
Sei

pj=1p, -y, vj:=1lp, v
und dazu nach b) A; und v 4, v, p; definiert. Da A; C By ist

pu(A5) = pn;(4;) =0,
also ist A=) A, eine p—NM. Sei

feL(v,) = feLlvj,) Vjund Z/ | f| dv;  konvergiert,
B,
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und fiir diese f sei

nlf) = S vsalf) = 3 [ fivs

(vgl. Lemma 3.15) und analog sei v, := ) v;,. Ferner sei
p:X — R+, plg,=p; Vj.
Dann ist Vf € L(v,)

ua<f>=Z/ijduj,a:2/3jf-pjduj=/f-pdu.

Ahnlich folgt suppv, C A. [ |

Bemerkung Dap € LY(C, ) VC € R, gilt p € L3 (1), falls u ein vollstéindiges
Radon-Integral auf R™ ist.

Zum Beweis der Aussage v, = p - 4 zeigen wir nun noch

10.12 Lemma Sei p ein vollstindiges D-I, p € LS. (1), V ein UVV von LY (p- ),
und sei w die Abschlieffung von p - ply . Dann gilt

a) p-u ist Fortsetzung von w.

b) Ist w o—endlich und A, C A, so ist p- p = w.

Beweis: a) Da p - p vollstéindiges D-1, gilt a) nach Satz 2.11 a).

1/p fallsp>0

b)Seiy::p-uundm::{ 0 fallsp—0 °

soist k € LO(u) :

(k>a)} = X falls a <0
== {p<1/a}n{p>0} fallsa>0 -

Ist f € L2%v) und h € L% (i), so folgt aus h- k- p = h- 1m0y € L3(1), daB
h-r € LL(v), und damit gilt

m(f - p,h) =m(f - po ke p) = m(fhe k) p € L20).
Also ist f-p € L) und demnach auch

J LYoy =f-p Loy K € ﬁo(u).

Da 1=y - p = 0 ist {p = 0} eine v—NM und da v Fortsetzung von w demnach
auch w—NM. Aus A, C A, folgt nach Satz 3.11 b) £°(u) C L%w), also erhélt
man aus Satz 4.1 ¢) f € LO(w).

Ist nun f € L1 (v), so existiert, da w o—endlich, nach Lemma 5.12 (f;) C £ (w)
mit f /' f. Da w(f) = v(f) Vk, folgt aus dem Satz von B.Levi f € £} (w), und
damit gilt b). |
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Bemerkung Im Beweis der Sitze 10.10, 10.11, Formel (5), ist V = £(R,) und
W=V, = lge v mit v, = p-p auf £(R,). Da nach Vor. R, C R, und p
o—endlich, ist A4, C A, C A,, und v, ist ebenfalls c—endlich.

10.4 Absolutstetige Funktionen

In diesem Abschnitt sollen noch Integrale mit mit einer Dichte bzgl. A untersucht
werden. Der folgende Satz prizisiert die Aussage B(X) C A, aus Satz 3.19 a); er
wird zur Anwendung von Lemma 10.12 benétigt.

10.13 Satz Sei pu ein o—endliches und vollstindiges Radon-Integral auf X, so
qilt
Ac A, 3B e B(X) mit AC B und B\A ist p — NM.

Beweis: <" Da B(X) C A, (Satz 3.19) ist A = B\(B\A) € A,,.
"=" Wegen der c—Endlichkeit von p gentigt es die Beh. fir A € R, zu zeigen:
Da p(A) (= p*(A)) < oo existiert zu jedem j € N* eine Folge (p,) C C.+(X) mit

o o 1
14 < ZS% und ZM(S%) < u(A) + I

Sei

Bj = {i% > 1} = ﬂ (U{Z% = 1—%}>

soist B; € B(X) und 14 < 1p, <377 ¢y, also gilt ,u(B)g,u(A)—i—%VjEN*.
Fiir B := (), Bj gilt dann B € B(X), A C B und p(A) = u(B). |

jEN*

Wir kommen jetzt zu der fiir die Beschreibung von Dichten bzgl. A\ zentralen
Funktionenklasse:

10.14 Definition G : R — K heifit absolutstetig, Bez. G € AC(R),
wenn g € L} (\) und ¢ € K existieren mit

G:c+/ gdA.
0

Bemerkung a) Da [T gd\ = fao gdX+ [5 gdX, kann 0 durch a und ¢ durch

c ersetzt werden.

b) Nach dem Satz von Lebesgue ist AC(R) C
Diskontinuums kann man zeigen, da§ AC(R)
9.2.5]).

Sei nun p € L}.(A), p > 0 und F := [; pd\. Dann ist F : R — R monoton
wachsend, erzeugt also ein Lebesgue-Stieltjes-Integral p5, und nach Satz 10.1 ist

C(R). Mit Hilfe des Cantor-
$ C(R) (vgl. [Taylor, Ex.
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p- A ebenfalls ein vollstédndiges D-I auf R. Im folgenden Satz wird pp = p- A gezeigt,
als formale Beziehung

F::/ pd\ = dup =p-d\.
0

10.15 Satz Ist F := [ pdX\ mit p € L, ()), s0 gilt pp=p- .

Beweis: Sei I € Sg, infl =: a, supl =: b, so folgt aus der Def. des Stieltjes-
Integrals, da F stetig

/11duF:F(b)—F(a):/abpdA:/lf-pdA.

Aus dem Satz von Lebesgue folgt mit v :=p- A

w(@z/s@dw:/s&-p@:w@ Vo € Ce(R).

Da p die AbschlieBung des Radon-Integrals C.(R) 3 ¢ — [ ¢ duy ist, geniigt es
nach Lemma 10.12 noch zu zeigen

.A)\ - A#F'

Sei A € A,, so existiert nach Satz 10.13 B € B(R) mit A C B und A\(B\A) = 0,
wegen v < A folgt v(B\A) = 0. Da v Fortsetzung von uy ist auch pp(B\A) =0,
und mit B(R) C A, folgt Ac A,, . [ |

Bemerkung a) Der Satz hat folgende Umkehrung: Ist /' : R — R monoton
wachsend und pp < A, so existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym und
der Bem. dazu p € £l1007+()\) mit pp = p- A Da

Flat) = F(04) = nel(0,2]) = [ par,

folgt fiir Fy := [ pd\ € AC(R) : pip, = pip -

b) Ist p stetig, so ist F’ = p, und demnach gilt
[tdur=[5-Faxvre L)

Man erhélt also wieder das Resultat aus Aufgabe 12.

Ist nur p € ﬁllocﬁ()\), so kann man zeigen, dafl dnp = n, gilt; dies ist die
distributive Verallgemeinerung des Hauptsatzes.
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IV
Integration auf
Untermannigfaltigkeiten

Das Hauptziel ist die Verallgemeinerung der Aussage aus Lemma 7.13:
9;f d\" =0 falls f € C1(R™)
Rn
auf allgemeinere Integrationsmengen A und Funktionsklassen. Dazu werden zu-

néichst in Kap. 11 geeignete geometrische Objekte, die als Rand von A auftreten
und die Integration darauf eingefiihrt.
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11 Untermannigfaltigkeiten

Seien stets n,m € N* mit n > m, sei E™ := {z € R"|2yy+1 = ... = x, = 0},
T R" = R™ x— (21, ...,2), t : R™ = R™, u > (u,0).

11.1 Kriterien fiir Untermannigfaltigkeiten

11.1 Definition a) M C R™ heiit eine m—dimensionale Untermannigfaltig-
keit des R™ der Klasse C*, k > 1, (C*—UMF) wenn M lokal diffeomorph zum
E™ (also auch zu R™) ist, d.h.

Va € M 3 offene Mengen G,V C R™ mit a € G und ein C*—Diffeomorphismus
¢:V — G mit
MNG=¢(E"NV).
b) p:mp(E"NV)=U(CR™) - MNG(CR"), ur ¢(u,0)
heiflt dann eine lokale Parametrisierung oder eine Karte von M.
Eine Familie {¢, : U, — R"} von Karten von M mit {J, ¢,(U,) = M heifit ein
Atlas von M.
c) Eine (n — 1)—dim. UMF des R™ heifit eine Hyperfidche.

Bemerkung a) Nach Def 11.1 besitzt jede UMF M des R™ einen Atlas.
b) Mit obigen Bez. ist ¢ = ¢ 0 t,,|y und =t =7, o ¢_1|Mmg.
¢) Manchmal wird statt ¢ die Abb. ¢ =1 als Karte bezeichnet.

11.2 Beispiel Ist M = b+ W ein m—dim. affiner Unterraum des R", so existiert
ein affiner Isomorphismus ¢ : R* — R™ mit ¢(E™) = M. Also ist M eine m—dim.
UMEF des R™ mit einem Atlas, der nur aus einer Karte ¢ = ¢ o «,,, besteht.

Im folgenden Satz dient das Kriterien b) zur Beschreibung konkreter UMF und c)
ist fiir die weitere theoretische Untersuchung von Bedeutung.

11.3 Satz Sei M C R™. Dann ist dquivalent:

a) M ist m—dim. C*— UMF des R",

b) Ya € M ezistiert eine offene Umgebung G C R™ und eine C*— Abb.
g:G—R"™ mit

M NG =g *({0}) und Rangdg(a) =n —m,

c) VYa € M existiert bei geigneter Numerierung der Koordinaten U C R™,
U' C R*™™ offen mita € U x U’ =: G1 und eine C¥—Abb. h: U — R*™ mit

M N Gy = Graph(h).
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Beweis: a)=b) Sei ¢ : V — G aus Def. 11.1, so ist F := ¢ : G — V ein
C*—Diffeomorphismus mit F(M NG) = E™N V. Sei

g :=(Fn+1,.., ) :G—R"™,
so ist g € CK(@) und fiir x € G ist
reMNG & Fr)eE™"NV

& g(x) =0.
Da Rang 0F (a) = n ist
OhFmer -+ + OnFpn
Rang dg(a) = Rang (a) =n—m.
BE, - OF,

b)=-c) Sei g aus b). Da n — m der Spaltevektoren 0;g(a) linear unabhingig sind,
sei (B

am+191 o angl

Rang . : (@) =n—m.
am+lgnfm ot angnfm

Da g(a) = 0 existiert nach dem Satz tiber implizite Funktionen
UcCcR™U cCR"™offenmitac U xU' =G, CG
und eine C*—Abb. h: U — R™™™ mit

{z € G1|g(z) = 0} = Graph(h).
c)=-a) Sei h aus c¢) und
F:UxU —R", (uu)— (u,u — h(u)).

Dann ist Rang 0F (u,v’) = n VY(u,u’) € G; und nach dem Satz iiber Umkehr-
funktionen ist V := F(G)) offen: Vx € G; 3 eine Umgebung G, C G, so daf
F(G;) (C V) Umgebung von F(z) ist. Fiir

¢:V — Gy, (u,u)— (u,u + hu)) (*)

gilt po F = idg, Fo ¢ = idy. Also ist ¢ ein C¥—Diffeomorphismus und es folgt
mit (*)
M NGy = Graph(h) = ¢(E™"NV).

11.4 Folgerung Ist h: U — R™ ™ wie in ¢), so ist
0:U—=R", u~ (u,h(u))
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eine Karte.

Beweis: Sei ¢ wie in (*) definiert, so ist ¢(u,0) = ¢(u) Vu € U. R

11.5 Beispiel Die Sphire St~1:= {z € R"|||z|| = r} mit Radius r > 0 ist nach
dem Kriterium in Satz 11.3 b) eine C*°—Hyperfliche des R™, denn fiir

g:R" =R, zr |lz|f? —7
gilt S7~ = {z € R"| g(z) = 0} und da grad g(z) = 2z ist grad g(z) # 0 Vo € S*~1.
Wir geben einen Atlas an, der gemifl Folg. 11.4 konstruiert wird: Sei

U:={ue R"1 | [Ju]| <7},

Rt U — R, ur ++/r2 — |[u]]?,
und fir j € {1,...,n}
(p;t :U — R™, ur (U, oo Ui, K (W), Uty ooy Un 1)
und
G :={z eR"| £z; >0}.
Da SP NG =¢; (U) (= {(ua, ..., uj—1, h* (), uj41, ..., un—1) |u € U}) sind nach

Folg. 11.4 (bei Umnumerierung der Koordinaten) gof Karten. Da St C UG?E
ist demnach {gof} ein Atlas aus 2n Karten.

Fiir n = 2 (und n = 3) erhilt man auch einen Atlas mittels Polarkoordinaten: Sei
¢ :]—r,00[x]0,27[=: V — R®\(R+x{0}) =: G, (¢,9) + ((t+7)cosd, (t+r)sinv),
so ist ¢ ein C>®°—Diffeomorphismus (vgl. Satz 6.7) mit ¢({0}x]0,2x[) = S} NG,
also ist

¢ :]0,27[— R?, ¥+ (rcosd, rsind)

eine Karte. Ersetzt man |0, 27| durch | — 7, 7[, so erhilt man einen Atlas aus 2
Karten.
Man kann zeigen, dafl S* nicht durch eine einzige Karte darstellbar ist.

11.2 Der Tangentialraum

Dies ist eines der grundlegenden geometrischen Objekte, die einer UMF zugeord-
net werden. Er wird hier insbesondere zur Veranschaulichung der Definition des
Integrals auf UMF benutzt.

Sei in diesem Abschnitt M eine k—dim. C*—UMEF des R" und a € M.

11.6 Definition v € R™ heifit Tangentialvektor an M in a € M, wenn € > 0
und eine C'—Kurve v :] — €,e[— M C R™ existiert mit

7(0) = a und 7'(0) = v.
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T.M := {v € R"| v ist Tangentialvektor an M in a}

heifit der Tangentialraum an M in a.

Der folgende Satz gibt dhnlich zu Satz 11.3 Kriterien fiir Tangentialvektoren:

11.7 Satz Unter obigen Vor. gilt

a) ToM ist m—dim. UVR des R™.
b) Ist ¢ : U — R"™ eine Karte von M mit (y) = a, so ist

(010(y), s Omip(y))

eimne Basis von T, M.
c) Istg:G— R"™™ qus C!, G € R offen mit a € G, Rang dg(a) =n —m und
M NG =g t{0}), soist

(grad g1(a), ..., grad gn—m(a))

eine Basis des Normalenraums N,M = T, M~*.

Beweis: Sei

W, = Span(d1o(y), ---Omp(y)), W, := Span(grad gi(a), ..., grad gn_m(a)).

Da 0p(y) eine nxm Untermatrix von d¢(y, 0) (mit ¢ aus Def. 11.1), ist Rang dp(y) =
m, also ist dimW, = m und es ist dimW, = n — m. Aus

W, C T,M C W

folgt dann die Beh.

1) W, CTuM : Seiv:=) 1" a; 0;p(y) € W,

vl —ee[= M, t — ply+td " a;¢), soist y(0) = ¢(y) = a und nach der
Kettenregel ist 7'(0) = dp(y) - > ajel =v.

2) T.M C W, : Sei v = +/(0) € T,M wobei v :] —¢,e[— M C'—Kurve mit
v(0) = a, so ist g oy = 0, also folgt aus der Kettenregel dg(a)y'(0) = 0 und
demnach ist < grad g;(a) |7'(0) >=0 fir j=1,....,.n —m. |

11.8 Beispiel Fiir die Sphire S* ! = g71({0}) mit g = || - ||> — r? ist
grad g(a) = 2a Va, also ist

N,S" ' =Ra und T,5"* = (Ra)™*.

11.3 Lokale Integration auf UMF

Sei M eine k—dim. C*—~UMF des R®, ¢ : U — M C R" eine Karte von M, sei

p(y) = a.
Wir betrachten zunéichst die Integration auf T, M :
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Sei v1,...,9™ eine Orthonormalbasis von T, M (bzgl. des Skalarproduktes des R™),

el,...,e™ die kanonische Basis des R™ und sei

S : T,M — R™ linear mit Sv/ = ¢’ fiir j = 1,...,m.
Da S Léngen und Winkel erhilt, definiert man
fdo = foS™td\™ Vf:T,M — Kmit foS™te LY\, (#)
T.M R™

Wir wollen dieses Oberflichen-Integral von f durch die Karte ¢ ausdriicken:

Da nach Satz 11.7 D := Dp(y) : R™ — T, M ein VR-Isomorphismus, ist auch
SoD :R™ — R™ ein Isomorphismus. Seien nun A und B die Matrixdarstellungen
von S und D bzgl. der Basen v!,...,o™ und €2, ...,e™, so ist A = E,, und AB ist
die Matrixdarstellung von S o D bzgl. der Basis e, ..., e™. Damit folgt

0 < (det S o D)? = (det AB)? = (det B)? = det B* - det B = det B'B =: g,,(y).

Da 0;p(y) = Ded = >, b0, folgt aus der Orthonormiertheit der v7
((Op)'0eW)),, = <09y) [dwply) >=< D byv'| Y byo' >
=1 =1

= Zbljblk = (B'B)j,

1=1
also ist
9,(y) = det(Ip(y)) 0p(y).
Aus Satz 6.4 erhélt man nun die gesuchte Darstellung von fTa o fdo
fir = [ (foD)o(soD) ax" @
T, M m

— [ (toD)atsoDiax" = [ (foDp(w) /s N

11.9 Definition g, (u) := det(dp(u))* dp(u) (> 0) heiit die Gram-Determinante
von @ in u € U,
(< 950(w)[Okp(u) >rn )1 e par, DeiBt die Gram-Matriz von ¢ in u € U.

11.10 Beispiel Sei M eine Hyperfliiche des R3, ¢ : U — M eine Karte von M,
v := 0;p(u). Fiir das Kreuzprodukt v! x v? gilt (vgl z.B. [Fischer, LA])

<vt]v? >

[0 x 02|12 = [[v]|? - |[v?]|? - (sin®)? wobei cos®) := 1[0t - [[02]|

Damit erhilt man
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(W) = det <ot > <ot|v? >
9e N <v?|vt > <v?|v? >

= 1P l* = < vt [v® >?
= [[oM2 - [[v*]* - (sin®)®
[0 > 0|2,

11.11 Beispiel Sei M eine Hyperfliche des R” und ¢ : U — M eine Karte wie in
Folg. 11.4, also p(u) = (u, h(u)) Vu € U, wobei h : U — R mit MNG1 = Graph(h).
Dann ist

go(u) =1+ || grad h(u)|[* Vu € U.

Beweis: Sei v := grad h(u), so ist

Sei

L En,]_ —Ut
B._( o )

so folgt durch Entwicklung nach der letzten Zeile, dhnlich wie im Beweis von
Lemma 6.9
det B = 1+ ||v||%. Andererseits gilt

do(u)t - 0p(u 0
@B =t g =aer (V0000 0 Y g o)
also gilt die Beh. [

Zur Definition des Oberflichen-Integrals auf ¢(U) liegt es nahe, die Formel (*) vor
Def. 11.9 zu verallgemeinern. Wir benotigen dazu noch die Unabhéingigkeit von
der Karte:

11.12 Lemma (Kartenwechsel) Sind fir j = 1,2 ¢; : U; — M Karten mit
W =1 (U1) N (U2) # 0, sei U7 := @ H(W) und @ := @]y, so gilt
a) o, ¢? sind Karten von M und
7= (p?) o : U — U? ist ein Ct— Diffeomorphismus.
b) Fir f: W — K gilt
foyph: NOENS LYUNLN™) & fog?- V97 € LHU? ™)
& fel'(Wo),

und dann ist

/fogpl-,/g(pld)\m:/ ngoz-w/ngd)\m::/fda.
Ut U2 w
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Beweis: a) Seien ¢, : V; — G die den ¢, gemif Def. 11.1 zugeordneten Diffeo-
morphismen, so ist W = M NGy N Gz, da
Vi = qu_l( G1 N Gy) offen, ist ¢’ := ¢;]ys : V7 — G1 N G2 ein Diffeomorphismus
und U7 = m,,,(E™ N V7) ist offen. Also ist ¢/ = ¢’ o 1,,|ys eine Karte.
Nach der Bem. zu Def. 11.1 ist
T =T o (¢°) "t o ¢t 0ty |in,
also ist 7 € C! und ebenso folgt 71 € C1. Damit gilt a).
b) Da ¢! = p? o 7 ist Op! = ((0p?) o T) - AT, also ist

gt = det ((&pl)t&pl)
= det (97" ((90?) o )" - ((09?) o 7) - O7)
= (det 87’)2 “gp2OT.

Aus der Trafo-Formel folgt daraus
/U o ©* /G2 AN
_ /Ul(fogoz)w-m-ydetaﬂdxm
= /Ulfogo1~\/g?d)\m.

Bemerkung Damit ist das lokale Oberflichen-Integral durch
f(x)do(x) = / fop(u)-y/g,(u)du
»U) U

kartenunabhéingig (im Sinne von Lemma 11.12) definiert. Als Merkregel fiir die
lokale Integrationsformel hat man #hnlich wie bei der Trafo-Formel:

Mit = p(u) "folgt” x € W < v € U und do(z) = /g,(u) du.

Ist M ein UVR, ¢ : R® — R™ orthogonal mit ¢(E™) = M, ¢ = ¢ 0 ¢y, so ist E,,
die Gram-Matrix von ¢, und demnach

/ fdo:= fopd\™,
M Rm

also wieder die Ausgangsformel (#) fiir die Integration auf T, M.

11.4 Globale Integration auf UMF

Diese wird durch eine Teilung der Eins auf die lokale Integation zuriickgefiihrt.
Sei M eine m—dim. C'—UMF des R™.
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Wir setzen im Folgenden stets voraus, dafl M einen endlichen Atlas ¢, ..., ¢; be-
sitzt. Dies gilt, wenn M kompakt ist und nur solche UMF werden in Kap. 12
betrachtet.

Sei fir j € {1,...,1}

@;Up — M, Wj := ¢;(U;) und

Ay = WA Wi (= WA W n ).

k<j k<j

Dann ist ) y A; = M, und fiir eine beliebige Karte ¢ : U — M gilt nach Lemma
11.12:

o 1 (W;) und = (W; N W) sind offen,
also ist p1(A;) als Differenz von offenen Mengen A\™—mefbar. Damit ist

1Aj oY= 1@*1(Aj) S ,CO(U, )\m)

Bezeichnung {x; :=14,|j = 1,...,[} heifit eine mefbare Teilung der Eins von
M bzgl. Wy, ..., W,.

Fiir die folgende Def. ist wieder ein Unabhingigkeitsnachweis erforderlich.
Ist {@} : U — W/ C M} ein weiterer Atlas von M und Aj := W/\ U, W}, so gilt

11.13 Lemma Ist f : M — K| so ist
feLAj,0) Vie fe Ll (A o) Vi

und dann ist
fdo = fdo.
; /Aa' ; A

Beweis: Nach Def. ist

= ZZ/U_(x#xj-f)osoj\/gZdAm,

letzteres, da ), x; = 1. Da x; - x; auf (W; N W) Null ist, ist das Kartenwechsel-
Lemma anwendbar und man erhélt damit

LSS RN
= XZ: A;fda.
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Bemerkung Vertauscht man im Atlas die Reihenfolge der Karten, so dafl ¢,
an erster Stelle steht, so ist Ay = W, also folgt

f € LHA;,0) Vi f e LYW 0) Vi

11.14 Definition Mit obigen Bez. heift

a) f : M — K o—integrierbar auf M, Bez.: f € LY(M,o), wenn
f € LYW;,0) Vj und dann sei

/Mfda::Z/Wij-fda

das Oberflichen-Integral von f iber M.
do (= doyy) heifit Flachenelement von M.

b) f: M — K heifit o—mefibar, Bez. f € L°(M, o), wenn
f o ij € ‘CO(Uju)‘m) v.]
c) Fiir 14 € L%(M, 0) sei

/ fdo = / f-lado falls f-14 € LY(M, o),
A M
und fiir 14 € LY(M, 0) sei 0(A) := [}, 1ado.
d) N C M heifit o—NM, falls 1y € £Y(M, o) mit o(N) = 0.
Bemerkung Da NP 0 und stetig, ist
feL’M,o) s fo ©;*\/9e, € LO(U;, \™) V5.
11.15 Beispiel Sei M 1—dim. C1—UMF des R®, ¢ : U — M eine Karte, so ist

9o(t) =< () |£(t) >
Ist I C U ein kompaktes Intervall, so ist 1,y € £(M,0) und

oo (D)) = / L o= / I/ (8)]| dt.

man erhélt also fiir o(p(I)) wieder die aus Analysis II bekannte Formel fiir die
Lénge der Kurve ¢|; : I — R™.

11.5 Integration auf SP—?

In diesem Abschnitt soll die Integrationsformel fiir rotationssymmetrische Funk-
tionen aus Satz 6.10 verallgemeinert werden. Sei dazu nach Bsp. 11.5

o, U - R", uw (u,h(u))
eine Karte von S"1, wobei U, = {u € R* ! |||u|| < r} und
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h:U.— R, u— /r2—|lull
Dann ist ¢, (U,) = {x € S" 1|z, > 0} = SF und grad h(u) = —ﬁ - u, also ist
nach Bsp. 11.11

[Jull? r’

Gp (u) =1+ = .
? re —|lul> 2 —|[lul|?

Fir f € £1(S7,0) erhilt man mit w +— 7w und da 7 - ¢, (u) = @, (ru)
T

/S:f(fc)da(:v) -/ (Fop)) -~ *)
= [ rowru)-

"
N
=t / (F(r) o 1) (u) -

1

—qau
1= [[ulf?

= pnl rx)do(z).
=t [ () dot

1

Diese Formel wird in dem folgenden Bsp. und Satz benutzt:

11.16 Beispiel (Sphérenoberfliche) Im Beweis von Satz 6.10 ist gezeigt

Ty 1=

2 1
N'(B7) = — —du.
( 1) n[]l /]-_HU’HZ

Setzt man in (*) f = 1, so folgt

o(SH) =r"to(Sy) =t g T

Das Gleiche gilt fiir die untere Halbsphére S, , und mit dem Atlas aus Bsp. 11.5
erhélt man, da§ SP~1\(S;" U S,") eine —NM ist, also gilt

wy =0 =n-1, und o(S*) ="t W,
Insbesondere ist nach Bsp. 6.2 w, =27 und w3 = 4.

Die folgende Verallgemeinerung von Satz 6.10 gibt eine der wichtigen Formeln der
mehrdimensionale Integration:

11.17 Satz Sei f € LY(\"). Dann ist f € LY(S"1 o) fiir \—fast alle r € R%.,
T fS;L—l f(z)do(z) € LY(R%, \) und es gilt

RSN ( @) da(m)> ar= [ ( R da(m)) L
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Beweis: Mit den Bez. aus (*) und (R")* := {z € R" |z, > 0} ist im Beweis von
Satz 6.10 gezeigt

/ f(a:)d:cz/oo f(ru,r\/l—Hqu)-Ldu dr
RM* o \Ju 15

1—|lu

wobei das innere Integral f.ii. definiert ist und nach (*) gerade |. g+ f(z)do(z) er-

gibt. Betrachtet man analog das Integral iiber (R™)~, so folgt die Existenzaussage
und die erste Integralformel, die zweite folgt ebenfalls aus (*). |

Bemerkung Fiir rotationssymmetrische Funktionen folgt mit Bsp. 11.16 wieder
die Formel in Satz 6.10.
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12 Die Integralsiatze

Im Zentrum dieses Kapitels steht der Gauflsche Integralsatz, der als Verallgemeine-
rung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung interpretiert werden
kann.

12.1 Kompakta mit glattem Rand

Dies sind die Mengen, auf denen wir den Gaufischen Integralsatz formulieren und
beweisen werden.

12.1 Definition A C R”™ heifit Kompaktum mit glattem Rand, wenn gilt: A ist
kompakt, und zu jedem a € A, dem Rand von A, existiert eine offene Umgebung
G CR"und g : G — R aus C! mit grad g(x) # 0 Vo € G und

ANG={z € G|g(z) <0}.

12.2 Satz Unter diesen Vor. ist
JANG ={z € G|g(z) =0}.
Insbesondere ist OA eine Ct— Hyperebene.

Beweis: Ist g(z) > 0 (< 0), so gilt dies auch in einer Umgebung von z, also ist
x ¢ 0A.
Ist g(z) = 0 und sei
grad g(z)
v(z) = —=———— (=:v),
= grad ]
so gilt nach Def. der Diff’barkeit

glx+sv) = g(x)+ <gradg(z)|sv > +||sv|| - r(sv)
= s (gt + 2 o)

S

mit lims_,o7(sv) = 0. Also existiert € > 0 mit

>0, also z + sv € A° Vs €]0,¢| «
g<m+sv){<0,also:v—l—sv€/1 Vs €] —e,0] ()
und demnach ist € 0A. Aus Satz 11.3 folgt die zweite Beh. [ |

Die folgende Def. und die Bem. dazu geben eine geometrische Interpretation eines
Kompaktums mit glattem Rand:

12.3 Definition Sei A C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand, so heifit
v : 0A — R” ein dufleres Einheitsnormalen-Vektorfeld (¢ENV) von A, wenn
Va € 0A gilt:

a) [[v(@)]| =1,
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b) v(z) € N,9A (= (T,04)"),

€ A° Vs €]0,¢|
€A Vseg]—¢g,0] °

c) 35>Omit:£~|—sv(x){

Bemerkung Nach (*) existiert ein AENV v, und da N,0A eindimensional (Satz
11.7), ist v eindeutig. Also gilt lokal v(x) = || grad g(z)||}-grad g(=), und demnach
ist v stetig (da lokal stetig).

12.4 Beispiel Sei A = B?, g : R\{0} =1 G — R, = — ||z]]*> — r?, so ist
B'nG ={r € Glg(x) <0} und gradg(z) = 22 # 0 Vo € G. Also ist B} ein
Kompaktum mit glattem Rand, 04 = {zr € G| g(z) =0} = S*~1 und

- 1
v: St SRz -1
r

ist AENV.

12.2 Der Integralsatz von Gauf3

Sei stets A C R™ ein Kompaktum mit glattem Rand und v : 04 — R™ das 4ENV
von A.

12.5 Satz (GaufBlscher Integralsatz, Divergenzsatz) Sei V' C R" eine offe-
ne Umgebung von A und F = (Fy,...,F,) : V. — R" ein C*— Vektorfeld. Dann
qilt
/ div F(z)dx = / < F(z)|v(z) > do(z). (*)
A 0A
Dabei ist div F' = Y7, 0, F}.

Bemerkung Die Beh. ist dquivalet zu:
Vf:V —RausC!und j € {1,...,n} gilt

/ 0;f(x)dx = f(x)vi(z)do(x), (**)
A 8A

114



denn (**) folgt aus (*) mit F := f-e/, und (*) aus (**) mit f := F; und Summation
iiber 7.

Die Formel (**) ist die gesuchte Verallgemeinerung von Lemma 7.13, (*) 1a8t sich
als Verallgemeinerung des Hauptsatzes auffassen.

Der Gaufische Integralsatz hat folgende physikalische Interpretation:

In der Skizze ist F' durch die Fluflinien, d.h. durch die Losungskurven von
2'(t) = F(x(t)) veranschaulicht. Fiir x € 0A ist wegen ||v(z)|| =1

< F(a)[v(z) >= [|F(2)]] - cos v,

wobei ¥ der von F'(z) und v(x) eingeschlossene Winkel sei.

< F(z)|v(z) > do(x) wird demnach als Flufl des Vektorfeldes F' durch das
”Oberfldichenelement do(z)” interpretiert; man vergleiche dazu die Diskussion der
Integration auf T, M bei der Einfithrung des Oberfléichenintegrals. Damit erhélt
man

/ < F(z)|v(x) > do(x) = Gesamtflul von F' durch die Oberfliche 0A. (+)
2A

Da div F stetig, ist fiir x € A
lim(sup{| div F'(z) — div F(y)| |y € B/'(z)} =0,

also folgt mit dem Gauflschen Integralsatz

divF(z) = lim m /B (01 () = div Fly) o+ div () dy
1

= limnif div F(y) dy
PN BE @) Sy, W

r

. 1
= IS fong, < F W10 > o)
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Mit (+4) erhélt man
div F(z) = Quell-(bzw. Sicker-) Dichte von F' in z,

und demnach

/ div F(z)dx = Gesamtquellstirke von F'in A.
A

Mit diesen Interpretationen besagt also der Gaufische Satz:
Gesamtquellstirke von F' in A = Gesamtflul von F' durch die Oberfldche 0A.
7.B. ist im ladungsfreien Raum fiir das elektrische Feld beides Null.

12.6 Beispiel Sei F' = idgn, so ist div F(x) = n Vz € R" (alle Punkte sind also
Quellen) und demnach gilt

n-A\"(A4) = / <z|v(z)> do(x).
0A
Speziell fiir A = By ist v(z) = z Vo € SP~! (Bsp. 12.4), also folgt

n-1,=n-\"(B}) = /Snl Ha:Hz do(z) = J(Sf_l) = Wy

Man erhilt wieder das Resultat aus Bsp. 11.16.

12.7 Beispiel (Archimedes-Prinzip) Sei A C R" ein Korper (Kompaktum
mit glattem Rand) in einer Fliissigkeit mit konstanter spezifischer Wichte p.

Xy

= X+ v(x)

Fiir den Druck p(z) auf A in x € 0A gilt dann p(z) = p - z3 - v(z), p(z) ist
wegen z3 < 0 also ins Innere von A gerichtet. Sei K € R3® die auf A wirkende
Auftriebskraft, so gilt fiir j € {1,2,3}

K= [ m@doo) -

0A 0A

p-aa-vyla) dote) = [ p-035 (o) do.
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Letzteres aus der Formel (**) mit f(x) := x3. Man erhilt demnach
K=p-23A)-¢,

die Auftriebskraft wirkt in z3—Richtung und ist vom Betrag gleich der Gewichts-
kraft der verdringten Fliissigkeit.

Der folgende Satz ist fiir die Behandlung der partiellen Differentialgleichung A f =
h grundlegend:

12.8 Satz (Greensche Formel) Sei V' eine offene Umgebung von A,
f,9:V — R aus C?, sei 0,f =< grad f |v > die Richtungsableitung von f nach v
und Af = S"_, 82f der Laplace-Operator von f. Dann gilt

J=1"3
/(ng—gAf)dA"zf (f 6ug — 900 1) do.
A 0A

Beweis: Man wendet Satz 12.5 auf

F = f gradg — g grad f
an: Dann ist
< Flv>= fd,g—g0.f,
und aus div(f grad g) =< grad f | gradg > +f Ag folgt
divF = fAg—gAf,
also gilt die Beh. [ |

12.3 Beweis des Gauflschen Integralsatzes

Der Beweis ist in der Struktur dem der Trafo-Formel #hnlich: Der Satz wird
zunichst lokal -in einer einfachen geometrischen Situation- bewiesen, der Abschluf}
des Beweises benutzt dann wieder eine Teilung der Eins.

Sei A € R"™ ein Kompaktum mit glattem Rand, v : A — R™ das AENV. Sei
a € OA und nach Def. 12.1 g : G’ — R aus C! mit gradg(z) # 0Vxr € G’ und
ANG ={g <0}

Sei (E 0,,9(a) # 0, wir betrachten zunéichst den Fall 0,,g(a) > 0.

Nach Satz 11.3 existiert eine offene Umgebung G = U x I C G’ von a und

h:G — R mit

0ANG = Graph(h). (1)

Nach evtl. Verkleinerung kénnen wir annehmen, dafl U = U,.(a), I =|a, f[ und
Ong(z) > 0 Yz € G. Da nach dem Hauptsatz

g(u,t) = g(u, h(u)) + /h( )Gng(u, s)ds Y(u,t) e U x I
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und nach Satz 12.2 g(u, h(u)) = 0, ist g(u,t) < 0 genau wenn ¢t < h(u), also gilt
ANG={(u,t) € G|t < h(u)}. (2)

Sei g1 : G — R, (u,t) — t — h(u), so ist nach (2) ANG = {g < 0} und
grad g1(u,t) = (—grad h(u),1). Aus der Def. von v (vgl. die Bem. zu Def. 12.3)
folgt

v(u, h(u) = (|| grad h(u)|? +1)7Y? . (= grad h(u),1) Yu € U. (3)

Ferner gilt fiir die Karte (vgl. Folg. 11.4) ¢ : U — R, u +— (u, h(u)) nach Bsp.
11.11

go(u) =1+ ||grad h(u)||* Yu € U. (4)

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun die folgende lokale Version des Gaufischen Satzes

12.9 Lemma Fir alle f € CX(G) und j € {1,...,n} gilt

a]fd)\n:/ f"Ude'.
ANG 0ANG

Beweis: a) Sei j < n. Sei

h(uw)
v:U—=R, u— f(u,s)ds,

«

soist v = ¢ o (idy,h) mit ¢ : G — R, (u,t) — fof f(u, s)ds. Aus Satz 4.6, 4.7 und
der Kettenregel folgt, dafl v € C*(G), und es gilt Vu € U

() = (sraotn)- (i )) )

h(w)
— / 0;f(u,s)ds + f(u, h(u)) - 0;h(u).

Ferner gilt |J,-o(Uk x Ix) = G, wobei Uy, := U,_1x(a’) und I, :=Jao—1/k, B — 1/k[
sei, also existiert ein &' > 0 mit

supp f C Uy X Iy . (6)
Aus der Def. von « erhilt man demnach v € C1(U).
Damit folgt mit (2), dem Satz von Fubini und (5)

h(w)
O;fd\" = /U/ 0;f(u,s)dsdu
= /ajfy(u)du—/f(u,h(u))-ﬁjh(u)du.
U U
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Da v € CL(U) verschwindet nach Lemma 7.13 das Integral iiber 9,7, mit (3), (4)
und (1) folgt aus der Def. der (lokalen) Integration auf UMF

o,f dA" = /U F () 5 0(w)) 1/ 9p() du

= / f-vdo.
DANG
b) Sei j = n. Da nach (6) f(u,a) =0 Yu € U folgt mit (3) und (4)

ANG

h(w)
AmGa”fd)\ /U/a Onf(u,s)dsdu
_ /f(u,h(u))du
U
_ /U £ (o)) v () /g ) du

= / f-u,do. [ |
DANG

Bemerkung Mit einem #hnlichen Beweis erhélt man die Aussage des Lemmas
fiir den Fall 0,g(a) < 0.

Zum Abschluss des Beweise benotigen wir eine diff’bare Teilung der Eins von A :
Sei zu jedem x € OA eine Umgebung G* wie in (1) gewdhlt, und sei Gy :=
A\OA. Da A kompakt, existieren nach dem Beweis von Satz 6.13 offene Men-
gen Wy, W, ..., W, mit

A C Uity Wi, Wy, ist kompakt Vk, Wy C Go und Vk > 0 existiert

Gy € {G®|x € A} mit Wy C Gy. Sei nun nach Aufg. 37

Xx € D mit supp x;, C G und x| = 1 fiir k =0, ..., m,
so folgt wie in Satz 6.13 die Existenz einer diff’baren Teilung der Eins
{¢p €Dk =0,..,m}
von A bzgl. {G* |z € 0A} U{Go}.

Ist nun wie in Satz 12.5 (**) f : V — R aus C!, V eine offene Umgebung von A,
j €{1,...,n}, so folgt mit > ;" ¢, =1 auf A und Lemma 7.13

Josar - i [ o nax

- ;/Amk@-(wk-ﬁdx,
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und mit Lemma 12.9 und )~ ¢, = 1 auf 0A folgt daraus

0, fd\" = / o frvido
/A ’ ; DANGy, : ’

= f-vjdo. [ |
DA

12.4 Der Integralsatz von Stokes

In diesem zweiten zentralen Integralsatz kommt eine weitere geometrische Eigen-
schaft, die Orientierbarkeit von M hinzu. Wir werden den Satz nur in zwei Spe-
zialfillen behandeln.

12.4.1 Die Green-Riemann-Formel

Sei A C R? ein Kompaktum mit glattem Rand 0A, v : 04 — R? das 4ENV.
Da T,0A fiir alle x € 0A eindimensional ist, existiert eindeutig

w: 0A — R* mit w(z) € T,04, ||lw(z)|| =1 und det(v(z),w(z)) =1 Yz € OA.

v und w haben also die gleiche (positive) Orientierung wie e! und e, man erhélt
w1 = —vy und wy = vy.

Bezeichnung 0A heifit durch w positiv orientiert.

Anschaulich bedeutet dies, dal A im "negativen Uhrzeigersinn” durchlaufen wird,
A liegt ”links von 0A”.

12.10 Definition Sei F': A — R? ein stetiges Vektorfeld, so heifit

/ Fd?::/ <F|lw> do
0A 0A

das Kurvenintegral von F' lings OA in positiver Orientierung.

Der folgende Satz ist fiir die Theorie der analytischen (komplexen) Funktionen
grundlegend:

12.11 Satz (Green-Riemann-Formel, Stokescher Satz im R?) SeiV C R?
eine offene Umgebung von A und F :' V — R? aus Ct. Dann gilt

/ (1 Fp — 0, Fy) dN? = / Fdo.
A

DA
Beweis: Nach Satz 12.5 (**) ist

/81F2d)\2:/ szlda, /82F1d)\2:/ Fl’Uzd(T,
A 0A A 0A

und nach Def. von w ist faAFdF> = faA(—Fl vy + Fouy) do. [ |
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12.4.2 Der lokale Stokesche Satz im R?

Sei M eine C?—Hyperfliche des R®, U C R? offen und ¢ : U — R? eine Karte von
M. Da im Folgenden nur ¢(U) betrachtet wird, sei (E M = ¢(U).

Wir legen eine Orientierung von M fest: Sei v/ := (9;¢) 0™ (= dpopt-el) fiir
j =1,2, so ist nach Satz 11.7

M >z (vi(z), v*(2)) € Tu.M

eine stetige Basis des Tangentialraums. Diese wird durch ein stetiges Normalen-
vetorfeld n zu einer Basis des R® ergiéinzt: Da nach Definition

< w' x w? |w? >= det(w', w? w?) Vu’ € R® (+)
und v!(x), v?(z) eine Basis von T, M, ist (v! x v?)(x) # 0 und

(vt x v?)(x) € (T,M)*+ = N,M Vz € M. Sei

vl x 02

n:M— RS, T = m(ﬂf) (E NxM),

so gilt nach (4)

det (v, v%,n) = |[v* x v?|| > 0.
(v, 02, n) ist also -wie (e!, €?, €3)- positiv orientiert und entsteht mittels ¢ in na-
tiirlicher Weise aus der kanonischen Basis.

Sei nun A C U ein Kompaktum mit glattem Rand 0A und B := ¢(A).

Dann ist ¢(0A) der Rand 0B von B in M, wobei M der durch Einschrinkung der
euklidischen Metrik des R® erzeugte topologische Raum sei. Man betrachte dazu
den Diffeomorphismus ¢ zu ¢; dieser bildet offene Mengen auf offene Mengen ab.
Auflerdem folgt mit Aufg. 49

OB ist eine eindim. C2-UMF des R® und ¢ o 1 ist eine Karte von 0B.

Denn ist ¢ : I — R? ein Karte von A, so ist po)(I) C OB und Rang(pot))(t) =
vt e I.
Wir definieren noch eine Orientierung von B bzgl ¢ durch die von 0A :

Bezeichnung Sei A durch w : A — R? positiv orientiert, so heilt 0B durch

op-w
2o ()

w:0B—-R% z— ————
|0 - w]|

positiv orientiert (bzgl. ).
Fiir ein stetiges Vektorfeld F' : 0B — R3 heifit dann

/ Fd?::/ < Flw> do
OB oB

das Kurvenintegral von F lings OB bzgl. der Orientierung w.
Mit diesen Bez. und Vor. gilt nun
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12.12 Satz (Stokes, lokal im R%®) Sei V € R® cine offene Umgebung von B
und F : V — R® aus Ct. Dann gilt

/<rotFyn> da:/ Fdo.
B 0B

Dabei ist (formal) rot F' = grad X F.

Beweis: a) Nach der Kettenregel gilt (po1))’ = (Jpo1))-9', da B eindimensional,
ist 1) = |[y'[| - wo ¢, also [[(po)|| = | (O - w) o ¢|| - [|]|. Da 1) eine Karte
von 0A, ¢ o1 eine Karte von 0B, folgt mit Bsp. 11.15 :

/ <Flw>do = /<Fo¢o¢|&”—'wo¢>rr<¢o¢>'||dx
wou(I) I |0 - w|

= / <Foyp|dp-w> do.
P(I)
Daraus erhiélt man

/Fd?:/ <Foyp|ldp-w>do= | Hdo
0B 0A 0A

mit H := d¢' - F o . Aus der Green-Riemann-Formel folgt also
/ Fdo = / (81H, — Do Hy) dN2. (#
OB A

b) Nach Bsp. 11.10 und (+) ist

~—

/<rotF|n> do = /<rotFogo|n090> |81 X Daipl| dN?
B A

= / det(dr1p, Do, Tot F 0 ) dN?. (##)
A

¢) Wir zeigen nun noch, daf in den Integralen iiber A in (#) und (##) die In-
tegranden iibereinstimmen: Ist F, = F3 = 0, so ist rot F' = (0,03F1, —0,F1) und
damit
det(O1p, Oap, ot F 0 (p)
= 03F1 09 (019302001 — O14p1 O2ip3) + 02F1 0 (O1p, Dap1 — D11 Daipy),
und aus H = (01, F1 0 ¢, 2, F1 0 @) folgt
O1Hp — 0 H,y
= 010291 F10 ¢+ D21 (01F1 0 9 1oy + OpF1 0 9 O1p, + O3F1 0 p O1p3)
—8281g01 Fl oY — 81g01(81F1 o 3082901 + 82F1 o) @82902 + 83F1 o @82@3).
Da die beiden ersten Terme sich jeweils wegheben, folgt die Beh. fiir diesen Fall,
und durch zyklische Vertauschung der Indizes erhélt man sie auch in den Féllen

1 = F3 = 0und F; = F, = 0. Durch Summation folgt daraus die Beh. fiir
allgemeines F. [ |
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Bemerkung Satz 12.11 ist ein Spezialfall von Satz 12.12 fiir ¢(u) = (u,0), also
n=e¢ und F; = 0.

Zur physikalischen Interpretation des Stokeschen Satzes:

Aus

/Fd?::/ < F|lw> do
0B 0B

/ Fdo = tangenlialer Fluf (Zirkulation) von F lings dB.
0B

erhélt man zunéchst

Sei p(u) = x, B" := ¢(B,(u)). Wie bei der Interpretation des Gauflschen Satzes
folgt aus dem Stokeschen Satz

<rot F(z)|n(z) > = lim

1 —
= lim / Fdo,
r=00(B") Jopr

/ <rotF'|n > do

und damit

Anteil von rot F(z) in Normalenrichtung n(z)
= tangenlialer Fluf- (Wirbel-) Dichte von F in z.

Damit besagt also der Stokesche Satz

Gesamtwirbelstirke von F' in B in Normalenrichtung
= Gesamter tangentialer Fluf§ (Zirkulation) von F' lings 0B.

Bemerkung Ist F ein Gradientenfeld, F = — grad f mit f in C?, so ist
rot I = 0. Diese Aussage ist lokal umkehrbar (z.B. [Forster 2]).
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Korrekturen

1) Zitat auf Seite 24 oben: Satz 3.22 (statt Satz 3.21).

2) Zitat in Bsp. 4.8: [Forster 2| (statt Analysis II).

3) Im Beweis von Satz 5.15, Seite 49 unten, kann 1, i.a. nicht auf einer NM
abgedndert werden, da 1, € C.(X) benttigt wird. Die Formel (**) gilt aber auch
ohne die Vorausetzung, da§ > ¢, und > x, konvergiert: Fiir a € R4 setze man
dazu a - o0 :=0fallsa =0 und a - 0o := oo falls a > 0.

4) Tm Bsp. 6.2 gilt die Formel fiir 7551 nur fiir £ € N*.

5) Im Beweis von Satz 6.4 ist statt des VR-Isomorphismus S ein affiner Isomor-
phismus ¢ : R — R™ mit 1 o ¢(R") C R*! x {0} zu betrachten.

6) Bei der Seitenumerierung von Kap. 11 ist eine Translation n — n + 2 durchzu-

fiithren.
(Stand 24.2.97)
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