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Explizites Model Checking

m Reprdsentation
proportional zur Grofe des Modells O(|S|)

zusdtzlich fir CTL:
= proportional zur 6rofe der Formel O(|o|)

zusdtzlich fir LTL:
= exponentiell in GroBe der Formel O(21¢1)

m Modell wdachst exponentiell mit #Variablen

Reale Modelle bendtigen viele Variablen
= 20, 50, 100, ...

2100 = 1030
= Die Sonne wiegt ca. 1034 g |
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Zustandsexplosion

m Hinzunahme einer Variablen x
VAR x : aType;

S' =S x aType,

also

1S' | =S | * [aType |

m Symbolisches Model Checking:

reprdsentiere S symbolisch - als Formel
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m Reprdsentiere S symbolisch
als Formel
als Boolescher Term
als Entscheidungsgraph

m Vorteil
Vermeidung der Zustandsexplosion

m erfordert

symbolische Reprdsentation von
= Zustandsraum
= Transitionsrelation
m Spezifikation

m  Algorithmen missen auf symbolischer Reprdsentation arbeiten

entsprechende Datenstrukturen erforderlich
BDD-Paket

m gibt es schon einige unter GPL
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Teilmengen P einer
festen Menge

Boolesche Operatoren.

Model Checking

“Symbolische Reprasentation

S={0,1}k, x,..x, Variablen. P Teilmenge von S.
Reprdsentiere P durch charakteristische Funktion

xp = k(xl,..,xk). if (Xl,..,xk) e Pthenlelse O

Dafiir gibt es einen Booleschen Term p(xy,..,x,) mit

xp = }L(Xl,..,xk).P(xl,..,Xk)

Sind P, Q < S reprdsentiert durch A (xq,..,X,).p
und A (X4,...X). q, so entsprechen sich:

S und A (Xl,..,xk). 1t
% und A (Xq,...%0). FF
S-P und A (Xl,..,xk). —p
PNQ und A (X1, X)-PAQG
PUuQ und A (X1,.X)- P VQq
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next-Variable — x'

m  Fiir die Darstellung der Transitionsrelation bengtigt:

=1 Paare von Variablen (x, x')
01 Relation driickt Zusammenhang zwischen x und x' aus
01 Zu jeder Variablen x,, ..., x, filhre entsprechende next-Variable x',, ..., X', ein.

m next-Eigenschaft
o p=p(xy,..,x,) sei Eigenschaft
01 p gilt im ndchsten Zustand, falls p(x}....,.x",)
01 p'entstehe aus p durch Ersetzen jeder Variablen x; durch x'..

Formale Definition
0(x) =X

.H.' ‘= 1.1.1 ff' = ff der Ndchsteé

(—=p) = =(p)

(PAQ)' = p'AQ’

(pvq) = p'vq'

OO0 O

s Next-Tupel
0 X = (Xq.X,) , dann X = (XY, X))
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Reprasentation von Relationen

m Zweistellige Relation R:
R < {0,1}k x{0,1}x = {0,1}2k

m es gibt einen Booleschen Term r(x,,...X,, X'1,...X" ) mit
R = AM(Xq,-.%1k), (X'1,e..X'1)). P(Xq,ee Xp X100 X 1)

N\
Beispiel : Sei S = 23. PQ //
/ 7 1)\ «Q

P(X1.X2,X3) = Xz A X3

X 1 .
’ q(x1.X2.X3) 1= X
X3 r(X1.X2.X3) 1= =X A( X1V X3)
o

Die Relation "diametral" wird reprdsentiert durch
P (X1,X5,X3.X1 Xo X3 )= (X & =X )A (X =% ) A (X3 —X3'),

wobei wir u<v als Abklrzung fir (u A v)v (—u A—v) verwenden.
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S = {0,1} x {0,1}.

VAR
Xry: {Oll}zl;

BEGIN So={(11)}
WHILE true DO <:>

S R ={((0,0)(0,0)), ((0.1),(11)),
((1,0),(1,0)), ((1,1),(0,1)) }

END

. Charakteristische Funktionen
Formal: als Boolesche Terme:

S ={(xy) | xe{01} ry € {0.1}}. p<(x.y) := true

pr(Xy) = x Ay
So={ (xy) | x=1 A y=1} -

R = { ((XIY),(X‘IY‘)) | x': x+y A y': y } pR(xly'x"y|) 0= ( X| g X“‘Y A y|<:> y )
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Ps(Vo. V1, Vy) 1= T

Die einzelnen Transitionen sind

VO :_IVO
Vi = Vo OV
v, = (Vg AV )® Y,

Also

Pro= Vo < Vo

Pri= Vi & VoDV
Pro= Voo (VoAv)Dv,

Falls alle Register gleichzeitig (synchron) ihren Wert erneuern, dann gilt:

Pr = Pro A Pri A Przi= (Vg © Vo)A (V] © Vvog@ v ) AV, < (Vo AV )@V, )
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Wird die gleiche Schaltung asynchron betrieben,

dann kann jedes Register unabhdngig seinen Wert
V2 ) heu berechnen, wihrend alle anderen fest bleiben:
.
“ *— b Pro = (Vo < —1Vg) A (Vf © V) AV, & V)
Pri= (Vi ©Vog®Vv) A (Vg Vy)A(V, &V,)
Vo — DO\ Prz = (V2 & (Vo AV)® V) A (Vg & Vo) A (V' & V)

Falls die Register asynchron ihren Wert erneuern:

(Vo ©=aVg) A (vf S V)AV, &V,)

VIV, © (Vg Av)®V)A (Vg S Vo)AV, & V,)
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Eine asynchrone Schaltung bestehe aus den
Schaltgliedern f,, ..., f, die mit den
Drdhten d,, ..., d,, verbunden sind.

Fir jeden Draht d, fiihre zwei Variablen, v, und v,
ein. Setze V={v,, ..., v} ,V={Vv, .. Vv,.}.

Jedes Schaltglied beschreibt eine Funktion

Vi = Fi(V). .
Annahme: Draht v, ist
am Ausgang hdochstens

Dies ergibt mogliche Transitionsrelationen: eines Schaltglieds f.

R(VV)=(Vi< f(V))A /\ 2 (Vi = v).

Beschreibung der asynchronen Schaltung:

pR(le') - PRl(V,V')V Vv pRn (V,V')

Model Checking o Feter- aurm, Philipps-Universitat Marburg



“"Boolesche Quantifikation

Um die CTL-Operatoren bequem charakterisieren zu kénnen fihren wir noch die sogenannte
Boolesche Quantifikation von Booleschen Termen ein :

Boolesche Quantifikation
Ix.p=plx=1t]v p[x=ff] I einer Variablen

Beispiel: I x;. (XjvXx3=>—%,) = (HTvXxs= %) Vv (ffvXxs=—x;)
= =X V(X3:>—|X2)
= (X3=—=Xz)

Boolesche Quantifikation liber eine Folge von Variablen kann direkt oder auch induktiv
definiert werden:

(X1 X)) P = V(XpX,) € (HEFAN P

=4 Xla (XZ,...,Xn).p
3 %y 3 X5 3 (X3,...,.Xp)-P

E]XLE]XZ...E]Xn.p
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()
Darstellung von CTL-Operatoren

Sei eine Relation R durch den Booleschen Term r(x;,... Xy, X;',...X\ ) gegeben, und eine
Eigenschaft P durch p(x;,..,x,) also

so gilt
(Ex P)(xll"'lxn) = 3 (xl',...,xn'). r (Xl,..,Xk, Xll,..,xk') NP (XI"_.,Xk') ,
also
Beispiel: - '
S = 2. Die Relation R sei r=(xvx")
durch die Pfeile dargestellt. b= x

P EX —p =3x'(r A(=p)')
=3(x'). (xVvx')A-ax
Q‘O’ =3 (x'). X A =x’
= (X/\—l'H') \Y (X/\_Iff)
= X.

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



~ Beispiel: Ein 2-Bit Zahler

r=(x; ©-=x)AX'<x®x,),
P = X1 A X

S = 22, Die Relation R ist durch die

gestrichelten Pfeile dargestellt. EXp

Ix'.(rAp')
3 (X1 Xz ). ((X1" & =%q) A (X' & X1 @ X5 )A(Xg A X))
=3 (X1 X2 ). (X' © %) A (X' & X DX,) AX A Xy
_ =3 (X1 X5 ). =X A (XD X5 )AXy A X'
I\ =3(x;'). (X A (X @ X, )AX ATT) Vv

R (=X A (X D@ X, )AX," AFF)
X2 =3 (x;') . = xq A (X D X, ) AXY'

Y = (=% A (X @ X5 YA TV (=Xq A (X D X5 ) A FF)

L = XA X5

oo
.............
. .~
3 )

.
.. o
------------
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“"Berechnung von CTL-Formeln

Beliebige CTL-Operatoren lassen sich wie bisher als Fixpunkte berechnen.

So gilt z.B. wegen EF p= wy.p v EXy, dass

EF p = V. t"(ff)

S I
Beispiel 1: Beispiel 2: O Y
p=X X1

L |

Berechne EF x:

T(ff) = x v EX(ff)
= X.

T2(Ff) =x v EXx
=xv3Ix)xvx)ax
= 1.

T3(FF) =xvI(x'). (xvx')Att
= .

Also gilt im Beispiel :
EF x = tt.

Model Checking

Berechne EF x; A x :

) = (x; A x,) v EX(Ff)
= Xi AN Xo .
T2(FF) = (Xq A X,)V EX (X; A X5 )
Xs.
(Xl A Xo )V EX X5
= X1V X,
T4(ff) = (X1 A Xo )V EX X1V X,
- tt
Also gilt im Beispiel :
EF (X1 N Xz) = 11,

T3(Ff)

© H. Peter Gumm, I5hilipps-Universitét Mar
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~ Algorithmus

Sei p nun ein beliebiger CTL-Ausdruck. Zur Berechnung von p dient dann die folgende
Funktion eval mit Hilfsfunktionen evalEX, evalEG und evalEU :

function eval(p)
case

p € AP L p

p=—q : —eval(q)

p=pvq :eval(p)v eval(q)

= EXq : evalEX(eval(q))

p = E[p U q] : evalEU(eval(p), eval(q))

p=EGp :evalEG(eval(p))
end_case

function evalEX(p) = 3 x'.(r Ap") I

func‘rlon evalEG(y)
=y A evalEX(y)

if (y =y) return(y)
else return evalEG(y' )

func‘rlon evalEU(p.y)

=yvV (p A evalEX(y))
|f (y =y) return(y)

else return evalEU(p,q,y")

Beachte: Die Boolesche Reprdsentation r der Transitionsrelation R ist (via evalEX) implizit in allen
obigen Funktionen, genaugenommen misste sie als weiteres Argument iibergeben werden

Model Checking
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Wie immer wir Boolesche Terme symbolisch reprdsentieren, wir miissen folgende
Operationen maglichst effizient implementieren:

function evalEX(p) = 3x'.(r A p") (p(x), r(x,x) ) > I X'.(rA p)
function evalEG(y) (p,q) > pAQ
y' =y A evalEX(y) (p.q9) — p=q

if (y'=y) return(y)

else return evalEG(y' )

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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"Reprasentation von Daten

m  Angenommen, wir arbeiten mit Daten im Bereich O .. 15 :
101010101 006010¢

m Die gezeigte Menge kann man reprdsentieren durch

Model Checking

Aufzdhlung
= {0,2,4,6,8,10,11,12,14,15}

logische Formel
m {n|lnmod2=0vn=11vn=15}

Bit-Array
= [1,010101010,11101,1]

explizite Angabe der Bitfolgen
= {0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111}

die charakteristische Funktion
m yu(M)=ifnmod2=0vn=11vn=15thenlelse 0

die charakteristische Funktion der Bitpositionen

B 3(X3,X2,X1,X0) = —X3—Xo—X X + X3 XX Xg + —X3XomX X + —X3XaX X + X3—Xo—X—Xg
+ X3—Xo XX + X3—XaX1Xg + X3Xo—X—Xg + X3XoX1—Xg + X3X2X1Xg

© H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



m ... durch einen Entscheidungsbaum

@ Entscheidungsgraph fiir

(%o AX1) v (X2 A X3)

%2 O ONRO:
(w) () G (o) (o) () (o

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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.. repradsentiert Boolesche Funktion f : 24— 2:

0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111 > 1
0001, 0011, 0101, 0111, 1001, 1101 — O

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111
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0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111
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ntscheidungsbaum

0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111
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0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111
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0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111
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0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111
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0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111
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Logische Darstellung:

(Xg? (X;2x5:0),1)

wobei

(x?y:z):i= (—xvy)a(xvz)

= if x theny else z

0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1011, 1100, 1110, 1111

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



m ... durch ein Entscheidungsdiagramm
m .. binary decision diagram (BDD)
m immer ein azyklischer Graph

DAG (directed acyclic graph

Entscheidungsdiagramm fiir

(%o AX1) v (X2 A X3)

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



~ Entscheidungsbaum > BDD

. Verschmelzen gleicher Teilbdume

Entscheidungsgraph fiir

(%o AX1) v (X2 A X3)

\
@ '
!
!

:l
o 1/ 1 1...-"=._‘

Model Checking

----
o '0
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- Entscheidungsbaum - BDLC

m ... Verschmelzen gleicher Teilbdume

Entscheidungsgraph fiir

(%o AX1) v (X2 A X3)

/
/
/
)
I \
| |
| |
\ I
vO0 O O 11 1 1
\ /
\ /
\ 7/
N\ Ve
Sae_-"
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Entscheidungsgraph fiir

(%o AX1) v (X2 A X3)

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



Seip: [ 2k — 2] eine k-stellige Boolesche Funktion, p = Ax;,..., X,.p. Die 6roRe der BDD-
Darstellung von p kann sehr stark von der Variablenordnung abhdngen.

Beispiel : p(x,y,z) = if x theny else z

Variablenordnung Variablenordnung
X>y>z Z>y>X

Legt man fiir alle BDDs eine gemeinsame Variablen-Ordnung fest, so spricht man von OBDDs
Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



- Entscheidungsbaum - OBDLD

m Ist die Reihenfolge der Knoten von der Wurzel zu den Blattern festgelegt, so kénnen
indifferente Knofen entfernt werden.

-

Hier: indifferent = linker und rechter Teilbaum identisch

Entscheidungsgraph fiir

(%o AX1) v (X2 A X3)

XXy
........
o* .

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



m Entfernen indifferenter Knoten

Knoten mit
linkem Teilbaum = rechtem Teilbaum

m Resultat: Geordnetes BDD :

OBDD

Model Checking

-

Entscheidungsgraph fiir

(%o AX1) v (X2 A X3)

© H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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OBDDs als Funktionen 5

p->(q.r): m
q r

Wir benutzen im Folgenden die Notation "p -> (q,r) "
fir den Booleschen Term (pAr)v(—p AqQ).
In Programmiersprachennotation entspricht dies gerade "p? r: q"

Fiir Bitvektoren v=(v;,v,,...,vy) € 2K sei_v[i] die i-te Komponente, also v[i] = v;.

Jedes OBDD n reprdsentiert eine Funktion f, : 2k -> 2 . Wenn v=(v;,v,....,v,) ein Bitvektor ist,
dann sei

0- 7&! ff,
fi = v 1t
fo= Av. v >(f v, f.v), falls n =node(x; r).

In einer nichtfunktionalen Sprache, (z.B. Prolog) wiirden wir die Applikation eines OBBDs so
programmieren. Wir schreiben dafiir kurz :

fnode(xi,l,r) = x; -> (f.f.).

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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OBDD ist Normalform

Satz (Bryant) : Seien m, n OBDDs. Wenn f, = f, , dann folgt m=n.

Zu jeder Booleschen Funktion gibt es also einen eindeutigen OBDD.
Ob zwei Boolesche Funktionen gleich sind, kann man testen, indem
man die entsprechenden OBDDs konstruiert und tberprift, ob diese gleich sind.

Lemma: Sei die Variablenordnung x; > x, > ... > X, gegeben und n = node(x;,l,r) ein OBDD.
Dann hdngt f, nicht von den Variablen vor x;, also von x;,...,x; 4 ab.

Beweis des Satzes : Wir nehmen an, daB der Satz richtig ist fiir alle m', n' mit m' < m und
n' < n. Wir zeigen, daB unter dieser Vorraussetzung der Satz auch fir m,n richtig ist .

1.Fall : m,n € {0,1}. Dieser Fall ist trivial, da aus f, = f, sofort folgt m=n.

2.Fall : me {0,1}, n=node(x;,;,r;) ¢ {0,1}. f,, hdngt nicht von x; ab, also f;=f.;, also l.=r; nach
Ind.vor., also n kein OBDD.

3.Fall : m,n ¢ {0,1}. Dann gilt m=node(x;y,l;,r;) und n=node(x;,,1,,r,).
Wenn X, = X», dann folgt f;=f, und f.;=f.,. Nach Ind. Vorraussetzung folgt I;=I,
und ry=r,, also m=n.
Wenn x., # X.,, dann gilt 0.B.d.A. x.; > x.,. Nach dem Lemma hangt dann aber f,
nicht von x.,ab, folglich kann auch f,, nicht von x;; abhdngen. Es folgt also f|; = f,

und, wieder nach Ind.Vorraussetzung l;=r;. Dann war agepr Ig‘éte‘?e'nm(r)nBIQn |p;!> - Universitat Marburg

Model Checking



Operationen auf OBDDs

Wenn wir Boolesche Terme p und q durch OBDDs obdd(p) und obdd(q) reprdsentiert haben,
so stellt sich die Frage, wie wir aus obdd(p), obdd(q) die Booleschen Kombinationen
obdd(p v q), obdd(pAq) und obdd(—p) berechnen.

Allgemeiner zeigen wir, wie eine beliebige Operation g:[ 2k — 2] auf OBDDs iibertragen
werden kann. Wir definieren eine Funktion apply, die dies leistet.

[ obdd(a(p.a)) = apply(g.0bdd(p).obdd(a)) |

Wir benutzen dazu die folgende Beobachtung, die fiir beliebige einstellige Funktionen
f:[2 > 2], zweistellige g: [ 22 — 2], (analog auch fiir beliebige k-stellige Operationen)
gilt :

f(x = (p.q)) =x—>(f(p) f(q))
gx = (p1.q1), x >(p2.92)) =x->(9(p1.92) . 9(91.92) )

Wenn g nicht von x abhdngt, gilt :
9(x—>(p.q))=9(p) = 9(q)

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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Seien py,p, durch OBDDs p; bzw. p, gegeben und sei g : [ 22 — 2]. Wir liften g nun
zu einer Operation auf OBDDs :

apply(9.p1.p2) = if py, p2 €{01} then g(py.p;)
else if p;>p, then

let node(v,l;,ry) = py,
in mk_obdd (v,apply(g,l;.p,).apply(g.ri.p,))

else if p; < p, then
... symmetrisch ...
else % gleiche Variable v !
let p1 node(v,l;,ry)
= node(v,l,,r,)
in mk _obdd(v, apply( J1.15).apply(g,rq.r2)

Hier gilt: p; < p, i< pi=node(vy,li,ry) A pi=node(v,,l5,rs) A vy < v,

mk_obdd ist eine Funktion, die aus einer Variablen mk_obdd(v,l,r) = if | = r then |
und zwei OBBDS ein neues OBDD konstruiert : else node(v,l,r)

Model Checking itat Marburg



p1,p» seien OBDDs. Kann man Ausdriicke der Form 3 v.(p; A p,) effizienter berechnen ?

Ja: Ziehe Quantifikation nach innen:

Fiir eine einzelne Variable x gilt ndmlich :

3 x. node(y,l,r)= if x=y then |vr
else mk_obdd(node(y, 3 x.I , 3 x.r)

Fir einen Vektor x von Variablen soll andEx(x,pl,p2) = obdd( 3x.(p;Ap,) gelten:

andEx(x, p1, p2) = if p1, p,€{0,1} then p;ap,
else if p,;>p, then
let node(y, |, r)= p;
in if then andEx(x |, p, ) v andEx(x, r, p, )
else mk_obdd(y,andEx(x | ,p,),andEx(x,r,p,))
else if p; < p, then
... Symmetrisch ...
else % gleiche Variable x !
let node(y,l;,ry) = p;
node(y.lz.rz) = pz
in if then andEx(x 11, 1, ) v andEx(x, rq, 5 )
else mk_obdd(node(y,andEx(x,l;,1,),andEx(x,ry,r,))).
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©00) (O (10
= 5={0,1,2}={(0,0),(0,1),(1,0)} © @ o

R-1(s=(1,0)) =3s'. R(s,s') A s'=(1,0) fiihrt zu den OBDDs (siehe spateres Kapitel)

=3(8'0.5'1) ( S0 A 0S8 0 )
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“Anwendung von AndExists

Der AndExists-Algorithmus ist nicht nur bei der Berechnung von EXp niitzlich.

f [v <~ w] sei der OBDD, der aus f entsteht, wenn man die Variable v durch w ersetzt.

Es gilt :
‘ flvewl=3v(v=w Af ) I

Diese Beobachtung erleichtert die Berechnung der Anwendung einer Booleschen
Funktion auf einen Wert w :

Es gilt ndmlich :
(Av.f)w = flvew]
=3dv(v=w A f)

Damit kann man auch die Funktion Compose darstellen. Compose(v,p,q) fiir einen OBDD p mit
Variablen v = (v4,...,v,) und einen Vektor von OBDDs g = (q;.....q,) berechnet p[v,=qy,...,v,=q,]

Compose(yv, p,q) = plv<«q]

an dEx(v, V1=q; A... A V=G, AP).
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BDDs und Automaten

Sei p(Xj,...,X,) ein Boolescher Term, und L= { (by....,.b,) | b; €{0,1}, p(b;.....b,)=1} , dann ist L eine
endliche Menge von Worten iiber dem Alphabet { 0,1}. Folglich gibt es einen Automaten, der gerade
L erkennt. Den Entscheidungsbaum von p kénnen wir als einen solchen Automaten auffassen.

Dazu setzen wir 1 als einzigen terminalen Knoten und setzen fehlende Pfeile auf O.

Model Checking

Automat fir

(%1 AX2) v (X3 AXg)
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Das aus der Automatentheorie bekannte Minimierungsverfahren kann auch hier angewendet werden
und fihrt zu dem minimalen Automaten, der gerade dem (minimalen) BDD entspricht :

Minimaler Automat fir

(%1 AX2) v (X3 AXg)

Klasseneinteilung.
Knoten mit derselben Aufschrift
gehoren zur selben Klasse.
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Jeder Knoten wird mit x; be-
zeichnet, wobei i die Ebene
anzeigt :
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Jeder Zustand, bei dem alle
ausgehenden Kanten das
gleiche Ziel haben, wird entfernt.
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Durch Gegeniiberstellung erkennt man leicht, daB der so erhaltene minimale Automat und der
OBDD ubereinstimmen.

®
o
|-

|1

4 1

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg

)Y
4

°@>

o
—




(o
~Vermeiden der Zustandsexplosion

Urspriinglich Zustandsbereich S;
Erweitert zu Zustandsbereich S = 5;xS,
also 51=T1,52=T2und5=T1>< T2.

S, reprasentiert durch Boolesche Variablen xq,... .
S, reprdsentiert durch Boolesche Variablenysy,....y,.

Eine n-stellige Relation R auf S = S;x S, heifit unabhdngig von S,
falls fiir beliebige aqy,...,.a, € Sy, by,..b,,,C1...C, € S5 gilt :

R((ay,by)..., (a,.by)) < R((ay,¢y)..., (an.cp))
Ist R unabhdngig von S,, so wird die BDD-Darstellung von R nicht von y;,...,y,. abhdngen:

Ist R unabhdngig von S,, dann kommen in der OBDD}
Darstellung von R die Variablen vyj,...,y, nicht vor.

Obwohl sich beim Ubergang von S; nach S, die Anzahl der Zustdnde vervielfacht hat, hat sich die BDD
Darstellung von R nicht verdndert. Die Zustandsexplosion schldagt also nicht auf die Reprdsentation der

Teilmengen und Relationen durch. Dies ist der wahre Vorteil des symbolischen Model-Checking.
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VAR

) = {0, 1 };

(
(
case s=0 s=1 s=2
s=0 : 1;
s=1 : 1 union 2; ® @ ¢
s=2 : 2

esac;
SPEC

AF AG s=2 /* falsch */
SPEC

EF AG s=2 /* richtig */
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Zundchst codieren wir nicht-Boolesche Variablen durch Boolesche Vektoren. Sei also

VAR Xx:a.. b
Dann codiere : _I

encode( x,i,a..a)=a
encode( x,i,a..b) =

x.i — (encode(x,i+l,a..[(a+b)/2 |),
encode(x,i+1, [ (a+b)/2 J+1 .. b))

Die Codierung der Variablen x in unserem Beispiel veranschaulichen wir auf drei Weisen :

1. Codierung der Variablen 2.
als Bindgrbaum: Textuelle Reprdsentation
0 So des Bindrbaumes :
AN
1 0 2
/\1 SO—)(SI—)(O,I),Z)
0)

Als Mengen Boolescher Vektoren gleicher Ldnge
0={(00)} 1={(01)}, 2={(10),(11)}

. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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Ersetze
Ound 1 durch T
2 durch F

\ und bilde den OBDD /

BDD fir"sin{ O, 1 }":
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~ Codierung von R als OBDD

1. Programmtext :

2. Codierung der Variablen s :

next (s) :=

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



Insbesondere erhalten wir in unserem Beispiel :
R-1(s=2) =3s". R(s,8') A s'=2

:3(5'0,5'1).( SOO / OSIO )

= N = (s=1vs=2)
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;mwp(R,-) als Funktion

wp(R,- ) = AX

= Ap. Msg.51)-V(s'g.s'1). R=> p'

Insbesondere erhalten wir in unserem Beispiel :
wp(R,s=2) =Vs' .R(s,s')=>s'=2

=V(s'0.8'1). (

Im ndchsten Schritt erhdlt man dann : R-1 ( )=T.
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erechnung der ersten SPEC

AF AG s=2
1. Berechne
AG (s=2) =vY.s=2 AAX Y
=s=2 Awp(R,522) A ...
=8=2 AS=2 A ...
= s=2.
2. Berechne
AF AG (s=2) = AF s=2
=uY.s=2 v AXY
=s=2 v wp(Rs=2) v
3. Priife T
R |= Init = AF AG s=2°?
O SO O SO
/N = 7\ 5
T F F T '
Init s=2
Nein !
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~ Berechnung der zweiten SPEC
|EF AG s:ZI

1. Berechne
AG (s=2) = ... wie vorher ..
= s=2.
2. Berechne
EF AG (s=2) =EFs=2
=uY.s=2 vEXY
=s=2v R1(s=2) vRI(...)..
=s=2v (s=1vs=2) vRI(s=1vs=2)v..
=T
3. Priife
R |= Init = EF AG s=2?

/OQ) = T >
|T F| | |

Init
Ja !
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Wir betrachten zundchst nur die Semantik eines SMV-Programmes, das aus
einem einzigen (parameterlosen) Modul "main" besteht.

Semantische Funktionen :
[l .. 1) : Initialbedingung
. | : Transition R.
[l .. |ls : Spezifikation
.. 1 : Ausdrucksemantik

Wenn der Index fehlt, so gilt die angegebene semantische Klausel fiir alle
semantischen Funktionen. Alle semantischen Funktionen, bis auf [| .. |]¢
liefern als Ergebnis einen OBDD. [| .. | ]z hingegen liefert einen OBDD,

an dessen Bldttern sich Konstanten des Datenbereiches befinden.

Ein SMV-Programm ist eine durch ";" getrennte Liste von Fragmenten.
Die Semantik einer solchen Liste ist die Konjunktion der Semantiken
der

Fragmente, d.h. wir erhalten als erste semantische Klausel :

(1) [| head ; rest |] = [| head |] A [| rest |].

Model Checking niversitat Marburg



‘Programmkopf

In unserem einfachen Falle ist der Programmkopf immer

MODULE main.

Da dies auch der einzige Modul ist, gilt automatisch immer running=1t.
Folglich ist auch diese Variable iiberfliissig. Daher ist die Kopfzeile
semantisch neutral, also

(2) [| MODULE main |]= tt.
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“Variablen

Variablendeklarationen stellen einen Kontext her, in dem der Rest des Programmes
ausgerechnet wird.

Variablen sind von Hause aus Boolesch :

(3) [| VAR x: boolean |] = tt. I

Nicht-Boolesche Variablen werden durch einen Entscheidungsbaum
dargestellt. Das gilt fiir Bereichstypen, wie auch fir
Aufzdhlungstypen.

(4) [| VAR x:a. b|]Jg = (x=encode(x,0,a..b) )

Beispiel : Xq
' [| VAR x : (rot, gelb, griin, blau, weif) |] ° :
= encode(x,0,(rot,gelb griin,blau,weif)) = X1 / \o xl
= x.0 - (x.1> (x.2 — (rot,gelb),griin), x.1 —(blau,weiB)). X5 gr'un blau We|f3
rot gelb

Model [ Y © H: Petér Guiiim,” PRilipps-Universitat Marbirg
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ASSIGN

Die Initialbedingung ist nur fiir [| .. |1; interessant, alle anderen semantischen
Funktionen liefern tt :

(5) [| ASSIGN init(x) = e |} = x e[| e |l

Alle anderen ASSIGN-statements sind nur fiir [| .. |11 relevant. Die iibrigen
semantischen Funktionen liefern tt :

(6) [| ASSIGN x :=e |11 := x €[| e |]e.

(7) [| ASSIGN next(x):=e |l+:= x' €[l e |l
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" Ausdruckssemantik

Jedem Ausdruck wird ein OBDD zugeordnet, an dessen Bldttern
sich Konstanten des zum Ausdruck gehérenden Datentyps

Xx—>(yy)=y

wobei die Propagation nach folgenden Regeln stattfindeft :

(x> (y.2))ea =x—((yea)x/0],(z*a)x/1])
ae(x—>(y,z)) =x—>((aey)[x/0],(aez)[x/1])

und folgende Vereinfachungen Anwendung finden :

(x> (y.2)) ' (x > (U¥) = (X > (y eu, Z o).

befinden.
: . X0,
(8) [l c|le={c}, falls c eine Konstante ist. xle=  x N
© 2
(9) [| x |Je = encode(x,0,Typ), O/ AN 1
falls x erklart ist als "VAR x: Typ".
Falls ¢ irgendeine Operation des Datentyps ist, also X0,
.E{"', ':*,/, mOd,:,</<:,>, >z, |,&, ->’<—>} [|x+1|]E: X1 /\
dann wird e zu den Bldttern propagiert und dort ausgefihrt : /0\ 3
1 2
(10) [lejoe, [Je=[le |leelle: |l I
X0,

0] 2

[(x*(x+1)-2*x)/2| ]~ 9°
- o/ \2
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“Berechnung der Transitionssemantik

Aus der Deklaration "VAR x: 0 .. 2 ;" Fiir den Ausdruck " (x*(x+1)-2*x)/2"
erhalten wir : ergibt sich :

[ (x*(x+1)-2*x)/2| I = X0,
| 0/ AN 5 I

Q Die Semantik der Transition " next(x) := (x*(x+1)-2*x)/2"
liefert schlieflich den gesuchten OBDD :

[|X|]E=

[Inext(x) := (x*(x+1)-2*x)/2|]1; = XO/ o
Xo

O

X' 10/ \F
T/ \F
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Nichtdeterminismus
SMYV gestattet nichtdeterministische Transitions-Relationen, weil der Wert eines Ausdruckes
eine Menge von Datenob jekten sein kann. Allerdings muB die linke Seite einer Zuweisung
immer entweder x oder next(x) fiir eine Variable x sein.

Eine nichtdeterministische Spezifikation durch Angabe eines beliebigen Boolesch-wertigen
Ausdruckes wdre aber leicht zu realisieren :

Beispiel :

VAR
x:0.2;
ASSIGN
2*next(x) > x + next(x).

Als Transitionsrelation erhalten wir den OBDD :
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Die formale Semantik der Fairness-Bedingungen ist einfach :

Dem angegebenen CTL-Ausdruck wird ein implizites GF
vorangestellt :

(11)  [|FAIRNESS e |z =6F [| e |]¢) I

Allerdings verlduft die Auswertung in SMV auf eine andere Weise, indem ndmlich,
wie in Kapitel 6 erldutert, die Pfad-Quantoren A und E durch die mittels der Fairness
-Bedingungen C modifizierten Pfad-Quantoren A, und E. ersetzt werden.
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Spezifikationssemantik und
Korrektheitsbedingung

Die Semantik der Spezifikation liefert eine Funktion, die den
Fixpunkt berechnet welcher zu dem CTL-Ausdruck gehort.

(12) [| SPECf |1s := Ar.eval( f,r).

Wir erinnern uns :
eval(EF g,r) = evalEF(eval(g,r),tt,r)
eval(E[f Ug], r) = evalEU(eval(g,r),eval(f,r),ff),
.. etc. ..

Die Korrektheitsbedingung eines SMV-Programmes prog lautet
schlieBlich :

(13) [| prog |1 A[| prog |Jr= [l prog |1s ( [| prog |1x)
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MODULE main

Prozesse

Prozesse

Module mit Parametern
Aufruf

VAR
gl: process C
g2: process ( ) 7 <
g3: process ( ) ;
SPEC

(AG AF gl.out)é& (AG AF
MODULE ( )
VAR
out
ASSIGN
init (out)
next (out)

boolean;

Model Checking

Vereinbarung
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Ein Modul mit k Parametern wird zu einer k-stelligen Funktion :

(14)  [| MODULE m(p;,p,.....px) body |]
= (m=Kp1. pz. . Pk- [I bOdy |])

Da eine Instanz eines Moduls nur dann aktiv ist, wenn seine Variable
"running" wahr ist, miissen wir zundchst eine leichte Modifikation an
der Assignmentsematik vornehmen :

(7") [| ASSIGN next(x):=e|] := running —» (x'=x, x' e[| e |Jg)
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~ Semantik der Modulinstanziierung

Eine lokale Variable x in einer Instanz a eines Moduls m wird durch die
Punktnotation a.x referenziert. Fir das folgende erweist es sich als bequem,
diese Punktnotation durch folgende Regeln auf beliebige Ausdriicke zu erweitern :

a.(b)=ab
a.(bc)=aba.c
a.c = ¢, falls c eine Konstante ist.

Mit den spitzen Klammern “<" und ">" schiitzen wir ganze Ausdriicke vor der

Punktnotation :
a.<e>=e,

Die Instanziierung eines Moduls m mit k Parametern wird dann beschrieben
durch :

(15) [| VAR x: m(e,.e,,....e)) |]
= (X.m<e;><e,> ... <e.>) [ running/<running>] ).

m wird also auf ey, ... , e, angewendet, im Ergebnis wird jeder Variablen
auBer "running" ein "x." vorangestellt. Dadurch wird erreicht, daB "running"
vom Vatermodul geerbt wird.
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Fir den Modul "inv" ergibt sich :

[| MODULE inv(input) ... |1= (inv = % input. [| next(out) := ! input |])

Fur die Instanziierung berechnet man :

[| VAR x : inv(g3.out) |] = ( x. inv(g3.out)[running/<running>]

( x.A input. [| next(out) := | input |][running/<running>]) g3.out

. [| next(out) := 1 g3.out |] [running/<running>]

X. (running —>( out' =1 g3.0ut , out' = out) [running/<running>1)

= X. (<running> —>( out’ = I g3.out , out’ = out) )

= running — ( x.out’ =1 g3.out , x.out’ = out)
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"Prozesse

Ein Prozess darf nur aktiviert werden, falls

- der Vaterprozess running ist und

- kein Bruderprozess lduft.
Um letzteres zu garantieren, fiilhren wir eine Variable "blocked" ein, die jeden Bruderprozess
blockieren kann. In der folgenden Klausel seien in "rest" die Deklarationen aller Bruderprozesse

zusammengefasst :

Die Instanziierung eines Moduls m mit k Parametern wird dann
beschrieben durch :

(16)  [| VAR process x : m(ey.e,.,....e,) ; rest |]
= (x. m<e;><ey> ...<e > )
A ( x.running = — blocked A running )
A [| rest |1[ blocked / blocked v x.running]

In der ersten Klausel braucht jetzt <running> nicht mehr geschiitzt
werden, denn in der zweiten Klausel folgt die Bedingung

"x.running = running" und zusatzlich: "x.running = — blocked"
und in jedem anderen Bruderprozess wird
"blocked" ersetzt durch "blocked v x.running".

Die Klausel ist nicht mehr “denotational”, weil auch die Semantik der "Umgebung",
genauer der Bruderprozesse ( rest) verdndert wird.
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(16)  [| VAR process x : m(ey.e,.,....e) ; rest |]
= (xX.m<e><e,> ...<e>)

A ( x.running = — blocked A running )

A [|rest |]1[ blocked / (blocked v x.running)]

Die obige Regel ergibt in unserem Beispiel :

[l VAR
process gy : inv(x;) ;
process g, : inv(x,) ;
process gs : inv(xs) ;... |]
= g1.INV <X1> A G2.INVEX 5> A g3.iNV<X 3>
A gi.running = — (blocked v g,.running v gs.running) A running

A gp.running = — (blocked v g;.running v gs.running) A running

A gz.running = — (blocked v g;.running v g,.running) A running
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1. Mit den Variablenordnungen x;> X, > X3 > X4 bzw. x4 > X3 > X, > X; bestimmen Sie die OBDDs
Zu

Xov X1 = XZ /\—|X3
(Xo A X3) v X;
—~Xg= (X3 VvX;)AXs

2. Mit der Variablenordnung s, >s;>s'y>s’; seien die OBDDs

gegeben. Bestimmen Sie die OBBDs zu
Cl) ArB, AvBundA=18B

b) 3 (5'0,5'1). (A AN B)

c) v (s'0.8'1). (A= B)
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Aufgaben (b)

3. Geben Sie eine einfache Methode an, um Ausdriicke der Art 2b) und 2c¢) zu berechnen.
Beschreiben Sie also einen einfachen Algorithmus, der fiir die Variablenordnung x>..>x,>x" >..>x",
Ausdriicke der Art

A X1... Xn - H(Xll, cee Xln ) A /\pl ,
bzw.

AXpeo Xp.3(X'q, ., X'p). AP’
berechnet. Dabei sei p' ein OBDD, der nur von ( x'y, ..., X', ) abhdngt.

4. Der Datentyp Farbe = { rot, gelb, griin } sei folgendermaBen durch Boolesche Vektoren codiert :
rot = (0,0), gelb=(0,1), grin=(1,0)

a) Finden Sie den OBDD, der die Teilmenge { rot, gelb } reprdsentiert.
b) Finden “ Sie den OBDD, der die Relation

R={(ss")| if s=rot then s' = gelb
else if s=gelb thens' €{ gelb, griin }
else s’ = griin }
reprdsentiert. Wahlen Sie die Variablenordnung
Sg>S1>Sg>S'y.
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