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VORWORT

Die vorliegende Ausarbeitung basiert auf einem Manuskript, das von uns zu
mehreren Vorlesungen iiber "Boolesche Algebra" an der Technischen Hochschu-
le Darmstadt vorbereitet und anhand der dabei gewonnenen Erfahrungen iiber-

arbeitet wurde.

Die Vorlesungen richteten sich an Studenten nach dem Vorexamen bzw. Vor-
diplom und wurden in der Mehrzahl von Lehramtskandidaten fiir das Fach Ma-
thematik, jedoch auch von angehenden Diplom-Mathematikern und Informati-
kern besucht. Uberwiegend an diesem Leserkreis will sich das Buch orien-
tieren, wobei sicherlich Studierende der Natur- oder Ingenieurwissen-
schaften ebenfalls fiir sie Interessantes darin entdecken kdnnen. Aufgrund
der wenig einheitlichen Erwartungen der Horer- bzw. der zu erwartenden Le-
serschaft haben wir uns um eine Darstellung bemiiht, die den rein mathema-
tischen Zugang mit einem anwendungsorientierten zu verbinden sucht. Im Er-
gebnis bedeutet dies, daB Methoden zur Vereinfachung "Boolescher Terme"
und "Venn-Diagramme', aber auch der Stonesche Darstellungssatz behandelt
werden. Inwieweit die Behandlung stellenweise zu knapp oder auch unausge-

wogen geraten ist, mag der Leser selbst beurteilen.

Eingestreute Beispiele und Ubungsaufgaben sollen insbesondere den Leser
unterstiitzen, der das Buch zum Selbststudium verwenden mo6chte. L&sungs-

vorschlige zu den Aufgaben sind am Ende des Buches zu finden.

Wir danken Klaus Keimel fiir einige Verbesserungsvorschldge und Traudel

Ridder fiir das sorgfdltige Herstellen der maschinengeschriebenen Fassung.

Darmstadt, im August 1981

Heinz-Peter Gumm

Werner Poguntke
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§ 1. SCHALTALGEBRA, MENGENALGEBRA, AUSSAGENLOGIK

Es gibt kaum ein Teilgebiet der Algebra, das in so zahlreichen auBerma-
thematischen Bereichen angewendet wird wie die Boolesche Algebra. Als
"Erfinder" der Booleschen Algebra wird George Boole (1815-1864) angesehen,
der in seinem Buch "An investigation of the laws of thought" (1854) eine
Algebra der Logik einfihrte. Heute hat diese Algebra der Logikieine Fiille
von Anwendungen nicht nur in der mathematischen Logik und in der MaB- und
Wahrscheinlichkeitstheorie, sondern auch in der Technik bei der Konstruk-

tion elektrischer Schaltkreise und "intelligenter" Maschinen gefunden.

Wir wollen mit der Schaltalgebra beginnen, um den mathematischen Begriff

der Booleschen Algebra zu motivieren. Eine exakte Grundlegung wird sich
aus den beiden nichsten Paragraphen ergeben. Zundchst werden die Grundbe-

griffe erldutert,

Ein bistabiles Schaltelement (Ein—Aus-Schalter) kann die Zustidnde O

(offen) oder 1 (geschlossen) haben. N
b |

Man hat sich einen Stromkreis vorzustellen,

in dem eine durch das Symbol @ darge-

T x |
stellte Lampe genau dann aufleuchtet, wenn LX T

x im Zustand 1 ist. Durch Kombinationen von bistabilen Schaltelementen
erhdlt man Schaltkreise. Wir beschriénken uns auf drei Verkniipfungen, und
zwar die Parallelschaltung, die Serienschaltung und die Komplementierung
(siehe die folgende Tabelle).

Diagrammdarstellung algebraische Bezeichnung
Parallelschaltung
(0Oder-Schaltung)
x+y
Serienschaltung '
(Und-Schaltung) T F
Xy
{7
Komplementierung 4 |
(Non-Schaltung) B 1
— x
1}
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Im Diagramm fiir die Non-Schaltung soll durch das Symbol'j%§§%:ein Relais-
schalter angedeutet werden, der die Eigenschaft hat, daB durch den "unte-

ren Draht" dann und nur dann Strom flieBt, wenn der obere gesperrt ist.

Die Funktionsweisen der drei Verkniipfungen werden durch die zugehdrigen

Schaltfunktionen beschrieben:

X y x+y X vy Xy x ¢ x'
0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 1 0 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0

1 1 | 1 1 1

Mit anderen Worten soll z.B. x+y den Zustand 1 haben, wenn dies fiir x
oder y (oder beide) der Fall ist. Es handelt sich hier also um Eigen-

schaften, wie sie elektrischen Schaltungen tatsichlich zukommen.

‘Jede Schaltung mit einer endlichen Anzahl bistabiler Schaltelemente, die
sich durch Parallei—, durch Serienschaltungen und durch Komplementierun-
gen ergibt, heiBt ein (Serien-Parallel-)Schaltkreis. Dies soll so ver-

- standen werden, daf nicht nur Schaltelemente, sondern auch bereits aufge-
baute Schaltkreise zu grdSeren parallel- oder seriengeschaltet bzw. kom-
plementiert werden. Der Vollst#ndigkeit halber bezieht man den stets ge-

schlossenen Schaltkreis 1 und den stets offenen Schaltkreis O mit
ein. Préziser als die obige Beschreibung ist die folgende induktive Defi-

nition:

1.1 Definition von Schaltkreisen:

a) Jedes Schaltelement x ist ein Schaltkreis, ebenso O und 1.
b) Sind 8 und t Schaltkreise, so auch s+t, s-t und s'.
c) Jeder Schaltkreis entsteht, indem a) und b) endlich oft angewendet

we:den.

Man beachte, da8 man "denselben" Schaltkreis zum Aufbau eines neuen
Schaltkreises mehrfach benutzen darf.

In der Diagrammdarstellung eines Schaltkreises ist es iiblich, die Symbole
fiilr die HuBere Spannungsquelle und die Lampe wegzulassen; ferner stellt
man ein komplementiertes Schaltelement einfach durch {x" } dar.



1.2 Beisgiel:

— X %¢

Die obige induktive Definition eines Schaltkreises liefert ein Verfahren,
jeden Schaltkreis (mit Schaltelementen xl;...,xn) mit einem algebrai-

schen Ausdruck zu belegen.

1.3 Beispiel:

a) Zu dem in 1.2 dargestellten Schaltkreis gehdrt der Term
', ' ',

((xl xz) + x]) + (xl X2).

b)

m ‘l X2 }
] P
L X ’ ((xloxz) + x;) o ((xé-xB) + x3)'
c)
{5}
—{ X} —
X 0 (xy *x3)
d)

(x)°x5) + (x)°x5)
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Wir berechnen nun die zu c) und d) gehdrenden Schaltfunktionen

f: {0,1}3 + {0,1}, indem wir ihre Wertetabellen aufstellen:

X; Xy Xy Xphxg o X t(Xp4g) X tXy o X Xy (x)0X)) 4+ (x)oxg)
0 o | o 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 i
o 1 o 1 0 o 0 0
o 1 1 I 0 0 0 0
1 o o 0 0 o 0 0
1 o0 1 1 1 0 1 1

1 o 1 1 1 0 1
o1 I ! 1 I I

Der Vergleich der fiinften mit der letzten Spalte zeigt, da8 die Schal-
tungen in c) und d) dieselbe Schaltfunktion besitzen. Die beiden Schalt-

kreise sind in ihrer Wirkungsweise #quivalent, was wir durch
X c (xp*xg) = (xp0x)) + (x)°x5)
ausdriicken (man liest '"=" als "dquivalent").
Wir haben nicht verwendet, dag X)Xy und Xq Schaltelemente sind,

denn auch Schaltkreise kdnnen nur die Zustdnde O bzw. | annehmen.

Daher haben wir fiir beliebige Schaltkreise u,v,w das distributive Ge-

setz

1]

u - (v+w) (usv) + (u-w).

Es soll nun von einem festen Vorrat von Schaltelementen XiserosX, = aUS-
gegangen werden, so daB die zugehdrigen Schaltfunktionen immer als Abbil-
dungen von {0,1}" nach {0,1} aufzufassen sind. Wir wollen einige
wichtige, fiir Schaltkreise gliltige Aquivalenzen aufschreiben; ihre Giil-
tigkeit ist in den meisten Fidllen offensichtlich und kann problemlos mit

Hilfe von Operationstafeln nachgewiesen werden:

(n utu =S u M uew ETu

(2) utv = v+u #)) u'v = v-u

(3) u+(vfw) = (u+v)+w 3) u'(vew) = (uv)ew

(4) u+(u'v) = u (Z) u-(u+v) = u

(5) u-(vtw) = (u-v)+(u-w) (B) u+(v-w) = (uv)-(u+w)
(6) u+0 =4y € u-+1 zu

(7) u+!l =1 7 uwu-0 =0

8) wu+u' =l , @ u-u'=zo
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Es gelten zahlreiche weitere Aquivalenzen, etwa die De Morganschen Regeln

(utv)' = u'.v' und (u'v)' = u'w'.

Wir zeigen, daB diese schon aus (1) bis (8) und (1) bis (8) folgen. (Da
die Aquivalenz von Schaltkreisen {iber die Gleichheit der zugehdrigen

Schaltfunktionen erklirt ist, kann mit "=" wie mit dem Gleichheitszei-
chen gerechnet werden. Wir werden im nidchsten Paragraphen genauer darauf

eingehen.)

1. Beweisschritt: Wir ieigen zunlichst, daB u+v =1 und wu-v = O die
Kquivalenz v = u' nach sich zieht (Eindeutigkeit des Komplements). Dies

folgt aus v = v + 0 = v + (u.u') = (v+u)- (v+u') 1+ (v4u') = v+u'

® @ &) (2) ®
und u' = u'+(uev) = (u'tu)c(u'tv) = 1-(u'Hv) = u'+v = veu',
(6) (5) (2,8) (2,6) (2)

2. Beweisschritt: Nun wird gezeigt, daB (u+v) + (u'.v') =1 wund
(utv)+«(u'ev') = 0 1ist. Dies folgt mit

(u+v) + (U'*v') Zu + (v+ (u'-v')) = u + ((vtu'):(vev'))

3) €))
= u+ (vtu'") = (utu') +v = | und
(8,6) (2,3) (2,8,7)
(uwv) . (u'ev') = u's(v'-(u+v)) S u'"((v'eu) + (v'-v))
2,3) (5)
£ wu'e(@w'ew) = (uu')v_=_O.
@’ 8’6) (2’3) (i,§’7)

Aus erstem und zweiten Beweisschritt ergibt sich nun, daB allgemein

(utv)' = u'ev' gilt. (uev)' = u'+v' wird analog gezeigt,

Zur Mengenalgebra:

Sei X eine Menge und P(X) die Potenzmenge, also die Menge éller
Teilmengen von X. Fir A,B € P(X) setze man nun A+B := AuUB,

" AB := AnB, A' := A (Komplement X\A von A in X), ferner 1 :=X
und O := @ (leere Menge). Man sieht, daB sdmtliche Gesetze (1)-(8) und
(T)-(8) fiir die Elemente von P(X) giltig sind, wenn man "=" als
Gleichheit liest., Da die De Morganschen Regeln allein unter Benutzung
dieser Gesetze bewiesen wurden, gelten diese auch fiir die Mengenalgebra.
Wir wissen somit auch, daB stets (AuB) = AnB und (AnB) = AUB ist,
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Zur Aussqggnlggik:

Sei X eine Menge von Aussagen, die jeweils entweder wahr oder falsch

sind. Man verkniipft Aussagen A,B auf folgende Weise:

AVB ("A oder B") ist genau dann wahr, wenn A wahr ist oder wenn B
wahr ist (oder wenn beide wahr sind);

AAB ("A und B") ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr
sind. )

7A  ("Nicht-A") ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.

w ist die Aussage '"l=1" und immer wahr.

F ist die Aussage "1%1" und immer falsch.

(Wir setzen voraus, daB X unter diesen Verkniipfungen abgeschlossen ist

und W,F ¢ X gilt,)

Setzt man hier A+B := AVB, A-B := AAB, A' :=4A, | :=W und O :=F,

und ersetzt man "=" durch das Zeichen "<=>" (logisch dquivalent), so

stellt man wiederum die Giiltigkeit der Gesetze (1)-(8) und (T)_bis (®)

fest. Als Konsequenz ergeben sich somit hier die logischen Aquivalenzen

~(AVB) <=> qAA9B und ~<(AAB) <=> 4AV 4B,

Die Gemeinsamkeiten der Schaltalgebra, der Mengenalgebra und der Aussa-
~ genlogik lassen es sinnvoll erscheinen, die Gesetze (1)-(8) und M-3B)
als abstraktes Axiomensystem ndher zu untersuchen. Dies fiihrt uns zum Be-

griff einer Booleschen Algebra.

Zuvor jedoch wollen wir noch auf eine heute gebrduchliche Variante der

Schaltalgebra eingehen:

Logische Schaltungen

Schaltkreise in modernen hochentwickelten Mhséhinen werden heute nicht
mehr mi; einfachen Kontaktschaltern und Relais realisiert, sondern mit
Hilfe von Halbleiterbauelementen. Solche Bauelemente kdnnen die Aufgabe
mehrerer Schalter gleichzeitig {ibernehmen. Neben dem geringen Platzbedarf
sind vor allem die extrem kurzen Schaltzeiten und die minimale Stdranfdl-
ligkeit von Bedeutung. In der Regel handelt es sich um Schaltglieder,
auch Gatter genannt, mit mehreren Eingdngen und einem Ausgang. Die ge-

briuchlichsten dieser Gatter werden symbolisch folgendermaBen dargestellt:

X __§;>_‘ das OR-Gatter, das der Parallelschaltung der
(x,+x,)

1
X, Schaltelemente X, und X, entspricht;
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x ~ das AND-Gatter entspricht der Serienschal-
. x] ::[:>"‘ tung von x, und X,3
2 (xl'xz)

¢

das NON-Gatter wird durch das Schaltbild

x, -0 oder auch nur durch ———.———— dargestellt.
xl
1

Hiufig verbindet man das NON-Gatter auch mit anderen Schaltelementen, o

ergibt sich etwa

X, X,
x oder L .
2 (x]%,) X, (x,+x,)"

Bei der Darstellung von Schaltkreisen verzichtet man auf die Darstellung

von Spannungsquellen oder Relais; letztere sind i.A. in die Bausteine in-
tegriert. Kompliziertere Schaltbilder geraten in dieser Symbolik meist
ibersichtlicher. Zur weiteren Vereinfachung 148t man auch AND-Gatter und

OR-Gatter mit mehr als zwei Eingidngen zu:

X

x| —
X2 X, T
*n (X, *X,*eee*X ) X T +x_ + +
_ 17X et Xy n (x‘ Xy + oo xn)

Damit entspricht das folgende Schaltbild

Xy
X2 ;
x3 !

J

eve ). ] . ]
etwa dem Ausdruck (x] xz) (x]+x2+x3) (x1+x2+x3) .

Es sei zum SchluB noch erwdhnt, daB8 in der Praxis auch Schaltelemente und
Schaltkreise mit mehreren Ausgingen eine wichtige Rolle spielen. Wir wer-
den diese Situation jedoch nicht behandeln, sondern uns mit einem Beispiel
und dem Hinweis begniigen, daB etwa ein Schaltkreis mit zwei Ausgingen
durch zwei (iibliche) Schaltkreise, einen fiir jeden Ausgang, beschrieben

werden kann.
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Als Beispiel fiir eine Schaltung mit zwei Ausgingen geben wir untenstehend

die Schaltung eines sogenannten "Halbaddierers", der zwei einstellige Bi-

nirzahlen O bzw. | addiert und mit Summe und Ubertrag, d.h. als zwei-

stellige Bindrzahl darstellt:

X, AT
)
Ubertrag Summe
Ubungsaufgaben:
1. =+

—{ X [ x'] | Y ]
—{ " A

a) Welcher algebraische Ausdruck ist obigem Schaltkreis zugeordnet?

. b) Man benutze (1)-(8) und (1)-(8), um den in a) erhaltenen Ausdruck

zu vereinfachen. Man vereinfache den Schaltkreis.

Zeige, daB fiir beliebige Schaltkreise u,v,w gilt:

a) (u')' = u b) (ue(viw))' Z u' + (v'.w")

In der Aussagenlogik definiert man A => B als die Aussage (-A) V B.
Was wire die "=>" entsprechende Operation in der Mengenalgebra? Was
heiBt es fiir A,B ¢ P(X), daB8 (A => B) =X ist?
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§ 2. BOOLESCHE ALGEBREN

2.1 Definition: Sei B eine Menge, und seien O,! Elemente aus B.

Weiter seien zweistellige Operationen + und - sowie eine einstellige

)

Operation ' auf B erkldrt. Dann ist (B; +, *, ', 0,1) eine Al ebra*.
(B; +, *, ', 0,1) heiBt Boolesche Algebra, falls folgende Gesetze fiir be-

liebige x,y,z ¢ B gelten:

(Bl) X+x = X (i}) XX = X (Idempotenz)

(B,)  x+y = y+x (§é) Xy = y-x (Kommutativitit)
(By) x+(y+z) = (x+y)+z (By) x-(y-2) = (x-y)-z (Assoziativitit)
(B,) x+(x:y) = x (Bé) x*(x+y) = x (Absorption)

(Bg) x+(y-2z) = (x+y)-(x+2) (—5) x* (y+z) = (x-y)+(x-z) (Distributivitit)
(Bg) x+0 = x (3'6) x-1 = x

(B,) x+l = 1 (3,) X0 = 0

(B8) x+x' = 1. (ﬁé) xx' = 0

Anmerkung: In der Literatur werden statt des Zeichens "+" auch "V",

" U" won

oder "u" und anstelle von "n"

".n oder '"n verwen-

auch I'AII’ "n"

det.

2.2 Beisgiele:

a) Sei X eine Menge und P(X) die Potenzmenge von X. Dann ist
®(X); v, n, , @, X) eine Boolesche Algebra.

b) Sei X eine unendliche Menge und E(X) die Menge aller derjenigen
Teilmengen A von X, fiir die gilt: A ist endlich oder A ist end-
lich. Dann ist (E(X); v, n, , @, X) eine Boolesche Algebra.

c) Sei T ein topologischerlnaum und B(T) die Menge aller Teilmengen
von T, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind. Dann ist
®(T); v, n, , P, T) eine Boolesche Algebra.

d) Sei Ty, die Menge {1,2,3,5,6,10,15,30} aller Teiler der Zahl 30.

07 |

Setzt man fiir x e T x' = so ist (T3o; kgV, ggT, ', 1, 30)

30 x’
eine Boolesche Algebra.

*)

Genauer spricht man von einer "Algebra vom Typ (2,2,1,0,0)", weil +
und -+ zweistellige, ' eine einstellige und 0 und 1 "nullstelli-
. ge" Operationen sind.
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Anmerkung: Ist in einer Booleschen Algebra (B; +, +, ', 0, 1) O=l, so
folgt fiir beliebiges xe€B: x = x+0 = x+1 = 1, das heift B ist einele-
mentig. Sehen wir von diesem Trivialfall ab, so kdnnen wir also fiir Boole-

sche Algebren stets O % 1 annehmen.

Das in 2.1 angegebene Axiomensystem ist nicht minimal, d.h. es sind Axio-
me darunter, die bereits aus den anderen folgen. Es gibt sogar ein Axio-
mensystem, das nur aus einer (allerdings sehr "langen") Gleichung besteht.
Fiir das Rechnen in Booleschen Algebren ist es aber zweckm#Biger, von Ge-
setzen #hnlich denen in 2.1 auszugehen.

Vertauscht man in irgendeinem der Axiome (B,)-(Bg) bzw. (E})-(Eé) wan

".on

mit und "0" mit "1", so erhdlt man ein anderes dieser Axiome,

das zum vorgegebenen duale Axiom. Daraus folgern wir:

2.3 Lemma: Ist (B; +, *, ', O, 1) eine Boolesche Algebra, so ist auch
(B; -, +, ', 1, 0) eine Boolesche Algebra; man nennt letztere die (zur

vorgegebenen) duale Boolesche Algebra.

Es ergibt gich damit das Dualitdtsprinzip fiir Boolesche Algebren:

2,4 Satz: Gilt eine Gleichung in allen Booleschen Algebren, so gilt

auch die zu ihr duale Gleichung in allen Booleschen Algebren.

Beweis: Sei (G) eine Gleichung, die in allen Booleschen Algebren gilt.
Sei (G) die zu (G) duale Gleichung, (B; +, *, ', 0, 1) eine Boole-
sche Algebra. Es gilt (G) in der dualen Algebra (B; -; +, ', 1, 0).
Dies ist aber gleichbedeutend damit, da8 (G) in (B; +, -, ', 0, 1)
gilte

Als nichstes wollen wir uns einige weitere Rechenregeln fiir Boolesche Al-

gebren verschaffen.

2.5 Lemma: In jeder Booleschen Algebra gilt fiir beliebige Elemente

X,¥,2:

(a) Aus x:y =0 und x+y =1 folgt y = x' (Eindeutigkeit des Kom-
plements).

(b) (x+y)' = x'.y'

(c) (x.y)' = x'+y'

(d x"N'=x, 1'=0, 0" =1

(e) Die Anssageh x-y' =0, x:y=x und x+y =y sind dquivalent.

(f) Ist x.y = x.z und x+y = x+z, so folgt bereits y=z.
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Beweis:

(a) wurde in § 1 flir Schaltkreise (und deren Aquivalenz) gezeigt; da dort
nur die Gesetze (1)=(8) und (1)-(8) benutzt wurden, kann der Beweis ko-
piert werden. Dasselbe gilt fiir (b) und (c).

(d) Dies ergibt sich sofort aus (a), da x Komplement von x' und O
Komplement von 1 ist. | _

(e) Aus x.y' =0 folgt x = x+1 = x-(y+y') = (x.y) + (x-y') = x.y.

Aus x.y = x folgt x+y = (x.y) +y =y. Aus x+y =y bekommt man wie-
derum x.y' = x.(x+y)' = x(x"y') = (x-x").y' = 0-y' = 0.

(f) Sei x.y = x.z und x+y = x+z. Dann hat man

y = y+(x'y) = y+(x:2z) = (y+x)-(y+z) = (x+z)-(y+z) = z+(x.y) = z+(x-2) = z,

Wir wollen nun eine Vereinbarung zur Vereinfachung der Schreibweise tref-
fen. Wie oft bei der Multiplikation {iblich (etwa von Polynomen iiber den
reellen Zahlen), lassen wir im folgenden den Punkt als Zeichen fiir Multi-
plikation weg: statt x-y schreiben wir einfach xy. Die Assoziativge-
setze (B3) und (35) erlauben es uns ferner, Klammern bei Summen (Produk-
ten) mit mehr als zwei Summanden (Faktoren) wegzulassen: wir schreiben
einfach x+y+z bzw. xyz. Weiter wird vereinbart, daB "Punktrechnung
vor Strichrechnung" geht, so da8 Klammern um Produkte wegfallen k&nnen:
z.B. wird anstatt (x-y) + ((y-z) + (z.x)) einfach xy + yz + zx ge-

schrieben.

Der nun folgende Begriff der Unteralgebra wurde bereits durch die Bei-

spiele b) und ¢) in 2.2 nahegelegt.

2.6 Definition: Sei (B; +, ¢, ', O, 1) eine (Boolesche) Algebra. Eine
Teilmenge C von B heiBit abgeschlossen, wenn folgende Bedingungen er-
fiillt sind:

(i) 0eC, 1leC.

(ii) Ist xeC, so gilt auch x'eC.

(iii) Sind x,y € C, so folgt x+y ¢ C und x-y € C.

Ist C eine abgeschlossene Teilmenge von B, so kann man die Operatio-

]

nen +,+ und auf C einschridnken und erh3lt eine Algebra

(C; +, *» ', 0, 1). Diese heiBt eine Unteralgebra von (B; +, -, ', 0, 1),

2.7 Lemma: Eine Unteralgebra einer Booleschen Algebra ist stets wieder

eine Boolesche Algebra.

2 Gumm/Poguntke, Boolesche Algebra
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Beweis: Wegen CcB gelten die Gesetze (Bl)-(Ba) und (El)-(ié) insbe-

sondere auch fiir alle Elemente aus C,

Es folgt eine weitere Vereinbarung zu unserer Schreibeweise:

Ist (B; +, *, ', 0, 1) eine (Boolesche) Algebra, so werden wir, wenn
keine MiBverstdndnisse zu befiirchten sind, von der "(Booleschen) Algebra
B" sprechen und entsprechend von der "Unteralgebra C", wenn C eine ab-

geschlossene Teilmenge von B ist.

L) eine Familie
1)1eI

von Unteralgebren von B. Dann ist auch fW{sil i€eI} eine Unteralgebra

2,8 Satz: Sei B eine (Boolesche) Algebra und (B

von B.

Beweis: Wir haben zu zeigen, daB /fW{Bil ieI} abgeschlossen ist. Da fir
jedes 1ieI gilt 0,1 ¢ Bi’ folgt auch 0,1 ¢ f\{Bi] iel}. Sei

x e/’\{Bi| iel}; es ist x € B, fiir jedes iel und, da jedes der B,
abgeschlossen ist, auch x' ¢ Bi fiir jedes 1ieI; es folgt

x' e/ﬂ\{Bi] iel}. Der Nachweis der Eigenschaft (iii) verl¥uft entspre-

chend,

2.9 Folgerung: Sei B eine (Boolesche) Algebra und sei X eine belie-
bige Teilmenge von B. Dann existiert eine kleinste Unteralgebra von B,
die X umfaBt. M.a.W. gibt es eine Unteralgebra C von B mit den fol-
genden Eigenschaften:

(i) Xgcc ‘

(ii) Fiir jede Unteralgebra D von B mit XcD gilt CgcD.

(Wegen (ii) ist diese Unteralgebra eindeutig bestimmt; sie wird die von

X erzeugte Unteralgebra von B genannt und mit ‘QX}B bezeichnet.)

Beweis: Sei (Bi)ieI die Familie aller Unteralgebren von B, die X
enthalten. C := f\{Bil iel} erfilllt offenbar die Bedingung (i). Ist nun
D eine Unteralgebra von B mit XcD, so folgt D = Bj fir ein  jel
und damit natilirlich CcD; folglich ist auch (ii) erfiillt,

Eine andere Beschreibung der von X erzeugten Unteralgebra von B lie-

fert der folgende Satz.

2.10 Satz: Sei X eine Teilmenge der (Booleschen) Algebra B. Defi-

niert man induktiv
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X, =Xu {0,1} und (fiir nz20)

om ' '
X 4 =X U {x+y| x,y € X.}u {xy| x,y € X }u{x | x € X}

so gilt <X>, = U{an neN}.,

Beweis: Man hat X c <X>, und wegen der Abgeschlossenheit von <X>

B B
_auch X0 < <X>B. Die Abgeschlossenheit hat auch zur Folge, da8 Xn_C,<X>B
stets Xm_l < <X>B nach sich zieht. Mithin hat man per Induktion

U{an neN} ¢ <X>,. | |

Wir weisen nun nach, dag U{an n eN} abgeschlossen ist; nach der Defi-
nition von <X>B ist dann der Beweis erbracht. v

Offenbar gilt O0,! € U{an neN}. Es wird nun die Abgeschlossenheit un-

ter "+"

gezeigt; die restlichen Schritte verlaufen analog.
Seien also x,y € U{an neN}. Es existieren also s,t e N mit x ¢ X,
und y € X.. Sei o.B.d.A. sst. Wegen X, cX folgt x,y € X, und

=t
xty € X ., € U{an n eN},

2.11 Definition: Sei C eine Unteralgebra der (Booleschen) Algebra B,

XcC Teilmenge von C. X heift ein Erzeugendensystem von C, falls
(X)B
<X >

= C gilt. Gibt es eine endliche Teilmenge X, von B mit

B C, so heiit C endlich erzeugt.

2.12 Beispiele:

a) Sei S eine beliebige Menge. {@#,S} ist eine Unteralgebra von P(S).
b) Sei T ein topologischer Raum. Die Boolesche Algebra mB(T) aller
offen-abgeschlossenen Teilmengen von T ist eine Unteralgebra von I P(T).
c¢) In der Booleschen Algebra P({1,2,3,4}) bestimmen wir die Unteral-
gebra, die von X = {{1}, {1,2}} erzeugt wird. Mit 2.10 erhalten wir:

X, = {1}, (1,2}, o, {1,2,3,4}};

X, = {1y, 1,2}, o, {1,2,3,4}, {2,3,4}, {3,4}};

X, = {1}, {1,2}, @, {1,2,3,4}, {2,3,4}, (3,4}, {1,3,4}, {2}};

X -Xz, also auch X2=X3-X4- oo o

3
Damit 1ist <X>P({l,2,3,4}) = Xz.
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Ubuggpaufggben:

4, Sei B eine Boolesche Algebra und beB. Man zeige, da8 {0,b,b’',1}
eine Unteralgebra von B ist. Was ist <¢>B ?

5. Was ist die kleinste Mdchtigkeit eines Erzeugendensystems von T30 ?

6. Sei B eine Boolesche Algebra und beB. Zeige, daB

{bx| xeB} u {b'+x| xeB} eine Unteralgebra von B ist.

7. Man beweise, daB die Boolesche Algebra E®W) (vgl. 2.2b)) nicht end-
lich erzeugt ist. (Anspruchsvolle Aufgabe).

Das Bestreben, verschiedene (Boolesche) Algebren vergleichen zu wollen,

filhrt zum Begriff des Homomorphismus.

2.13 Definition: Eine Abbildung ¢: B - C heiBt Homomorphismus von
(®;+ -, ', 0, 1) nach (c; %, %, ¥ 8, V), falls fir alle x,y ¢ B
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) $0) =8, ¢(1) =Y

(1) ¢x") = GN?

(1ii) o(xty) = 6(x) ¥ ¢(y) und o(x-y) = ¢(x) ~ ¢(y).

Ist ¢ surjektiv (injektiv), so sagt man, ¢ sei ein Homomorphismus von

B auf (in) C; ein bijektive; Homomorphismus heiBt Isomorphismus.

Das folgende Lemma ist leicht zu beweisen, doch wichtié anzumerken.

2.14 Lemma: Seien B,C und D (Boolesche) Algebren und ¢: B » C,'
y: C + D Homomorphismen. Dann gilt:
(a) yeo¢ 1ist ein Homomorphismus von B nach D.

(b) 1st ¢ ein Isomorphismus, so auch ¢-‘: C + B.

Definitionsgemif sind Homomorphismen strukturerhaltende Abbildungen. Gibt
es einen Isomorphismus zwischen B und C, so sagen wir, B und C
seien isomorph und schreiben B ¥ C. Isomorphe Algebren sind beziiglich
ihrer Struktur identisch - sie unterscheiden sich nur in der "Natur"

ihrer Grundmengen.



2.15 Beispiele:
a) ¢: P({a,b,c}) > {0,1} sei definiert durch

1, rfalls ceS
$(8) :=
0, falls c¢sS.

Dann ist ¢ ein Homomorphismus von (P({a,b,c});u,n, ,8,{a,b,c})

auf die’zweielementige Boolesche Algebra ({0,1}; +, -, ', O, 1).
b) ¢: Tyo * {0,1} sei definiert durch
1, falls x teilbar durch 5
¢(x) :=
L O sonst.

¢ ist Homomorphismus von Ty auf {0,1}.

0
c) ¢ T30 +1P({2,3,5)}) sei definiert durch

¢(x) := {p| p ist Primteiler von x}.

¢ 1ist ein Isomorphismus.

2.16 Lemma: Sei ¢: B + C ein Homomorphismus von der Algebra B nach
der Algebra C. Dann gilt: ,

(a) ¢(B) := {¢(x)i xeB} ist eine Unteralgebra von C;

(b) Ist B Boolesch, so auch ¢(B).

Beweis: (a) Es ist die Abgeschlossenheit von ¢(B) zu zeigen. Seien

a,b ¢ ¢(B). Es existieren x,y ¢ B mit ¢(x) =a und ¢(y) =b. Da B
abgeschlossen ist, hat man x+y ¢ B und ¢(x+y) € ¢(B). Nun ist aber
p(x+y) = ¢(x) + ¢(y)*), und damit folgt ¢(x) + ¢(y) = a+b e ¢(B). Ent-
sprechend verlaufen die iibrigen Beweisschritte.

(b) Die Giiltigkeit der Axiome (B,)-(Bg) und (ﬁ})—(ﬁé) ist nachzuweisen.
Exemplarisch zeigen wir die Richtigkeit von (BS). Seien a,b,c e $(B).

Wir haben also x,y,z € B mit ¢(x) =a, ¢(y) =b und ¢(z) =c. Es
folgt dann a+bc = ¢(x) + ¢(¥)¢(2) = ¢(x) + ¢(yz) = ¢(x+yz) = ¢((x+y)(x+z))
= ¢(x+y)p(x+2) = (d(x) + ¢(¥))(¢(x) + ¢(z)) = (a+b)(a+c),

*)

Wir verzichten im folgenden darauf, fiir entsprechende Operationen in
verschiedenen Algebren auch verschiedene geichen zu benutzen - sonst.
hitten wir hier natiirlich ¢(x+y) = ¢(x) + ¢(y) (oder #hnliches)
schreiben miissen. ‘
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Sei nun ¢ ein Homomorphismus von B nach C. Wir definieren
ker ¢ := {(x,y)| x,y € B und ¢(x) = ¢(y)}.

ker ¢ heiBt der Kern von ¢.

Man erkennt leicht, daB ker ¢ eine Aquivalenzrelation auf B ist.

ker ¢ hat jedoch weitere interessante Eigenschaften. Dazu definieren

wir:

2.17 Definition: Eine Aquivalenzrelation 6 auf der Algebra
(B; +, -, ', 0, 1) heiSt Kongruenz(-relation), falls fiir alle
X)15Xys¥s¥, € B gilt:
(i) (xl,yl) € O zieht (x;,y;) € 6 nach sich.
(i1) Mit (xl,yl),(xz,yz) € © gilt auch

(%1 4%05¥14Y5) s (%)°%p55°Y,) € ©.
(Man sagt auch, © ''respektiere'" die Operationen +,* und '.)

2.18 Lemma: Sei ¢: B > C ein Homomorphismus. Dann ist ker ¢ eine

Kongruenz auf B.

Beweis: Mit (x,y) ¢ ker ¢ bzw. ¢(x) = ¢(y) gilt auch

(¢(x))' = (¢(y))', also ¢(x') = ¢(y') und (x',y') € ker ¢.

Seien (xl,yl), (xz,yz) € ker ¢. Man hat ¢(xl) = ¢(y,) und

¢(x;) = ¢(y,). Es folgt

¢(xl+x2) - ¢(xl) + ¢(x2) = ¢(y]) + ¢(y2) = ¢(yl+y2) und entsprechend
¢(xl'x2) - ¢(y]-yé), mithin (xl+x2, yl+y2) € ker ¢ und

(x,°x,, ¥'y,) € ker ¢,

Sei nun (B; +, *, ', 0, 1) eine Algebra und O eine Kongruenz auf B.
Wir schreiben auch xOy statt (x,y) € 0. Fiir xeB bezeichne [x]0
die Kongruenzklasse von ©, die x enthdlt, also [x]0 = {beB| x6b}.
Man beachte, daB [x]0 = [y]0 gleichbedeutend ist mit xOy.

Wir setzen B/6 := {[bl0] beB}.

2.19 Lemma: Ist O eine Kongruenz auf der Algebra (B; +, *, ', 0, 1),
so wird durch [x]0 + [ylo := [x+ylo, [x]0°[ylo := [x°y]l® und
([x]J0)' := [x']0 eine Algebra (B/0; +, °*, ', [0]e, [1]0) erklidrt.

(Diese nennt man eine Faktoralgebra von B.)

Beweig: Wir miissen zeigen, da8 +,:,' Operationen auf B/0 sind.

M.a.W. muB nachgewiesen werden, da8 die obigen Definitionen nicht von der



Auswahl der Repridsentanten in den Kongruenzklassen abhdngen. Wenn also
[x,16 = [ylja und [x,]0 = [y,]0 ist, so mu8 [x +x,]J0 = [y +y,]0
sein. Dies ist aber gerade die Aussage der Vertrdglichkeit von © mit

der Operation +. Entsprechendes gilt fiir . und ',

2,20 Satz: Seien (B; +, +, ', O, 1) und (C; +, -, ', O, 1) Alge-
bren, © eine Kongruenzrelation auf B. Dann gilt:

(a) Definiert man ¢e: B + B/® durch ¢e(x) := [x]O, so ist ¢e ein
surjektiver Homomorphismus mit ker ¢e = 0,

(b) Ist ¢: B > C ein surjektiver Homomorphismus, so folgt C ¥ B/ker $.

Beweis: (a) Man sieht leicht ein, da8 ¢6 surjektiv und ker,¢e = 0
ist. Weiter hat man aufgrund der Definition der Operationen in B/0
¢e(x') = [x']e.- ([x]0)' = (¢e(x))'; entsprechend folgt die Vertrﬁglich-
keit mit + wund - .

(b) Die Abbildung y: B/ker ¢ - C mit Y([b] ker ¢) := ¢(b) ist offen-
sichtlich wohldefiniert und bijektiv. Die Homomorphismusbedingung wird
exemplarisch fiir + nachgepriift: | '

v([al ker ¢ * [b] ker ¢) = y([a-b] ker ¢) = ¢(a.b) = ¢(a)-4(b) =

= y([al ker ¢) « Y([b] ker ¢). Somit ist ¢ ein Isomorphismus,

2,21 Folgerung: Ist B eine Boolesche Algebra und © eine Kongruenz

auf B, so ist auch B/O eine Boolesche Algebra.

Beweis: Nach 2.20 ist B/© '"homomorphes Bild" von B. Mit 2.16 folgt
die Behauptung,

Einige kurze Erléuterungen zum Begriff der direkten Potenz sollen diesen

Paragraphen abschlieBen.

Sei (B; +, *, ', O, 1) eine Algebra und M eine beliebige Menge. Auf

BM, der Menge aller Abbildungen von M nach B, definieren wir Opera-

M

' durch "komponentenweises Rechnen'": sind g,h ¢ B,

tionen +, . und
so setzt man (g+h)(m) := g(m) + h(m), (g-h)(m) := g(m)-h(m) und

g' (m) i- (g(m))' fiir meM. Die Elemente OM,IM € BM mit Ou(m) = 0
bzw. ln(m) := | (fiir alle meM) sind die konstanten Funktionen mit
Wert O bzw. 1. Man erhdlt so eine Algebra (BM; +, 5, ', OM, IM),

die eine (direkte) Potenz von B genannt wird.

Der Beweis der folgenden Aussagen sei dem Leser als Ubung empfohlen.
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2.22 Lemma: Sei B eine Algebra, M eine Menge. Dann gilt:
(a) Fiir jedes meM ist L BM + B mit ‘Wm(g) := g(m) ein surjektiver
Homomorphismus.

(b) Ist B Boolesch, so auch BH.

Die zweielementige Boolesche Algebra ({0,1}; +, -, ', 0, 1), die iso-
morph zu einer Unteralgebra jeder Booleschen Algebra ist, soll im folgen-
den stets mit 2 bezeichnet werden,

Wir wollen schlieBlich einen Satz zeigen, der an spidterer Stelie erheb-

lich verallgemeinert werden wird:

2.23 Satz: Fiir jede Menge X ist die Boolesche Algebra P(X) isomorph

zu einer Potenz von 2.
Beweis: Man ilberzeugt sich leicht, daB die Abbildung y: P(X) » 2x mit

1, falls meS

P(S)(m) := ’
0, falls m¢S

ein Isomorphismus ist,



Ubungsaufgaben:

8. Man beschreibe die Kongruenzrelationen ker ¢ 2zu den Homomorphismen

9.

10.

1.

’ ]2.

in 2.15.

Sei 1 die "triviale", d.h. die einelementige Boolesche Algebra.
Zeige, daB es fiir jede Boolesche Algebra B einen Homomorphismus

a:'B+1 gibt, und bestimme ker a.

Sei X eine unendliche Menge. Zeige, da8
0 := {(A,B)| A,B e P(X), (AuB) n (AuB) ist endlich}
eine Kongruenzrelation auf P(X) ist. Was ist [@¢le ?

Sei M eine unendliche Menge. Fiir Elemente f,g ¢ !M sagt man, f
sei "fast Uberall gleich" g, falls die Menge {meM| f(m) % g(m)}
endlich ist. Man zeige, daB

GF :-/{(f,g)| f ist fast iiberall gleich g} eine Kongruenzrelation

auf 20 ist.

Sei X eine Menge und ¢: PP(X) ~ 2 ein Homomorphismus. Seien
A,B e P(X) mit AcB. Zeige, da8 ¢(B) = 0 auch ¢(A) = O nach

sich zieht.



§ 3. BOOLESCHE TERME

In den nichsten Paragraphen wollen wir die Theorie der Booleschen Alge-
bren in der Schaltalgebra zur Anwendung bringen. Wir haben gesehen, daf
einem Schaltkreis in eindeutiger Weise ein algebraischer Ausdruck zuge-
ordnet ist und daB von diesem eine Schaltfunktion induziert wird. Wichtig
fiir die Anwendungen ist das Problem, zu einer gegebenen Funktion
£: 2® > 2 eine Schaltung zu finden, die diese Funktion realisiert.
Als einfaches Beispiel mbge das folgende Problem dienen:
"In einem Zimmer soll eine Lampe von drei verschiedenen Schaltern
unabhdngig ein- oder ausgeschaltet werden kdnnen. Man konstruiere

einen Schaltkreis."

Wird noch willkiirlich fortgesetzt, daB die Lampe nicht aufleuchten soll,
falls alle Schalter offen sind, so erhdlt man die in der folgenden Ta-

belle beschriebene Schaltfunktion:

X y z f(x,y,2)
0 0 0 0
0 0 i 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

‘Unser Problem wiirde also lauten: "Ist es mSglich, diese Funktion durch
einen Schaltkreis zu realisieren? Wenn ja, wie findet man einen solchen?"
Dieser und der folgende Paragraph werden uns in die Lage versetzen, sol-

che und #hnliche Probleme auf einfache Weise zu l8sen.

Sei X = {xl,xz,x3,...} eine Menge von Variablen und
0, 1, +, *, ', (, ) Symbole, die nicht in X liegen. Unter einem Boole-
schen Term wollen wir einen Ausdruck verstehen, der sich aus den Variab-

len und den obigen Symbolen "sinnvoll'" bilden 148t.

3.1 Definition von Booleschen Termen

a) Jede Variable X ist ein Boolescher Term, ebenso O und 1.

b) Sind p und q Boolesche Terme, so sind auch (p+q), (p:q) und p'
Boolesche Terme.

c) Boolesche Terme sind genau die Zeichenreihen (Ausdriicke), die sich

mit a) und b) in endlich vielen Schritten konstruieren lassen.
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‘Die Menge aller Booleschen Terme (liber der Variablenmenge X) wollen wir
mit B(X) bezeichnen.

Beispiele fiir Boolesche Terme sipd ((x1+x3)"x;)’, xg',

((xl-xl) + (xz-(x3+x7))). Man beachte, daB Boolesche Terme nur dann
gleich sind, falls sie dieselbe Zeichenreihe darstellen - z.B. gilt
(xl'xl) + X, o' %1, x? $ X, (0+1) ¥ 1; dies ist analog der Situa-
tion bei Schaltkreisen (vgl. 3.1 mit 1.11!).

 Aufgrund von 3.1 hat man nun sofort:

3.2 Bemerkung: (B(X); +, +, ', 0, 1) ist eine Algebra, jedoch keine
Boolesche Algebra.

Sei nun p ein Boolescher Term. Wir geheﬁ von einem intuitiven Verst#nd-
nis davon aus, daB eine Variable X in p "vorkommt".*)
Aus 3.1 ergibt sich, daB in jedem Booleschen Term nur endlich viele Va-
riablen vorkommen k¥nnen. Es wird filir das weitere nichts ausmachen, da8
“wir X stets als endliche Menge {xl,...,xn} voraussetzen. Ein

p € B(X) werden wir gelegentlich auch als p(xl,...,xn) aufschreiben.

Ist B eine (Boolesche) Algebra, so induziert jedes p € B(X) auf kano-
nische Weise eine Abbildung pB: B" > B. Ist ndmlich (bl""’bn) € Bn,
so erhilt man pB(b],...,bn), indem man jedes in p vorkommende X,
durch das Element bi € B ersetzt und den so erhaltenen Ausdruck in der
Algebra B auswertet. Die Abbildung pB nennt man die zu p gehdrende
Boolesche Funktion (auf B).

Formal miiBte man pB entsprechend zu Definition 3.1 induktiv definieren:
B N B [ [ o . 13

a) xi(bl’°"’bn) = bi (xi ist also die i-te Projektion),

0%(b,,.eub ) 1= 0, 1% ,.u,b ) 1= 1L

(2]

b) Ist p = P *Py (bzw. p = PPy bzw. p = p;) und sind p? und

pg bereits definiert, so setzt man

B ' B . B
(P1+p2) (bl”"’bn) o= pl(b]""’bn) + pz(bl'...’bn)’

B B B .
(pl-pz) (bl""’bn) 1= pl(bl”"’bn) . pZ(bl""’bn) sowie

(PP ,.esb ) 1= ()b ,.un,b ).

*)

Man kénnte etwa definieren: X, kommt in p vor, falls



Man liest nun sofort ab:

3.3 Folgerung: Die Zuordnung p -+ pB definiert einen Homomorphismus
n
von B(X) nach BB .

n

~ n
Anmerkung: BB ist die Potenzalgebra von B mit M = B". BB
Anmerkung: 8 ,

ist als

Menge die Menge aller n-stelligen Operationen auf B.

Die Elemente von B(X) korrespondieren (in eindeutiger Weise) zu den

Schaltkreisen.

Setzt man in 3.3 fiir B die zweielementige Boolesche Algebra 2, so ist

n
!z gerade die Menge aller Abbildungen von " in 2. Gibt es filir eine
n .

solche Abbildung f ¢ 22 einen Term p mit p2 = f, 8o kdnnen wir f
durch den p entsprechenden Serien-Parallel-Schaltkreis "realisieren".

Im folgenden Abschnitt werden wir n
- zeigen, da8 es zu jeder Abbildung £ € 22 ein p € B(X) gibt mit
pz = £, daB m.a.W. die Zuordnung p > pz surjektiv ist;

- eine Methode angeben, wie man ein solches p findet.
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§ 4. DISJUNKTIVE NORMALFORMEN

In 3.3 haben wir gesehen, daB die Abbildung -B, die jedem Booleschen

Term p die Boolesche Funktion pB‘ zuordnet, ein Homomorphismus von
n
B(X) nach BB ist. Wichtig fiir den Spezialfall B = 2 ist nun:

n
4.1 Satz: R ist ein surjektiver Homomorphismus von B(X) auf lz .

Vor dem Beweis von 4.1 soll eine weitere Bezeichnung eingefiihrt werden:
n
ist f ¢ 22 » 80 nennen wir die Menge
T(f) := {(a],...,an)l o, € 1, f(al,...,an) =1}

den Tr&ggr von f.

Ferner werden wir die Schreibweise a® (a Element einer Algebra,

a € {0,1}) verwenden; dabei soll a® := a' und al = a sein.

Beweis von 4.1: Wir betrachten zunichst zu einer beliebigen O-1-Folge

: 2% > 2, die folgendermaBen

N . .
(al’°"’an) € 2 die Funktion X(al""’“n).

definiert ist:

1, falls a,=a;, a,=a a_=aq

2 y A e

X (a,5...,a ) := ,
(al""’an) ! o 0, sonst.

Wir behaupten, daB es zu dieser Funktion ein Urbild in B(X) gibt, niém-
a
lich den Booleschen Term x, =+« ... * xnl; m.a.W, ist die Behauptung:
a
X = (x b, eee *° X
(Gl,...,an) , ]
Dies kann man sich folgendermaBen klarmachen: Zund#chst ist flir o,B8 € 2
offenbar g% = 1 gleichbedeutend mit a=8; dies bedeutet aber, dasB
a a ] a
1

(xl, * ees * xnn)2 (8],...,Bn) = Bl * eee * Bnn nur im Falle

(Bl""’Bn) = (“I""’an) den Wert | annimmt.

Nun sei f: 2" » 2 beliebig. Wir behaupten, daB

£ = 2

X
(ay5eees0 ) € T(E) (a)500050)

gilt, wobei das I-Zeichen seine offensichtliche Bedeutung hat. Fiir ein

beliebiges (Bl""’Bn) e 2™ ist namlich genau dann
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T o,

(ByseoesB)) =1,
(al"'-,an.) €T(f) n) 1 n

l’o.n’a

wenn mindestens etn Summand den Wert 1 hat, also (Bl,...,Bn) € T(f)
- bzv. f(s:,.ct'sn) - l silto
Damit ist gezeigt, daB f von dem Booleschen Term

EE * *n . ~
X, * ... "X induziert wird,
(a a)eT(E) | "
1’...’ n

Wir wollen die sich aus dem Beweis von 4.1 ergebende stiérkere Aussage

noch einmal herausstellen:

4.2 Folgerung: Fiir eine beliebige Abbildung f: " > 2 gile

%1 ~ %2
f=( Z: x xn)

l LN N 2

(Gl,...,an) ET(f)
Jede solche Abbildung ist also eine Boolesche Fuunktion.
Gehen wir nun einmal zu dem am Anfang des vorigen Paragraphen geschilder- \

ten Problem der Lampe zurlick, die von drei Schaltern aus unabhiingig ge-
schaltet werden sollte. Es ergab sich die folgende Funktionstabelle:

by
»

~N

X4 f(xl,xz,x3)

- O O -0
—_-Q O =0 ==—=O

Es ist also T(f) = {(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (1,1,1)}.
Mit Folgerung 4.2 hat man

- [ - 1 ' vt 2
f (xl Xy Xq + X X, X3 + X, X, X3 + X, x, x3) .

Damit kann man f durch einen Serien-Parallel-Schaltkreis darstellen:

%t

— {7 — % —{ X}

1% | 1 X } 1 %1
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Dieser kann natiirlich noch vereinfacht werden, etwa durch Anwendung der

Distributivgesetze.

Anmerkung: Die Verwendung des Summenzeichens in Booleschen Termen (in
4.1 und 4.2) ist eigentlich nicht gerechtfertigt, da in B(X) Assozia-
tiv- und Kommutativititsgesetze nicht gelten. Wir kinnen dies jedoch da-
mit verteidigen, daB alle "richtigen'" Booleschen Terme, die durch Umord-
nen und Umklammern entstehen kdnnen, dquivalent sind in dem Sinne, daB
sie stets gleiche Boolesche Funktionen induzieren. Dieser Aquivalenzbe-

griff wird unser n#chstes Thema sein.

Ubungsaufgaben:

13. Man realisiere die Schaltfunktionen, die durch die folgende Tabelle

gegeben sind, durch einen Schaltkreis:

X, x, X4 f(xl,xz,xg) g(xl,xz,x3)
0 0o 0 0 0
0 o 1 1 1
0 1 o 1 0
0 1 1 o o
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 ]
1 1 1 0 1

14. Fir ein Gremium von drei Personen soll eine Abstimmungsschaltung
entworfen werden. Ein Limpchen soll brennen, wenn die Mehrheit '"da-
fir ist", d.h. wenn mindestens zwei Personen ihre Schalter schlieBSen.
Schreibe die Schaltfunktion in einer Tabelle auf und entwirf eine

Schaltung.

15. In einem zweitlirigen Wagen soll die Innenbeleuchtung brennen, falls
eine der Tlren offen ist oder ein Schalter im Innenraum betidtigt

wird. Man entwerfe eine Schaltung.
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4.3 Definition: Eine Gleichung ist ein Paar (p;q) € B(X)z- Eine Glei-

chung (p,q) gilt in einer (Booleschen) Algebra B, falls pB = qB
ist, also die Terme p und q dieselbe Boolesche Funktion auf B in-

duzieren. Wir schreiben p = q, falls die Gleichung (p,q) in B gilt,

B
und p = q, falls (p,q) in allen Booleschen Algebren gilt; im Falle

p=q sagt man, p und q seien dquivalent.

4.4 Beispiel: Wir wollen uns klarmachen, da8 die Gleichung
((xl°(x2+x3)), ((x]-xz) + (xl'x3))) in allen Booleschen Algebren gilt,
also xl-(x2+x3) = (xl-xz) + (xl'x3). Es ist fiir eine beliebige Boole-
sche Algebra B (x]-(x2+x3))B - ((xl'xz) + (xl°x3))B -zu zeigen. Nun
folgt aber fir b, ,by,b, € B: (x]°éx2+x3))3(bl,b2,b3) = b, (by*b,) =

= blb2 + blb3 = ((xl‘xz) + (xl-X3)) (bl’bZ’b3)’ womit—?llei bewiesen
ist. Entsprechend kann man die Gesetze (Bl)-(BB) und (B])-(Bs) als Glei-

chungen schreiben, die in allen Booleschen Algebren gelten.

4.5 Lemma: Fiir jede Boolesche Algebra B ist eine Kongruenzrela-

tion auf B(X). = 1ist ebenfalls eine Kongruenzrelation auf B(X).

Beweis: p § q ist gleichbedeutend mit pB = qB, also ist g der Kern

Bn

des Homomorphismus -B: B(X) > B . Da der Durchschnitt aller

| B
ist, ist alles gezeigt, denn der Schnitt von Kongruenzrelatiomen ist,

wie man leicht nachrechnet, stets wieder eine Kongruenz,

Die Aussage von 4.5 kann man so interpretieren, daB man mit Gleichungen
operieren kann, wie man es intuitiv von dem Konzept "Gleichung" auch er-
wartet: beispielsweise darf man auf beiden Seiten einer Gleichung "Glei-

ches" addieren und erhdlt wieder eine Gleichung, usw.

Betrachten wir uns einmal den Term (x] + ((x2+x3)'-x4))'. Mit Hilfe der
De Morganschen Regeln und der Distributivgesetze leitet man ab:

', - ) S I 1y = ot ' 1ot
(Xl+((X2+X3) 34)) = (x1+x2x3x4) = Xy (x2+x3+x4) = XX, * XXy ¥ XX, .

Zhnlich kann man mit jedem Term verfahren. Wendet man zunichst die De
Morganschen Regeln und danach die Distributivgesetze an, so kann man ei-

nen #quivalenten Term finden, der eine Summe von Produkttermen ist. Da-
a Qa

bei ist ein Produktterm ein Term der Form xl] .. * xnn. (Wir ver-

zichten hier wieder auf eine Klammerung, da die Aussage fiir jede Klamme-

rung gilt.) Man schafft also die Komplemente mit Hilfe der De Morganschen
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. Gesetze "nach innen" und multipliziert dann mit dem Distributivgesetz (ig)

In den Produkttermen unseres Beispiels fehlen noch einige Faktoren; z.B.
a ]

ist xlxz nicht von der Form xl1 * ees ” xaa, die Variablen X4 und
x, kommen in <x;x2 nicht vor; dem kann durch "Aufblasen" abgeholfen
werden:

t

XX ERx (xgtx) (R4x)) = XXyXGK, F X[XpXgX, 4 X[THXIX, 4 X [XHXIXL
’Entsprechend verfihrt man mit dgn Termen xl'x3_ und xi'xz. Summation
ergibt dann einen Term, der eine Summe von Produkttermen ist und #quiva-

- lent ist zu dem Ausgangsterm p. Den so,erhaiténén Term, in dem aufgrund
der Kommutativ- und Idempotenzgesetze o0.B.d.A. jeder Produktterm hSchstens
einmal als Summand auftaucht, nennen wir die disjunktive Normalform von p,

kurz auch DNF.

4.6 Beisgiel: (xl + (xz-x3))' soll in disjunktiver Normalform geschrie-

ben werden:

1]

(x; + (x,:%3))"

x; . (x2°x3)' = de Morgansche Regeln

", ] [
x (x2+x3)

1]

-

-\, N
‘} Distributivgesetz

[[}]
]

xlxz + xlx3

1]

tyt ] Yo ? (o Yy =
xlxz(x3+x3) + xlx3(x2+x2) -

' } "Aufblasen" )
o wla! oo ' T I (und Kommutativgesetz)
2 XXXy + X XXy + X X X, + xl*2x3 = ) )
= wly? [0 | ' 1 [ Idempotenz
T XXpXg + X XpX3 + X X X3 f

Dem folgenden Satz kommt in der Theorie der Booleschen Algebren zentrale

Bedeutung zu:

4.7 Satz (NORMALFORMENTHEOREM):
Zu jedem Booleschen Term p glbt es genau einen dquivalenten Term in

disjunktiver Normalform.

Beweis: DaB es iiberhaupt einen zu p dquivalenten Term in disjunktiver
Normalform gibt, haben wir an Beispielen demonstriert; wir haben auch ei-
ne Methode angegeben, wie man einen solchen findet. Den leichten Induk-

tionsbeweis, daB8 diese Methode stets zum Ziel fiihrt, wollen wir auslassen.
n
Nun gibt es genau 22 viele Terme (bei n Variablen) in disjunktiver

3 Gumm/Poguntke, Boolesche Algebra A
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Normalform. Andererseits 1d8t sich nach 4.2 jede Funktion f: " + 2 als
Boolesche Funktion eines Terms in disjunktiver Normalform auffassen, wes-
halb zwei verschiedene Terme in disjunktiver Normalform nicht &quivalent
sein konnen. Somit kann ein beliebiger Boolescher Term p auch nur zu

einem Term in disjunktiver Normalform dquivalent sein,

Jeder Boolesche Term ist also #quivalent zu einer Summe von Produkttermen
a S a
xl] P ees xnn, wobei a, € {0,1} ist. Welche Produktterme treten nun

aber in der Summe auf? Die Antwort gibt uns 4.2; sie lautet:

4.8 Folgerung: Fiir jeden Booleschen Term p(xl,...,xn) gilt

a a
p(x x ) = :2:::: x .. - x "
I’.'.’ n -~ LN 2 n L

(ayseemra) eT®D

(Wir erinnern daran, daf T(pz) = {(al,...,an) € !nl p!(al,...,an) = 1}

der Triger von p! ist.)

Ist ein Boolescher Term p gegeben, so sagen uns 4.2 bzw. 4.8, daB man

zum Aufstellen der disjunktiven Normalform von p nur den Tréger von

p! zu ermitteln braucht. (Nebenbei sei bemerkt, daB 4.2 auch im Beweis

von 4.7 - Existenz eines Hquivalenten Terms in disjunktiver Normalform -

hédtte benutzt werden kdnnen.)

4.9 Beispiel: Wir suchen die disjunktive Normalform von
p(xl,xz,x3) t= (xlc(x2+x3))'. Zur Ermittlung des Tri#gers stellen wir ei-
ne Tabelle auf:

5

X X X pz(x X, 9Xa)
1 2 3 1272°73

0 0 0 1

(0] o 1 1

(] 1 o 1

o 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 ]

1 1 1 0

Also ist T(pl) = {(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0)} und

= xixgx) + xjxpny + xjeg + xjxyxg *xxp o
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Einige weitere Folgerungen aus dem Normalformentheorem und 4.8 sollen den

AbschluB dieses Paragraphen bilden.

4.10 Folgerung: Sind p(xl,...,xn) und q(xl,...,xn) Boolesche Terme,
so sind p und q genau dann Hquivalent, wenn sie denselben Triger be-

sitzen.

4.11 Folgerung: Gilt die Gleichung (p,q) in der Booleschen Algebra

2, so gilt sie in allen Booleschen Algebren. (p = q ist gleichbedeu-

2
tend mit p = q.)

Die Aussage von 4.11 ist auBergewdhnlich in dem Sinne, daB es bei den
meisten algebraischen Strukturen eines bestimmten Typs (etwa bei Gruppen)
nicht der Fall ist, daB man die allgemeine Glltigkeit von Gleichungen fiir
diese Strukturen an einer endlichen Struktur "abtesten" kann. Man hat

~ hier noch als Konsequenz, da8 es einen Algorithmus gibt, der zu je zwei
vorgelegten Booleschen Termen p und q (in endlich vielen Schritten)
entscheiden kann, ob p = q gilt oder nicht; man sagt, das "Wortproblem

fiir Boolesche Algebren" sei "entscheidbar".

Der Vollstdndigkeit halber muB noch erwdhnt werden, daB es dual zur dis-
junktiven Normalform natiirlich die konjunktive Normalform gibt. Ohne da-

mit arbeiten zu wollen, halten wir nur fest:

4.12 "Folgerung: Fir einen beliebigen Booleschen Term p(xl,...,xn)
gilt
a; a'
n
i +...+xn).

p(x|9---sxn) = (x

(aysenra) 6 T(T)

Beweis: Man schreibe p' in disjunktiver Normalform und komplementiere

beide Seiﬁen.
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§ 5. SCHALTALGEBRA II

Die Elemente von B(X) (mit X = {x],...,xn}) korrespondieren, wie wir
gesehen haben, zu den Serien-Parallel-Schaltkreisen, die aus einem festen
Vorrat VOn n. Sdhaltelementen aufgebaut sind.

Durch Kombination der Aussagen vbn 4.1, 2.20(b) und 4.11 kdnnen wir unse-
re Erkenntnisse iiber Schaltkreise und Schaltfunktionen wie folgt zusammen=

J
fassen:

zn

5.0 Satz: Die Abbildung o: B(X)/= +» 2" mit o([plz) := pz ist ein

Isomorphismus.

Als eine weitere Konsequenz daraus soll festgehaiten werden, -daB die Men-
‘ ) B .

ge der Projektionen {ﬂl,.;.,wn}. (wi = x." € 2° ) die Algebra 2

erzeugt. (Dies ist natiirlich nur eine Umformulierung unserer alten Er-

kenntnis, daB jede Boolesche Funktion y R 1 Séhaltfunktion ist.)

Es muB noch darauf hingewiesen werden, daB in der Literatur zur Boole-

schen Algebra héufig nicht genau zwischen den Strukturen B(X), BX)/=
n
und 1z differenziert wird. Dies fiihrt nicht zu schwerwiegenden Fehlern,

jedoch kann die Klarheit der Zusammenhinge verlorengehen.

Wir wenden uns jetzt dem Problem zu, zu einer gegebenen Schaltfunktion
£: 2™ + 2 einen méglichst einfacken Booleschen Term p (bzw. Schalt-
kreis) mit p2 = f zu finden. Es leuchtet ein, daB dies bei der techni-
schen Realisierung von Schaltkreisen aus Kostengriinden eine Rolle spielt.

Sehen wir uns ein Beispiel an.

f: !3 + 2 sei durch folgende Tabelle gegeben:

x, X, X4 f(xl,xz,x3)
o 0 0 0

o 0 1 1

0] 1 o] 1

0 1 1 0

1 0 0 |

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

Die disjunktive Normalform von f lautet

oty 4 <! ' 1! v '
x1x2x3 + x1x2x3 + xlxzx3 + x‘x2x3 + x]x2x3 + x‘x2#3.
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Wir erhalten also einen Term mit |T(£)| vielen Summanden und ben&tigen
‘somit zur Realisierung von f 3-|T(f)| = 18 Schaltelemente. Die kon-
~ junktive Normélﬁorm von f istv (xl+x2+x3)(xl+xé+xé) und fiihrt zu einer
Realisierung von f mit nur sechs Schaltelementen. Wir rechnen mit der

konjunktiven Normalform weitér und erhalten

i ] [ ]
(x +xy¥%4) (x)+x54X3) = x) + (X)+%4) (x)+x3)

v 1 | ]
x] + x2x2 + x2x3 + x3x2 + x3x3

] v
Xl + x2x3 + sz3.

Die dem letzten Term entsprechende Schaltung ist sicher von den bisher
angebotenen die einfachste. Dieser Term ist eine Summe von Produkten von
| (eventuell komplementierten) Variablen; diese Produkte sind jedoch nicht
(notwendig) Produktterme der Art, wie sie in einer disjunktiven Normal-
form auftreten - z.B. kommen ja die Variablen x, und Xy in dem ersten

Produkt (ndmlich xl) nicht vor.

Es soll nun die Relation "einfacher als" zwischen Termen genauer gefaSt
werden. Da wir bereits wissen, daB8 wir zu jedem Term eine Summe von Pro-
dukten finden kdnnen, die zu diesem #quivalent ist (z.B. die disjunktive
Normalform), kdnnen wir uns dabei auf Summen von Produkten (Abkiirzung:
SvP) beschrinken.

5.1 Definition: Sei p ein SvP-Term. Wir setzen

s(p) := Anzahl der Summanden von p;

v(p) := Anzahl der in p vorkommenden Variablen, wobei mehrfach vorkom-
| mende Variablen entsprechend mehrfach gezihlt werden.

5.2 Beispiel: Fiir p = xlxéx3 + X X, hat man s(p) = 2 und v(p) = 5.

5.3 Definition: Seien p und q SvP-Terme. p heift einfacher als gq,
falls s(p) < s(q) und v(p) < v(q) '
oder s(p) < s(q) und v(p) < v(q) ist.

. 3 . ' L * ' '
5.4 Beispiel: X X Xy + xlx3 ist einfacher als xlx3 + xzxaxaxs, xlxz

ist einfacher als X +X,3 dagegen sind xlxé + x3x4‘ und X +x,+X, be-

zliglich der Einfachheit nicht vergleichbar.

Uns interessiert die Relation "einfacher als" nur zwischen #quivalenten

Termen. Der sich ergebende Optimalit#tsbegriff ist in der folgenden Defi-
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nition beschrieben:

5.5 Definition: Ein SvP-Term p heiBt minimal, wenn es keineh zu p

dquivalenten SvP-Term q gibt, der einfacher ist als p.

Unser Problem besteht also darin, zu einem gegebenen SvP-Term p einen
ﬂquxvalenten minimalen SvP-Term q 2zu finden.

Nun ist es zwar keine Beschrinkung der Allgemeinheit anzunehmen, da8 p
ein SVP-Term ist - sehr wohl jedoch ist dies die Annahme, daB der gesuch-
te (mBglichst einfache) Term wieder ein solcher zu sein habe. Zur L8sung
des allgemeinen Problems (6hne diese Annahme) sind keine guten Verfahren
bekannt. Weiter sollte.angemerkt werden, daB8 auch in Definition 5.3 ("ein-
facher als") noch eine gewisse Willkiir steckt; die gewidhlte Definition
hat den Vorzug, einigermaBen plausibel und auBerdem im weiteren gut "ver-

arbeitbar" zu sein.

Das ndchste Ziel ist es, Eigenschaften der Summanden in einem minimalen
SvP-Term herauszuarbeiten. Diese Eigenschaften werden spiter zu Methoden

flihren, diese Summanden zu finden.

5.6 Definition: Seien p und q Terme. Man sagt, p impliziere q

(in Zeichen: p 5 q), falls T(p ) € T(q ) gilt.

Ohne Beweis merken wir an, daB p & q auch mit p-q = p gleichbedeutend

ist. Ferner besagen p o q und q & p zusammen gerade p = q.
®

5.7 Beispiele: Es gilt X, 5 X+ X, XX, S X, xlx2x3 S X X3.

5.8 Definition: Seien PP € B(X) und p, ein Produkt. p_ heiBt

ein Primimplikant von p, wenn p_ & p ist, jedoch fiir alle anderen in
o

P, enthaltenen'Produkte E; (die m.a.W. durch Weglassen von Buchstaben

in p, entstehen) gilt -1;0 4 p.

[ o . . . ' om . 3
5.9 Beispiel: Sei p XXy + X X5Xq + xlx2 3° P, ™ X X5 ist ein
Primimplikant' T(p ) = {(al,az,a3)| a, = ag = 1}, und flir a, =ay = 1
- . ] = ' =
hat man P (;l,az,a ) lra, + le az 1+ 0 az 1 = ay+a, 1, also gilt
T(p ) c T(p”) bzw. p, SP. P, hat nur zwei echte Teilprodukte, ndm-
lich X, und Xg. Wegen (1,0,0) € T(x‘z)‘\T(pz) und

(0,1,1) € T(x3!) \T(p!) ist sowohl X, & p als auch Xq ¢ p. Damit ist



- 37 =
P, als Primimplikant von p nachgewiesen.

Der nun folgende Satz zeigt die Bedeutung der Primimplikanten fiir das

Ji7'Anffinden minimaler SvP-Terme (zur Vorbereitung l8se man Aufg. 18 und 19):

5.10 Satz: Sei p ein minimaler SvP-Term. Dann ist p eine Summe von

Primimplikanten von p.

" Beweis: Sei p = Pyt Pyt cee + Py wobei jedes P; ein Produkt sei.
Wir nehmen o.B.d.A. an, P, sei kein Primimplikant. Dann gibt es ein in
p; enthaltenes (einfacheres) P, mit P, S p. Wir erhalten

3} * Pyt e FP SP Pyt ...t P, = P- Aus der trivialerweise giilti-
gen Beziehung P, 5P, folgt umgekehrt

P=P *+Py*+ ... +p ap + Py * «er *+ P und damit

P

Term gefunden, was der Minimalitdt von p widerspricht,

1]

Py + Pyt ...+ Py - Somit ist ein einfacherer zu p #quivalenter

Der vorstehende Satz gibt eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen ei-
nes minimalen SvP-Terms an. DaB die Bedingung noch nicht hinreichend ist,
zeigt das folgende Beispiel:

5.11 Beispiel: Sei p := XXy + X X5 + xzxé. Alle Summanden sind Prim-

implikantén von p, jedoch ist p nicht minimal: p = XX, + xzxé.
Jeder SvP-Term p ist dquivalent zur Summe aller seiner Primimplikanten.
Dies folgt aus 5.10 und der Tatsache, daB p zu einem minimalen SvP-Term
dquivalent ist.

Unsere Strategie fiir das Auffinden eines minimalen SvP-Terms, der zu p
dquivalent ist, wird darin bestehen,

erstens p als Summe aller Primimplikanten von p darzustellen und
2weitens in dieser Darstellung "iiberfliissige" Primimplikanten zu strei-

chen. Die Verschmelzungsmethode geht diesen Weg.

Es erscheint natiirlich umst#indlich, zundchst glle Primimplikanten zu be-
stimmen, und dann wieder einen Teil von ihnen zu streichen. Ein allgemei-

nes Verfahren, das diesen Weg abkiirzt, ist bisher nicht bekannt.
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Ubungsaufgaben:

16. Man stelle den Term (x]+x2x3)(x;x2+xa)' in disjunktiver und in

konjunktiver Normalform dar.

17. Zeige, daR die Gleichung (xy' + x'y + yz' + y'z, xy' + x'z + yz')
¢

in jeder Booleschen Algebra gilt.

18, Zeige: Fiir Boolesche Terme p und q ist p & q gleichbedeutend
mit p+q = q.

19. Man weise fiir beliebige Boolesche Terme p,q,r nach:
a) Aus p o q folgt p s qg+r
b) Aus psq und por folgt p o q-r
c) Aus poq und r oq folgt p+r o5q.

20. Zeige: Die Relation "g' auf B(X) ist reflexiv und tramsitiv.

21. Man beweise: Ist p = P+ Pyt et Py ein SvP-Term und Py ein
Teilterm von' Pys» 8O folgt p = Py + <o * Py

Die Verschmel zungsmethode

Seien p,q € B(X) Produkte (von Variablen und komplementierten Variab-
len). Da wir uns in diesem Zusammenhang fiir Terme nur "bis auf Aquiva-
lenz" interessieren, wollen wir voraussetzen, daB p (und q) keine
Variablen mehrfach enthalten. AuBerdem denken wir uns die Faktoren von p

und von q in ihrer natiirlichen Reihenfolge aufgeschrieben.

Gibt es genau eine Variable X, die in p als Faktor vorkommt und deren
Komplement xi in q als Faktor vorkommt (oder umgekehrt), so bezeichnen
wir den Term ;-3, wobeil 3 durch Weglassen von x; (bzw. xi) und Z

durch Weglassen von xi (bzw. xi) aus p und q hervorgehen, als die

Verschmelzung von p und q. (Die Verschmelzung von X und xi sei 1),

3 L3 . L3 ' 3
5.12 Beispiel: Die Verschmelzung von X XgXq und X X3, 1s§ X X X, .

. 1.1 [] > ] 1
Die Verschmelzung von X X XqXg und X X XX, ist X XX, X, X X X4

und x;xzx3 haben keine Verschmelzung. (Man beachte, daB8 auch p-q auf

eine Form gebracht wird, in der jede Variable héchstens einmal vorkommt.)
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5.13 Lemma: Seien p und q Produktterme und sei r die Verschmel-

~zung von p und q. Dann gilt: p+q = p + q + r.

Beweis: p+q o p+q+tr ist klar (siehe auch Ubungsaufgabe 18). Wir miissen
im Hinblick auf Korollar 5.7 noch zeigen: p+q+r G p+q.

»Sei x; die Variable, die in p wunkomplementiert und in q komplemen-
tiert vorkommt. Seien 3 und 8 wie in der Definition der Verschmelzung
durch Weglassen von xi‘ bzw. xiv gebildet. Man hat also r = 3-3. Sei
(“l""’“ ) € T((p+q+r) ) Wir diirfen sogar annehmen
(al,...,a ) € T(r ), da andernfalls (a],...,an) schon aus T((p+q)z)
ist. Ist also (a sesesl ) € T(r ) = T((p q) ) = T(?’) n T(Hz) und
o.B.d.A. a, = 1, so gilt:

(500050 ) € T(p ) n T(x ) = T(p ) T((p+q) )

Um alle Primimplikanten einer SvP zu finden, betrachten wir folgende

zwei Operationen:

I. Eliminiere jeden Summanden, der einen anderen Summanden (der vorge-
legten SvP) als Teilterm enthdlt.

II. Addiere die Verschmelzung zweier Summanden, falls diese noch nicht

als Summand vorkommt und auch keinen Summanden als Teilterm enthilt.

5.14 Satz: Wendet man auf eine SvP die Operationen I und II wieder-
holt in beliebiger Reihenfolge an, so gelangt man nach endlich vielen
Schritten zu einer #quivalenten SvP, auf die keine dieser Operationen

mehr anwendbar ist. Diese ist dann die Summe aller Primimplikanten.

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, wollen wir die Methode an ei-

nem Beispiel demonstrieren.

5.15 Beispiel: Gegeben sei die SvP

P = X XpX) 4+ X XpKaX, + X X) ¥ XXXy + X X)XaX,.
Man erhilt
p = x]xzxé + xlxé + x;xzxé + x;xéxéxa (Operation I)
= xlxzx3 + xlxé + xlxé + x;xzxé + x;xéxéx4 (Operation II)
z xlxz + xlxé + x;xzxs + x;xéxéxa (Operation I)
= xlx2 + x1x3 + x;xzxé + xzxs + x;xéx§x4 (Operation II)



= xlxé + x]xé + xzxé + x;xéxéx4 (Operation I)
= xlxé + x]xé + xzxé + xixéxéx4 + x;xéx4 (Operation II)
= xlxé + xlxé + xzxé + x;x:'ix4 (Operation I)
z x]xé + xlxé + xzxé + x;xéx4 + xéx4 (Operation II)
z xlxé + xlx5 + xzxé + xéxa.

<

Auf die letzte SvP ist keine der Operationen I und II mehr anwendbar.

Sie ist also die Summe aller Primimplikanten von p.

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 5.14:

Zundchst iiberzeugen wir uns davon, daB die Operationeﬁ I und II eine SvP
in eine dazu #dquivalente SvP {iberfiihren. 'Fl'.ir die Operation I folgt dies
aus dem Absorptionsgesetz (4), fiir die Operation II aus Lemma 5.13,

Dann iliberlegen wir uns, da8 wir hach endlich vielen Schritten auf eine
SvP kommen, auf die die Operationen I und II nicht mehr anwendbar sind,
daB der ProzeB8 also stoppt. Da es (fiir eine vorgegebene Anzahl von ver-
schiedenen Variablen) nur endlich viele SvP gibt, miissen wir nur zei-
gen, daB wir uns nicht "im Kreis drehen" kdnnen.

Sobald wir ndmlich einen Produktterm q mit Hilfe von I gestrichen haben,
kann dieser mittels II nicht mehr erzeugt werden: in allen folgenden
Schritten wird immer ein Summand q existieren, der in gq als Teilterm
enthalten ist. Gibt es also einen "Kreis", so muB dieser allein durch An-
wendung von II entstehen. II erhdht aber nur die Anzahl der Summanden,
und folglich ist ein solcher "Kreis" unmdglich.

SchlieBlich zeigen wir, daB wir zum SchluB, wenn also weder I noch II an-
wendbar ist, eine SvP vorliegen haben, die die Summe aller Primimplikan-
ten ﬁnseres Ausgangsterms p ist. Nehmen wir an, P, sei ein Primimpli-
kant unserer SvP p, auf die weder Operation I noch Operation II anwend-
bar ist, und P, sei nicht als Summand in p vertreten. Wir wollen dar-
aus einen Widerspruch herleiten. Da P, Primimplikant von p ist, ent-
hdlt P, sicher keinen Summanden von p als Teilterm, da fiir jeden Sum-
manden p; von p gilt P; o p. Durch Heranmultiplizieren von Variab-
len bzw. komplementierten Variablen erweitern wir P, 2zu einem Produkt-
term p , der maximale Lénge hat beziiglich der Eigenschaft, keinen Sum~
manden von p als Teilterm zu enthalten. Aus dieser Eigenschaft ergibt
sich sofort, das B; nicht alle Variablen XpserosX enthalten kann,

denn ;o o p gilt ja immer noch. Die Variable X, komme also ntcht in



..41—
;; vor. Wir betrachten nun die Produktterme E;xi und E;xi. Beide
missen nach Definition von 5; je einen Summanden von p enthalten.

1
und q, von der Form rz-xi, wobei r, und r, in Eg enthalten

Seien q, und 9, diese Summanden. q, ist also von der Form r X,

sind. Es existiert also die Verschmelzung von q; und q,- ' Da diese in
;; enthalten ist, enthdlt sie demnach keinen Summanden von p. Mithin

ist Operation II auf p anwendbar, was unserer Annahme widerspricht.

Wir wissen nun, daB jeder Primimplikant von p als Summand in p auf-
taucht. Nun.zeigen wir, daB auch tatsichlich jeder Summand von p ein
Primimplikant ist. ‘
Der Summand r von p sei kein Primimplikant. Wegen r & p muB es also
einen in r enthaltenen Teilterm r, geben, der Primimplikant von p
ist. Da nach dem soeben Gezeigten r, ein Summand von p ist, ist Ope-

ration I auf p anwendbar, entgegen unserer Voraussetzung ¢

Wir haben nun eine Methode gefunden, alle Primimplikanten einer SvP

P=p *+ ... +p, zu finden. Seien Qyseecsly alle Primimplikanten von
p. Dann ist nach Satz 5.10 jede minimale, zu p #quivalente SvP die
Summe einiger dieser Primimplikanten. Mithin ist insbesondere

PEgq; + ... +q (vgl. Ubungsaufgabe 19). Das bedeutet, daB wir zunichst
p als Summe aller Primimplikanten von p darstellen und dann "iiberfliis—
sige" Primimplikanten wieder streichen kdnnen. Welche Summanden einer SvP

sind aber iiberfliissig?

5.16 Definition: Sei p ein Produktterm und q eine SvP; p heiflt

iberfllissig in p+q, wenn p+q = q (d.h. wemn p 5 q) gilt.

5.13 Beispiel: XX, ist iiberfliissig in
p = xéx3 + xzxé * XX, + XaX, * XX, Zu zeigen ist also, daB fiir belie-
1 4 . = = =
bige (al,...,a4) € 2% aus a,a, 1, also aus a, = o, 1 stets
' ' = = = 1
schon ay0g + ayaq + aga, + @, 1 folgt. Aus a, = o, 1 ergibt
sich dieser Ausdruck tatsdchlich zu O + aé tagta = 1. Ebenso zeigt
man, daf XqX, iiberfliissig in p 1ist. Streicht man jedoch XX, in p,
g . . TN
so gelangt man zu dem Term p X X4 + X, X3 + X%, + X X, der dquiva
lent zu p ist, in dem XX, aber nicht mehr i{iberfliissig ist! Entspre-
chend ist die Situation, wenn man XX, in p streicht. Da es sonst
keine {iberfliissigen Summanden in p gibt, und da p Summe aller Prim-
implikanten von p ist, gibt es genau zwei minimale SvP, die Hquivalent

zu p sind, ndmlich xéx3 + xzxg + XX, + XX, und
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xéx3 + xzxé * XX, + XX,

Nachdem man also den Ausgangsterm p als Summe der Primimplikanten
dargestellt hat, bestimmt man zundchst alle iliberfliissigen Summanden in

der Darstellung von p, streicht einen davon und verfihrt auf dieselbe
Weise mit dem so entstandenen einfacheren Term. Man gelangt so schlieﬂ}ich
zu einem Term, der keine iiberfliissigen Summanden mehr besitzt. Einen sol-

chen Term nennen wir irredundant. Indem man diesen Proze8 auf alle mdgli-

chen Weisen durchfiihrt, findet man alle irredundanten Darstellungen von
p. Unter diesen wdhle man sich eine minimale Darstellung aus, und man hat

so einen minimalen, zu p &Hquivalenten Term gefunden.

Dies wird durch eine Tabellé erleichtert. Sei z.B.

= ! 1 (8 DR L P
P = XX + XXy + X X3 + XXy + XXX, + X XX, .
P 1ist schon als Summe aller seiner Primimplikanten geschrieben. (Man

priife zur Ubung nach, daB I und II nicht anwendbar sind.) Wir stellen ei-

ne Tabelle auf, deren Zeilen und Spalten den Primimplikanten von p ent-

sprechen:
1 ] . ] | e e | | P B |
xlx3 xlx2 x]x3 x2x3 x2x3x4 xlxzx4
' - 1t
x]x3 xz 0 0 xzxa 0
XX, xé - 4} X, 0 0
' - AR D |
xlx3 0 0 x, 0 xzx
X,X, (4} X, x; - 0 0
| O | - '
x2x3xa X, 0 0 0 X,
[ | ' -
xlxzx4 0 0 x3 0 x3

Die Tabelle entsteht so: In die Diagonale trdgt man nichts ein. Um den
Eintrag an der Stelle (i,j) zu finden, setzt man die Faktoren in dem
i-ten Primimplikanten =l und setzt diese Werte in den j-ten Primimpli-
kanten ein (soweit die Variablen von P; auch in pj vorkommen) ; das so
erhaltene Ergebnis ergibt den Eintrag an der Stelle (i,j). In dem Bei-

spiel setzt man in der ersten Zeile x, =1, xé = ], also’ X, =1,
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Xy = 0. Aus xXx, wird dann 1.x, = x,, aus x;x3 wird 1'-0 = 0,

aus  X,X, wird x2-0 = 0 usw.

Sei nun 8 die Summe der Terme der i-ten Zeile'unserer'Thbelle. Falls
8; = 1 ist, dann ist der i-te Primimplikant P; iiberfliissig. In der
Tat bedeutet s; = 1 nidmlich: Wenn P; den Wert 1 hat, dann hat auch

die Summe der anderen Primimplikanten den Wert 1, d.h.
Py Py % vee TPy YRyt e TRy
und folglich
P=P  * «ee ¥ PSP+ eee P tPi b e P

]
4
Man kann nun einen dieser iiberfliissigen Primimplikanten streichen. Fiir

In unserem Beispiel sind X Xy, XyXq, xéxéx und x{xéxi iiberfliissig.
die restlichen Primimplikanten macht man wieder eine solche Tabelle; die-
se erhdlt man einfach durch Streichen der Zeile und Spalte der vorherge-
henden Tabelle, die dem gestrichenen Primimplikanten entsprechen. In der

" neuen Tabelle bestimmen wir wieder die iiberfliissigen Primimplikanten usw.,
bis kein Primimplikant mehr-ﬁberflﬁssig ist. Die ﬁbfiggebliebenen Prim-

* implikanten ergeben eine irredundante Darstellung fiir p.

In unserem Beispiel erhdlt man vier irredundante Darstellungen. (Man voll-

ziehe dies zur tlbung nach):

P

1]
_y
™
W -

' Tyt
+ x1x3 + x2x3 + x2x3x

]
X3 ¥ XXy XXy 4 X

m
»
ol

"
"

] 1 ]
1¥3 ¥ XXy XX, + XX

' 1,1
+ x1x3 + xlxz + xlxzx

m

R
»

w

Diese sind alle minimal (s(p) =4, v(p) = 9).

. Zusammenfassung: Um die minimalen, zu einem vorgegebenen Term p Hqui-

valenten SvP zu bekommen, geht man so vor:

1. Bestimmung einer zu p &quivalenten SvP (Ausmultiplizieren unter Ver-
wendung der Distributivgesetze); '

2. Bestimmung aller Primimplikanten (Verschmelzungsmethode);

3. Bestimmung aller irredundanten Darstellungen durch sukzessives Strei-
chen {iberfliissiger Primimplikanten; |

4. Aufsuchen der minimalen unter den irredundanten Darstellungen.



Ist eine Boolesche Funktion £: 2o + 2 gegeben und eine Darstellung
durch eine minimale SvP gesucht, so stellt man zund#chst die disjunktive

"Normalform fiir f auf und wendet auf diese obiges Verfahren an.

Es soll noch auf die hdufig benutzte Karnaugh-Methode zur Ermittlung mi-

nimaler SvP hingewiesen werden. Es handelt sich um eine graphische Metho-
de, die allerdings nur auf Boolesche Ausdriicke mit h3chstens sechs Variab-
len anwendbar ist.

Wir wollen die Methode nur an einem Beispiel (mit 4 Variablen) illustrie-
ren - ansonsten sei auf die Literatur verwiesen.

Wir betrachten die DNF

Viow ox!oy! 1. ,/v. exr?
x1x2x3x4+x X, *°X,°'X, + X x2x

. 3 ' [ 3 . L] »
1 X 7%X37%, X Xy T OXTRTXTX, XX

' ',
3 % 1 17%2°%3°%,

] . - ' . . .
+ x] x2 x3 x4 + xl,xz x3 x4 .

X "X, xl'x' x;;xé x;-x2 In der nebenstehenden Tafel wer-
: den diejenigen der 16 Kidstchen
X3°%, X X angekreuzt, die zu einem in der
x3'xz X : vorgelegten DNF auftretenden
<! vx! X Produktterm korrespondieren.
3 4 Dabei ist die Tabelle so ange-
X)ex X X X . .
37 legt, daB nebeneinanderliegende

Kdstchen solchen Produkttermen

entsprechen, die sich bezliglich genau eines Buchstaben unterscheiden -
L] L 3 L] » . . '. " 4 -
man beachte, daB demnach auch X)Xy Xg'X, und X "Xy XgX, nebenein

einander liegen'"! (Man denke
1. .

. . one!
1% 1 %17% [ \17%2 [ X\17R sich die gegeniiberliegenden Rin-
xy°%, ’E§> der der Tafel jeweils zusammen-
1ﬁ‘f ™ . geklebt, es entsteht ein Torus.)
x3-xz [\5} ~ Man ersetzt nun Gruppen neben-
&\ einanderliegender Produktterme
| B, | 3 \
X3°%, \\ \\ [sai durch kiirzere Produktterme; da-
., T (] . 3 [y -
xé.XA X N X \§J | bei muB jedes angekreuzte Kidst
R chen erfaBt werden.
Dieses "Quadrat" Wird er- Wird er-
wird ersetzt setzt durch setzt durch
. . . A | . . T
durch XX, X)Xy Xy X| "Xy Xq



- 45 -

“Zun¥chst sucht man nach Gruppen von acht Produkttefmen, die zwei '"neben-
einanderliegende" Zeilen bzw. Spalten besetzen. Diese entsprechen einem
 Sumnanden x; oder xi in einer minimalen SvP. Danach fahndet man nach
"Quadraten'", also Gruppen von vier nebeneinanderliegenden Produkttermen,
diese entsprechen dann einem Summanden mit zwei Variablen in der minima-
len SvP. Als nichstes faft man Grﬁppen von zwei nebeneinanderliegenden
Produkttermen zusammen (ihre Verschmelzung wird ein Summand in der mini-
‘nalen SvP) und addiert zum SchluB die noch {ibrig gebliebenen "isolierten"

Produktterme.

éo gelangt man in unserem Beispiel zu der minimalen SvP
' ' ]
XX, + XXX, * XXX,
~ Eine mathematische Begriindung der Karnaugh-Methode kann man ohne groBe

Schwierigkeiten finden.

lbungsaufgaben:

22.  Man bestimme alle Primimplikanten von

| ] | . | L
a) X X, X X, + X X, X, + X X3%, + X XX,

+ XX

| ] ] ] | ] | O |
b) X X, X X, I 2x3x4x5 + xlx2x3x4x5 + xlx2x3x4x5 + xlx3x4x5 +
| ] ] ] ' 1 ] 1]
X|X,X,X, Xg + XX, XX, Xg + X X XX, -

23.‘ Finde minimale; zu den Termen in der vorigen Aufgabe #quivalente

Summen von Produkttermen.

24, Eine Abstimmungsschaltung wie in Ubungsaufgabe 14 soll fiir ein Gre-
mium von vier Personen entworfen werden. Bei Stimmengleichheit soll
eine der vier Personen, der Prisident etwa, den Ausschlag geben.

Finde eine minimale Schaltung.
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§ 6. ANWENDUNGEN IN DER LOGIK

Wir wollen unter einer Aussage einen in der Umgangssprache formulierten
Satz verstehen, dem in sinnvoller Weise (zu jedem Zeitpunkt) genau eine
der beiden Eigenschaften "wahr" bzw. "falsch" zugeordnet werden kann
(vgl. § 1). Beispielsweise sind "Heute schneit es", "Der Ball ist rund",
"Wenn der Hahn kr#ht auf dem Mist, dann #ndert sich das Wetter, oder es
bleibt wie es ist" solche Aussagen. In dem letztgenannten Beispiel wurde
eine Aussage aus mehreren elementaren Aussagen‘zusammengesetzt. Nach ei-
ner sinngemdfen Umformung erkennt man, da8 der obigen Aussage zwei elemen-
tare Aussagen, némlich "Der Hahn kriht auf dem Mist" und "Das Wetter #n-
dert sich" zugrundeliegen. Steht A fiir die Aussage "Der Hahn kriht auf
dem Mist" und B fiir "Das Wetter #ndert sich", so kdnnen wir abkiirzend

schreiben:
"Wenn A dann (B oder nicht B)".

Durch Verkniipfung von Aussagen durch "oder", "und”, "wenn ... dann N
und "nicht" kann man also von gegebenen Aussagen zu komplizierteren Aus-

sagen gelangen.

Um zu einer mathematischen Behandlung dieser Situation iiberzugehen, ver-

abredet man zun#chst, daB8 man einer Aussage den Wahrheitswert 1 zuord-

net, falls sie richtig ist, und den Wahrheitswert 0, falls sie falsch
ist. Reprisentieren die Buchstaben A und B Aussagen, so setzt man fiir
die neuen Aussagen AVB (A oder B), AAB (A und B) ‘bzﬁ. 7A (nicht
A) die folgenden Wahrheitswerte in Abhgngigkeit der Wahrheitswerte von

A und B fest: -

A B |AB | B

0O o0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0

Es fdllt nun auf, daB diese Tabellen gerade‘die Operationen +,-,'  der

zweielementigen Booleschen Algebra 2 beschreiben.

In der}Logik’iét es liblich, auch die Aussage A => B. (wenn A dann B)
zu betrachten, deren Wahrheitswerte durch die folgende Tabelle festgelegt

sind:
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A B A => B
0o o 1

0 1 1

1 0 0

1 1

‘ Hir erkennen sofort, daB wir A => B auch durch =AVB ausdriicken kdnnen

und wollen deshalb A => B nur als Abkiirzung fiir -AVB verstehen.

Sei nun p ein Boolescher Term. Wir verwenden voriibergehend die Zeichen

V,A und -1 anstelle von +,* und '. Man nennt p dann auch eine

Aussageform.

Ist _p also eine Aussageform, die die Variablen X sXgsee e s X enthilt,
8o erhdlt man eine Aussage, indem man die Variablen Xy 9XgsaeesX durch

Aussagen AI’A ,...,An ersetzt. Ist dann Aai der Wahrheitswert von Ai

2
fir i = 1,...,n, dann hat die so entstandene neue Aussage

p(A],Az,...,An) den Wahrheitswert pz(al,az,...,an).

6.1 Beispiel: Die zusammengesetzte Aussage laute: "Heute ist Sonntag,
" aber es stimmt nicht, daB die Sonne scheint und das Schwimmbad gedffnet
ist."

Mit der Entsprechung

Heute ist Sonntag > x,
Die Sonne scheint « X,

Das Schwimmbad ist gedffnet ¢ X4

hat die Aussage die Aussageform X, A ﬂ(le\x3). ,

Ist nun heute ein sonniger Sonntag mit geschlossenem Schwimmbad, so haben
wir (al,az,a3) = (1,1,0), und der Wahrheitswert unserer Aussage ist

1:(1:0)" = 1 =~ die Aussage stimmt.
Sind p und q Aussageformen, so sagen wir wie bisher: p und q sind
dquivalent, falls p = q gilt, vgl. Definition 4.3.

6.2 Beispiel: Die Aussageformen x => (y => z) und y => (x => z)

sind dquivalent, denn nach der Definition gilt:

X => (y => 2) = 9xV (qyVvz) und

y = (x => z) = qyVv (4xV z).

4 Gumm/Poguntke, Boolesche Algebra
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(Man setze zur Veranschaulichung fiir x,y,z Aussagen ein, beispielsweise

"Es regnet"; "Ich habe einen Schirm", "Ich bleibe trocken".)

6.3 Definition: Eine Aussageform p heiBt eine Tautologie, falls
p =1 ist, falls p also immer wahr ist, gleichgiiltig was wir fiir die

Variablen von p einsetzen.

Beispielsweise sind xVAax, (xAy) => x, x => (y => x) solche Tautolo-

gien.

6.4 Definition: Eine Aussageform p heiBt‘widerSprﬁchlich falls

p = 0 ist. Eine endliche Menge {pi,pz,...,p } wvon Aussageformen helﬂt
konsistent, falls die Aussageform PyAPyA .- APy nicht w1detsprﬁch11ch

ist.

6.5 Beispiele: x A ax ist widerspriichlich, {xvy, x =>y, x => Ty}
ist kon81stent dagegen ist {x, x => y, x => qy} nicht konsistent, denn

- X A (x = y) A (x = qy) =x A (AxVy) A (AxVay) =

x A (ax Vv (yA‘ly)) = x A (xv0) = xA-x = 0.

Anhand der bisherigen Uberlegungen in diesem Abschnitt ist klargeworden,
da die im 3. und 4. Abschnitt erhaltenen Ergebnisse iliber Boolesche Aus-
driicke und die von ihnen induzierten Funktionen ausreichen, um die gewbhn-
lich auftretenden aussagenlogischen Probleme zu l&sen. Wir wollen diesen
Abschnitt mit drei Beispielen abschlieBSen, die einige fiir die Aussagenlo-

gik typische Fragestellungen deutlich machen. S

6.6 Beispiel: Arnold mdchte mit Udo, Volker und Willi zum Rockfestival
gehen. Die drei wollen sich jedoch einen Spaf machen und konfrontieren
ihn damit: Udo will nicht kommen, wenn Volker nicht kommt. Volker und
Willi kommen beide oder kommen beide nicht. AuBerdem verspricht Willi zu
kommen, falls Udo und Volker beide nicht kommen. Mit wem kann Arnold

rechnen?

Ordnen wir den Aussagen "Udo kommt", "Volker kommt", "Willi kommt” die

Variablen u,v,w zu, so erhalten wir die Aussageform
(av => qu) A ((vAW) V (avAw)) A ((AuAav) => w).

Kiirzen wir diese Aussageform mit p ab, so fragen wir also: bei welcher
Wahrheltswertevertellung (al,az,a3) auf (u v,w) wird

P (al,az,a3) 1, d.h. wir fragen nach T(p )
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gyﬂhn kann nun mit Hilfe einer Tabelle den Triger berechnen (und erhilt
‘3?1(p ).= {(0,1,1), (1,1,1)}) oder aber p direkt in eine leichter zu in-

. terpretierende Form bringen:

(vvau) A (vVvaw) A (vVW) A (uvvVvw)

1

P

VAW,

% Man liest jedenfalls ab, daB Volker und Willi kommen - bei Udo bleibt es
. ungewis,

fHIn néchsten Beispiel soll eine Fiille von Einzelaussagen (etwa eines Poli-

- tikers) zu einer verstdndlichen Gesamtaussage zusammengefaBt werden.

6.7 Beispiel: "Entweder wird die Mark abgewertet, oder, falls der Export
"nicht zuriickgeht, mhssen die Preise eingefroren werden. Wird die Mark
nicht abgewertet, so geht dgr Export zuriick, und die Preise werden nicht

- eingefroren. Werden die Preise eingefroren, dann wird der Export nicht
‘vzufﬂckgehen, und die Mark darf nicht abgewertet werden."

‘Was heiBt das?

Wir setzen x filr "Die Mark wird abgewertet", y fiir "Der Export geht
zurick” und 2z fiir "Die Preise werden eingefroren". Dann lassen sich die

obigen Aussagen schreiben:
P; = xV (vy => z), Py = 7x => (yAqz) und
P3 =z => (qyAx).

Wir erhalten P) 2 xVyvz, p,

XV (yAqz) und Py = 7z V (qy A =x),

also

(xvyvz) A (xV (yA92)) A (AzV (1y A %))

(xv(yaaz)) A (qzVv(ayAax)) = (xA9z) v (yAa2)

PIAPZAP:.;

vz A (XVy) = a9z A (Ax => y).

Das Gesagte ist also gleichbedeutend mit der Aussage "Die Preise werden
nicht eingefroren, und wenn die Mark nicht abgewertet wird, dann geht der

Export zuriick".

Im letzten Beispiel wird nachgepriift, ob man aus gewissen gegebenen Aussa-

gen eine andere "logisch schlieBen" kann:

6.8 Beispiel: "Ist f stetig, dann ist g oder h differenzierbar.

Ist g nicht differenzierbar, dann ist f nicht stetig, aber beschrinkt.

4



Eine hinreichende Bedingung filir die Differenzierbarkeit von g oder von
h ist die Beschridnktheit von f£." ,
Kann man aus diesen Aussagen schlieBen, daB g differenzierbar ist?
Wir setzen .
x, fir "f ist stetig", X, fiir "g ist differenzierbar",
x, fir "h ist differenzierbar” und x, fir "f ist beschrinkt".
Ferner wird abgekiirzt
P, i=x; = (xzvx3), Py :---;-u:2 = (-pxl Axa), Py = X, => (xzvx3).
Die Frage ist nun, ob die Aussageform | |

Pj APy APy = X

eine Tautologie ist. Zunidchst erhalten wir

P ApzAp3 z (-'xl szvxs)‘/\ (xzv (--u:l Ax4))'A (%xavxzvx:&)
z (xzv (--uxl Axa)) A (xZVx3V-1x4I) |
= x, v (-;xl Ax3Ax4).
Damit folgt

];\l Apzl\p3 ->»x2 = x2v (--|xl /\x3Ax4) a> x2 = _'x] Ax3Ax4‘. _.> "2:

die Aussageform ist also keine Tautologie: es entsteht eine falsche Aus-
sage, wenn fiir X, und X, falsche und fiir x3 und xa wahre Aussagen
eingesetzt werden. Fiir die Ausgangsfrage heift das: ist f unstetig und
beschridnkt und h differenzierbar, so braucht g nicht differenzierbar

zu sein.
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Ubungsaufgaben:
25, Zeige, dag (ax => qy) => (y => x) eine Tautologie ist.
26. Sind die folgenden Mengen von Aussageformen widerspriichlich oder
| konsistent?
a) M = {(x =>y) = z, (axVvy) = (2Ay), z => (ax => y)}
b) M, u {a(y = 2)} |
c) M, v {y => 2z},
27. Aus einem (fiktiven) Chemie-'"Kochbuch":

"Fdllt ein weiBer Niederschlag aus, dann enthidlt die Probe entweder
Natrium oder Ammoniak. Ist kein Natrium in der Probe, dann enthdlt

sie Eisen. Ist Eisen vorhanden,.und fdllt ein weiBer Niederschlag,

dann kann kein Ammoniak in der Probe sein."

Was ist also sicher vorhanden, falls ein weiBer Niederschlag f4l1te?
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§ 7. BOOLESCHE RINGE

Aus der Mengenlehre kennt man die symmetrische Differenz AAB zweier
Mengen A,B c X: X

AAB := (A\B) u (B\A)
= (AnB) u (AnB).

Diese Operation A kann in beliebigen Booleschen Algebren betrachtet -
werden:

7.1 Definition: Sei (B; +, -, ', O, 1) eine Boolesche Algebra,
a,b ¢ B; das Element aAb := a*b' + a'‘b ¢ B heiBt die symmetrische

Differenz von a und b.

Man rechnet leicht nach, daB aAb = (a+b):(a°b)’ gilt; fiir Mengen bedeu-
tet dies AAB = (AuB) n (Kﬁﬁ)'- (AuB)\(AnB), d.h. die symmetrische Dif-
ferenz ist "Vereinigung minus Durchschnitt". Die entsprechende Verknilp-

fung in der Aussagenlogik ist das "ausschlieBende Oder", welches man um-

gangssprachlich meist durch die Formulierung "entweder - oder" ausdrilckt.

7.2 Lemma: Die Operation A: B2 + B hat folgende Eigenschaften:

(a) xAy = yAx (b) xA0 = x
(¢c) x0x =0 - Y x4 (yoz) = (xAy) Az
(&) x-(yAz) = (x-y)A(x°z) - (f) xox' =1 ‘

Zum Béweis soll nur angemerkt werden, das (a) bis (c) und (f) sofort ein-

zusehen sind; (d) und -(e) kdnnen leicht nachgerechnet werden,

~ Die Eigenschaften (a)-(d) aus. 7.2 besagen, da8 B bezliglich der Opera-
tion A eine kommutative Gruppe mit neutralem Element O ist; nach (e)
ist jedes Element zu sich selbst invers. Um eine noch stirkere Aussage zu

formulieren, erinnern wir zunlichst an den Ringbegriff:

7.3 Definition: Ein kommutativer Ring mit 1 ist eine Algebra
(R; #4, -, 0, -, 1) vom Typ (2,1,0,2,0) mit der Eigenschaft, das

(R; +, -, 0) eine abelsche Gruppe ist und auBerdem die folgenden Gesetznﬁ
gelten: k
(R)) a<(b-c) = (a-b)-c
(Rz) a‘b = b-a
(R3) a*(b+c) = ab + a-c -
(Ra) l-a = g
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Ist auBerdem jedes Element von R idempotent, d.h. gilt das Gesetz
(RS) X*X = X,

so ist (R; +, -, 0, °, 1) ein Boolescher Ring.

Durch Ausnutzung der Idempotenz folgt leicht, daB wegen (x+x)°*(x+x) = x+x
in einem Booleschen Ring stets x+x = 0 gelten muS.
Aufgrund von 7.2 iliberzeugt man sich nun sofort von der Richtigkeit des

folgenden Satzes:

7.4 Satz: Fir eine beliebige Boolesche Algebra (B; +, -, ', 0, 1) ist
(B; A, idB, 0, *, 1) ein Boolescher Ring.

Es stellt sich nun die Frage, ob man die Boolesche Algebra auch umgekehrt
aus dem Booleschen Ring (B; A, idB, 0, «, 1) "zuriickgewinnen" kann. Da8
dies in der Tat mSglich ist, besagt:

7.5 Lemma: Sei (B; +, -, ', 0, 1) eine Boolesche Algebra,

(B; 4, idB, O, *, 1) der zugehdrige Boolesche Ring. Dann gilt

atb = aAbA(a*b) und x' = xAl.

Beweis: Man hat aAbA(a-b) = (a'b + ab') A (ab)
(a'b + ab')'ab + (a'db + ab'")(a' + b") .
(a+b')(a'+b)ab + a'b + ab'

= gb + a'b + ab’

=b + ab'

= a+b

und xAl =x""1 + x0 = x',

Es ist hilfreich, sich die Aussage von 7.5 an einem Mengendiagramm zu

veranschaulichen.

Die in 7.5 gezeigten Beziehungen legen es nun nahe, umgekehrt auch zu je-

dem Booleschen Ring eine Boolesche Algebra zu betrachten:

7.6 Satz: Ist (B; A, -, O, *, 1) ein Boolescher Ring, und definiert
man fiir a,b € B a+b := aAbA(a‘b) und a' := aAl, so ist
(B; +, *, ', O, 1) eine Boolesche Algebra. Es gilt dann auBerdem

xAy = xy' + x'y fir x,y e B.



- 54 =

Beweig: Wir weisen die Gﬁltigkeiﬁ des Distributivgesetzes
(x+y)(x+2) = x + yz nach und empfehlen das Nachrechnen der ibrigen Axio-

me als Ubung:

(x+y) (x+z) = (xAyAxy) (xAzdxz) = x(xAzsz) A y(xAzAxz) A xy(xAzsz)
= xXAxz Axz Axy Ayz A xyz A 2y A xyz A xyz
= x A yz A xyz

= x + yz.
SchlieBlich gilt:

xy' + x'y = x(yAl) A (xAl)y A x(yAl) (xAl)y

=xy AxAxy Ay Axy Axy A xy A xy

=x Ay,
Zusammenfassend haben wir damit gezeigt, daB die Gleichungen‘
xAy = xy' + x'y einerseits und x+y = xAyAxy bzw. x' = xAl anderer-
seits "zueinander inverse Vorschriften" beschreiben, aus einer Booleschen
Algebra einen Booleschen Ring - und umgekehrt - zu machen. Dies bedeutet,
da8 man wahlweise eine der beiden Strukturen betrachten kann; man kann
etwa Probleme liber Boolesche Algebren in solche iiberfiihren, die Boolesche
Ringe behandeln, und kann die L&sung dann in die Sprache der Booleschen

Algebren riickiibersetzen.

In § 4 hatten wir gesehen, daB jede Schaltfunktion f£: {0,1}% » {0,1}
eine Boolesche Funktion ist, a}so aus den Projektionen mo= xiz
(i=1,...,n) mit Hilfe der Operationen +,*,' "gebaut" werden kann.
Die Ergebnisse des vorliegenden Abschnitts besagen, daB statt +,-,°
auch die Operationen A,' verwendet werden k&nnen.

Wir wollen - dies nun eine informale Definition -~ eine Menge {fl,...,fk}

von Operationen auf der Menge {0,1} eine adidquate Menge von Operationen

nennen, falls man aus den f]""’fk und den Projektionen mit Hilfe wvon
Ineinander-Einsetzen (Superposition) und Gleichsetzen von Variablen simt-
liche Schaltfunktionen erhilt,

7.7 Beispiel: {+,'} ist eine addquate Menge von Operationen, denn man
kann -+ durch x*y = (x"+y')' erhalten und damit auch alle Schaltfunk-
tionen.

Ebenso ist {=>,'} eine addquate Menge von Operationen, wie man leicht

nachweist; oft wird in der Logik von diesen Operationen ausgegangen.

Eine weitere wichtige zweistellige Operation ist der Sheffer-Strich +4:
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7.8 Satz: xty sei definiert als x'+y'. Dann ist {+} eine adiiquate

Menge von Operationen.

Beweis: Dies folgt aus x+y = (x#x) + (yty) und x' = x+x;

Als Beispiel soll schlieBlich noch der Diskriminator d erwdhnt werden,

der folgendermaBen definiert ist:

z, falls x =y
d(x,y,z) := \ .
’ x, falls x $y.

Auch {d4,0,1} ist eine addquate Menge von Operationen.

Addquate Mengen von Operationen kinnen dazu dienen, logische Schaltungen
anstelle mit Hilfe der "Schaltglieder" +,*,' mit anderen Schaltgliedern
zu realisieren. Schaltglieder fiir den Sheffer-Strich bzw. den dualen
Sheffer-Strich (x+y := x'y') werden tatsdchlich in der Technik hdufig

verwendet, wo sie unter den Namen "NAND" bzw. "NOR" bekannt sind.

Ubungsaufgaben:

28, Zeige, das {d,0,1} eine adidquate Menge von Operationen ist. Gilt
dies auch fiir {d,0} ?

29. Zeige, dag jede Boolesche Algebra auch als Vektorraum i{iber dem zwei~
elementigen KSrper GF(2) aufgefaBt werden kann. (Aus dieser Beob-
achtung ergibt sich ein kurzer Beweis dafiir, daB die Ordnung jeder

" endlichen Booleschen Algebra eine Zweierpotenz ist.)
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§ 8. BOOLESCHE VERBANDE

Bevor wir zum Verbandsbegriff kommen, soll kurz an einige Begriffe aus

der Ordnungstheorie erinnert werden.

8.1 Definition: Eine Halbordnung ist ein Paar (H,s), wobei H eine
nicht-leere Menge ist und < eine zweistellige Relation, die fiir alle
x,y,2 € H folgende Bedingungen erfiillt:

(HI) x S x (Reflexivitidt)

(H2) Aus x <y und y < x folgt x =y (Antisymmetrie),

(H3) Aus x <y und y <z folgt‘ x < z (Transitivitidt),

Halbordnungen werden oft durch ihr Hasse—Diaﬁgraﬂn beschrieben; z.B. be~

schreibt das Diagramm

die Halbordnung H, = {x,y,z,u,v,w} mit z<sy<x, z<vs<uy, y<u, wsu,
Man kann zu jeder endlichen Halbordnung (und auch zu einigen unendlichen)
ein Hasse-Diagramm zeichnen; dabei 148t man Striche weg, die sich schon
aus der Transitivitdt ergeben: im obigen Beispiel haben wir etwa z und
u nicht durch einen Strich verbunden, obwohl z<u gilt,

Um ein weiteres vBeispiel zu geben, présentieren wir hier ein Hasse-Dia-
gramm der Halbordnung @@({1,2,3}), <):

{123}

8.2 Definition: Sei (H,s) eine Halbordnung, McH und a,b ¢ H.

a) a ist ein maximales (minimales) Element von M, falls aeM gilt

und aus as<x (x<a) flir xeM schon x=a folgt.
b) Ist aeM, und gilt x<a (asx) fir alle xeM, so heift a grig-

tes (kleinstes) Element von M (und ist wegen der Antisymmetrie eindeu-
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tig bestimmt).
¢) a heiBt eine obere (untere) Schranke von M, falls x<a (asx)

flir alle xeM gilt (dabei mu8 a nicht zu M gehdren).

8.3 Beispiel: M sei die Teilmenge {y,z,u,v,w} der oben angegebenen
Halbordnung H6. M hat ein griStes Element, némlich u, und kein klein-
stes Element. Die minimalen Elemente von M sind z und w. M hat
keine untere Schranke. Die Menge N = {y,v} hat u als obere und 2z als

untere Schranke.

Aus der Definition einer Halbordnung ergibt sich auch hier die Gililtigkeit

eines Dualtitdtsprinzips:

8.4 Lemma: 1Ist (H,S) eine Halbordnung, so ist dies auch (H,2), wenn
man "x2y" als gleichbedeutend mit "y<x" festsetzt. (H,2) heiBt
die zu (H,S) duale Halbordnung. Bei der Dualisierung gehen die Begriffe

"naximales Element", "gréBStes Element”, "obere Schranke" ﬂbér in die dua-

len Begriffe "minimales Element”, "kleinstes Element”, "untere Schranke".

8.5 Definition: Sei (H,<) eine Halbordnung und M eine Teilmenge von

H. Hat die Menge aller oberen Schranken von M ein kleinstes Element,’

go heiBit dieses das Supremum von M, in Zeichen: sup M. Dual dazu ist

das Infimum (inf M) definiert. Existieren sup {x,y} und  inf {x,y}

zu je zwei Elementen x,y € H, so nennt man (H,s) eine VefbandSOrdnuq&.

8.6 kBeisgiele:

a) In der Halbordnung Hg (s.o0.,) gilt z.B. sup {y,v} =y = gup {y,v,w},
inf {y,v} = z, jedoch existiert inf {v,w} nicht. He ist also keine
Verbandsordnung.

b) Fir jede Menge M ist (P(M),c) eine Verbandsor&nung, denn fiir
A,B e P(M) gilt sup {A,B} = AuB und inf {A,B} = AnB.

'
N w

..

4 o a ay
I: : : <] < c,
X 1

z 3 *
d
y 1 b, & b 4 r

4 ! =
N N K v K,
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c) Von den in den obigen Diagrammen dargestellten Halbordnungen sind NS
und N Verbandsordnungen, K, und iz jedoch nicht: sup‘{a],éz} bzw.

sup {dl’dz} existieren nicht.

Fiir eine Verbandsordnung (H,<) betrachten wir nun die zweistelligen
Operationen sup: H2 + H und inf: H2 + H. Es zeigt sich, daB die alge-
braische Struktur (H; sup, inf) eine Reihe von Gleichungen erfiillt, die

auch in Booleschen Algebren gelten:

8.7 Lemma: Sei (H,<) eine Verbandsordnung. Schreiben wir (fiir
a,b ¢ H) a+b statt sup {a,b} und a°b statt inf {a,b}, so gelten

in (H;+,°) die folgenden Gleichungen:

v, X+Xx = X : ('\71) . X'x = X

(v,) Xty = y+x (-é) Xy = y°x
(Vy) x+(y+z) = (xty)+z (V3) x-(y-z) = (x-y)-z
(V4) x+(x-y) = x (VZ) X-(x+y) = x

Beweis: (Vl) und (Vz) sind sofort klar. Zum Nachweis von (V3) betrachte
man (fiir x,y,z € H) a := x + (y+z) = sup {x, sup {y,z}} wund

b := (x+y) + z = sup {sup {x,y},z}. Es ist a2x und a 2 sup {y,z},
also ist a eine obere Schranke von {x,y,z}. Damit gilt aber insbeson-
dere a 2 sup {x,y} und folglich a 2 sup {sup {x,y},z} = b. Entspre-
chend folgt auch b2a und mit der Antisymmetrie dann a=b. Fiir (V4)
braucht man nur, daB stets inf {x,y} < x ist: daraus folgt sofort

X + (xy) = sup {x, inf {x,y}} = x

Unter den Voraussetzungen von 8.7 gilt a<b offenbar genau dann, wenn
atb = b bzw. a-b = a ist. Eine Art Umkehrung liefert die folgende Aus-
_sage: '

8.8 Lemma: Sei (H;+,*) eine Algebra (vom T&p (2,2)), die den Gesetzen
(Vl)-(Va) und (Vi)-(vg) genligt. Definiert man auf H eine bindre Rela-

tion < durch
"x<y genau dann, wenn x-.y = x gilt",
gso wird (H,S) zur verbandsgeordneten Menge, und flir je zwei Elemente

a,b ¢ H ist dann sup {a,b} = a+b und inf {a,b} = a-b.

Beweis: Zundchst wird gezeigt, daB fiir beliebige Elemente a,b ¢ H die

Beziehungen a‘b = a und a+b = b Hquivalent sind:
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‘aus a-'b = a folgt a+b = (a-b)+b = b+(b.a) = b;
aus a+b = b folgt a-b = a:(a+h) = a.
"Ais nﬁchstes weisen wir nach, daB (H,S) eine Halbordnung ist.
Reflexivitdt: x.x = x, also x<x fiir alle xeH. '
Transitivitdt: Sei x<y und ysz, also x-y=x und y-z = y.

Es folgt x°z = (x°y).z = x+(y+2z) = x-y = x, also x<z,
. Antisymmetrie: Aus x<y und y<x folgt x = Xy = y.x =y.
Nun wird gezeigt, da8 x.y = inf {x,y} fir beliebige x,y ¢ H gilt.
Wegen (x.y)'x = x*y und (x-y).y = x-y folgt x-y S x und xy <y,
‘d.h. x-y ist untere Schranke von {x,y}. Ist nun s eine beliebige
untere Schranke von {x,y}, also sx =38 und s-.y = s, so folgt
g8+ (x:y) = (s+x).y = s-y = s, d.h. s < x.y. Damit ist jedoch x-.y als
gréste untere Schranke von {x,y} nachgewiesen, d.h. x.y = inf {x,y}.
Entsprechend zeigt man x+y = sup {x,y}, indem man die Aquivalenz von

"x<y" und "x+y = y" verwendet,

8.9 Definitionf Eine Algebra (H;+,°), die den Gleichungen (Vl)-(VA)
und (V})-(Va) geniigt, heiBt ein Verband.

Zusammenfassend k8nnen wir somit feststellen:

Die Verbdnde stehen in eineindeutiger Korrespondenz zu den Verbandsordnun-
gen, diese Korrespondenz wird durch 8.7 und 8.8 beschrieben. Daher ist es
iiblich, wenn man von einem Verband bzw. einer Verbandsordnung spricht,
stets beides zu meinen, d.h. man hat dann Operationen +,+ und eine Re-

lation < gegeben.

Ein Verband, in dem zusdtzlich das Gesetz
x-(y+z) = (x°y) + (x-2)

gilt, heiBt distributiver Verband. In jedem distributiven Verband gilt

auch das duale Gesetz x + (y-z) = (x+y)-(x+z) (siehe Ubungsaufgabe 31).
DaB nicht jeder Verband distributiv sein muB, zeigen die folgenden Bei-

spiele:

In beiden Fidllen ist a-(b+c) % (a-b) + (a-c).
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Gibt es in einem Verband ein gr&Btes Element, so wird dieses mit "1" be-
zeichnet, entsprechend das kleinste Element (falls es existiert) mit "O".
Fiir alle xeH gilt dann |

x4+ 1l =1 und x.0 = O,

Das Beispiel (Z,s<) =zeigt, daB ein Verband weder O noch 1 haben mu8.
Jedoch hat jeder endliche Verband ein griéBtes und ein kleinstes Element
(siehe Ubungsaufgabe 32).

Ein Verband mit O wund 1, in dem zu jedem x ein Komplement y  exi-
stiert (d.i. ein Element y mit x+y = 1 und x-y = 0), heiBt ein kom~

plementdrer Verband. Die oben dargestellten Verbinde M3 und NS sind

komplementdr; jedoch sind die Komplemente nicht eindeutig: in beiden sind

a und b Komplemente von c. Jedoch gilt:

8.10 Lemma: Sei (H;+,°) ein distributiver Verband mit O und 1.

Dann hat jedes Element hichstens ein Komplement.

Beweigs: Seien a,b,c ¢ H und sowohl b als auch c ein Komplement von
a; es gilt also a‘b = a-c =0 und a+b = a+c = 1. Wir zeigen b=c.

Es ist b+c = (b+c)-1 = (b+c)-(a+b) = ab + b + ac + bc =b + bc = b und
entsprechend b+c = (b+c)-1 = (b+c)-(a+c) = ab + bc + ac + ¢ = bc + ¢ = c.

Damit folgt b=c,

Da in einem komplementdren distributiven Verband H Komplemente eindeutig
sind, kann man in diesem Fall die Komplementbildung als einstellige Ope-

ration ¢t H>H auffassen und erhidlt:

8.11 §55£i Ist (H;+,:) ein komplementd#rer distributiver Verband, dn&
ist (fir xeH) x' das (eindeutig bestimmte) Komplement zu x, so ist
(H; +, -, ', 0, 1) eine Boolesche Algebra. Umgekehrt ist fiir jede Boole~-
sche Algebra (B; +, -, ', 0, 1) die Algebra (B;+,:) ein komplementirer
distributiver Verband.

Wegen dieses Zusammenhangs wird ein komplementdrer distributiver Verband

auch Boolescher Verband genannt. Oft wird gar nicht zwischen einer Boole-

‘schen Algebra und dem dazugehdrigen Booleschen Verband unterschieden.
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Ubungsaufgaben:

30.

31.

32.

Fir neN sei T := {keN| k|n} (k|n steht flir: "k ist Teiler
von n."). Man zeichne ein Hasse Diagramm von (T30,|). Man zeige:
(Tn’l) ist eine distributive Verbandsordnung. Flir welche n ist
(Tn,l) Boolesch?

Zeige, daB in jedem Verband (H;+,:) aus dem einen Distributivge-
setz x-(y+z) = xy + xz das andere Gesetz x+yz = (x+y) - (x+2)

folgt - und umgekehrt.

Man beweise:

a) Ist (V,s) eine Verbandsordnung und M eine endliche Teilmenge
von V, 8o existieren sup M und inf M in V.

b) Jeder endliche Verband hat O und 1.
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§ 9. VOLLSTANDIGE ATOMARE BOOLESCHE ALGEBREN UND IHRE DARSTELLUNG

Sei V ein Verband. Zu jeder endlichen Teilmenge ScV existierenm in V
das Supremum sup S und das Infimum inf S (siehe Ubungsaufgabe 32), .
Existieren sup S und inf S zu jeder beliebigen Teilmenge S von V,
so heift V vollstdndig. Eine Boolesche Algebra wird vollstdndig ge-

nannt, wenn sie als Verband (vgl. 8.11) vollsténdig ist.

9.1 Beispiele:

a) Jeder endliche Verband ist vollstdndig, insbesondere also auch jede
endliche Boolesche Algebra.

b) Fir eine beliebige Menge M ist @(M);u,n) ein vollstédndiger Ver-
band: es ist sup S = U{X| XeS} und inf S = /\{X| XeS} fiir S cP(M).
¢) E@®); u, n, , ®, N) ist nicht vollstdndig (vgl. 2.2b) zur Defini-
tion von E(X) fiir eine Menge X). Man sieht dies daran, daB etwa die
Menge S = {{x}| xeN, x ist gerade} c E(N) kein Supremum in E(N) be-
sitzt: die Menge aller oberen Schranken besteht aus denjenigen Mengen na-
tiirlicher Zahlen, die alle geraden Zahlen enthalten und deren Komplement

endlich ist; unter diesen Mengen gibt es jedoch keine kleinste.

Wir wollen vereinbaren, daB wir kiinftig statt sup S (inf S) auch

I x (0N x) schreiben.
XeS xeS .

9.2 Lemma: Sei B eine Boolesche Algebra, S = {xil iel} eine Teil-

menge von B und yeB. Falls [ x; existiert, so existiert auch

I (y-xi), und es gilt dann - lel

lel

y- I x,= I (y-x.).
iel ' ier 1

Beweis: Zun#chst ist klar, daB y- I x. eine obere Schranke der Menge

jer 1
{y°xi| iel} 1ist. Wir zeigen, da8 es die kleinste obere Schranke ist. Sei
dazu u eine beliebige obere Schranke von {y-xil iel}, also u 2 yex;

fiir alle 1iel. Wir erhalten
) = ). = 1 1 ] ]
x; = (yy")ox; =yx, +y'x; su+y'x, su+y

und folgern I X, Su+ y'. Multiplikation mit y ergibt
iel

y -+ I X, < y+(uty') = yeu < u,
iel
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und dies war zu beweisen,

9.3 Folgerung: In jeder vollsténdigen Booleschen Algebra gilt das "un-
endliche Distributivgesetz"
y . z X, = 2 (y'x.) .
iel 1 iel N
Sei V ein Verband mit O. Ein Element aeV heiBt ein Atom, falls a
ein minimales Element in V\{0} ist, d.h. falls a>0 gilt und aus

0<b=<a folgt b=a. V heiBt atomar, wenn fiir jedes xeV mit x>0

ein Atom a<x existiert.

9.4 Beispiele:
a) Jeder endliche Verband ist atomar (siehe Ubungsaufgabe 33).
b) Fir jede Menge M sind P(M) und E(M) atomar. Atome sind gerade -

die einelementigen Teilmengen von M.

9.5 Lemma: Sei V ein Verband mit O und a 'ein‘ Atom von V. Fiir

jedes Element x von V gilt a<x oder a-x = 0.

Beweis: Auf jeden Fall ist a-.x < a. Dies bedeutet aber, da a Atom

ist, daB a.x = 0 oder a-x = a (also asx) gilte

Wir haben nun geniigend Hilfsmittel bereitgestellt, um den Hauptsatz die-

ses Abschnitts formulieren und beweisen zu kdnnen:

9.6 Satz: Eine Boolesche Algebra (B; +, -, ',4 0, 1) 1ist genau dann zu
einer Potenzmengenalgebra @®(M); u, n, , @, M) isomorph, wenn sie voll-

stdindig und atomar ist.

Beweis: Aus 9.1 und 9.4 wissen wir, daB jede Potenzmengenalgebra (und
damit auch jede zu einer solchen isomorphe Boolesche Algebra) vollstidndig
und atomar ist,

Nuﬁ sei umgekehrt eine vollstidndige atomare Boolesche Algebra

(B; +, -, ', 0, 1) gegeben, A sei die Menge aller Atome von B. Fiir

xeB setzen wir
V(x) := {aecA| a<x).

Der Beweis ist fertig, wenn wir gezeigt haben, daB ¢: B +P(A) ein Iso-
morphismus von (B; +, -, ', O, 1) auf @@(A); u, n, -, @, A) ist.

5 Gumm/Poguntke, Boolesche Algebra
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Wir werden dies in drei Schritte zerlegen:
I. ¢ ist ein Homomorphismus;

1I. ¢ ist injektiv;

III. ¢ ist surjektiv.

ZuI.: (1) =A und Y(0) = @ sind klar. Es bleibt zu zeigen, daB fir
beliebige x,y € B ¢(x+ty) = $(x) U ¥(y), ¥(x-y) = y(x) n ¥(y) wund
Y(x') = P(x) gilt. .

Ist a e Y(x) v ¥(y), also o.B.d.A; a € P(x), so folgt mit a<sx
auch a < x+y und a e Y(x+y). Sei umgekehrt a e Y(x+y), also a ein
Atom und a < x+y. Widre a f x und a £y, so hitte man mit 9.5, das
a-x =0 und a.y = 0 ist, folglich auch a-(x+y) = ax + ay = 0 und

a § x+y im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muB a<x oder asy
und damit a e Y(x) v Y(y) sein.

Sei nun a € y(x.y). Es folgt a < x.y, also as<x und acxy, m.a.W.
a e y(x) n y(y). Umgekehrt zieht a e y(x) n y(y) sofort a < x.y ‘und
a € P(x-y) nach sich.

Sei a e p(x') bzw. a < x'. Wire nun auch a<x, so folgte

a < x.x' = 0, ein Widerspruch. Also muB a e y(x) sein. Ist umgekehrt
aey(x) bzw. af x, so folgt a<x' und a e y(x'), denn mit

a £ x' ergdbe sich der Widerspruch a = a(x+x') = ax + ax' = 0.

'Zu II.: Da B atomar ist, gilt offembar y(x) = @ nur fir x = 0. Wir
nehmen nun an, es gdbe x % y ﬁit v(x) = y(y). Zundchst wiirde o.B.d.A.
x ¥ x+ty folgen und ¢(x) = Y(x+y). Dies zeigt, daB wir schon von vorn-
herein x<y voraussetzen kbnnen. Aus

py-x") = (y) n p(x") = y(x) n ¥(x) = @ folgt y-x' = O. Da auBerdem
x+x' = y+x' = 1 gilt sowie x-x' = 0, haben sich sowohl x als auch

y als Komplemente von x' herausgestellt, was x=y und damit einen

Widerspruch nach sich zieht.

Zu III.: Sei S = {xil ieI} eine Teilmenge von A und 8 := I Xx..
Wir zeigen y(s) = S. lel

y(s) 2 S8 1ist klar. Nehmen wir an, es gibe ein a e A\S mit a e y(8)

bzw. a<s. Man hitte dann a = a-s =a - I X, = pX (a~xi) nach 9.3.
iel iel

Da a und alle x, Atome sind und a % X ist fiir jedes 1iel, wiirde

dies a-x; = O fiir alle i und damit a=0 nach sich ziehen. Also ist

"'(3) =S

9.7 Folgerung: Jede endliche Boolesche Algebra ist isomorph zu einer

Potenzmengenalgebra.
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Der Beweis ergibt sich mit 9.1 und 9.4,

Zusammen mit 2.23 erhdlt man nun auch:

9.8 Folgerung: Jede endliche Boolesche Algebra ist isomorph zu einer

Potenz von 2.

Mit 9.6 haben wir gesehen, daB vollstidndige atomare Boolesche Algebren
~nichts anders als Potenzmengenalgebren "sind". Das Beispiel E(N) einer
nicht vollstdndigen Booleschen Algebra (vgl. 9.1 ¢)) zeigt, daB8 dies noch
nicht alle Booleschen Algebren erfaBt. Der Darstellungssatz des nidchsten
Paragraphen wird sich auf beliebige Boolesche Algebren beziehen, dafiir
jedoch nur die Isomorphie zu einer Unteralgebra einer Potenzmengenalgebra

liefern.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir eine Boolesche Algebra angeben, die

zwar vollstdndig, jedoch nicht atomar ist:

9.9 Beispiel: Wir betrachten die Potenzméngenglgebra PN) auf den na-
tlirlichen Zahlen und definieren auf P(N) eine Kongruenzrelation o, in-
dem wir sagen, AOB solle genau in dem Falle gelten, daB8 die symmetri-
sche Differenz AAB endlich ist. Die Boolesche Algebra P(N)/0 hat kein
Atom. Nehmen wir an, wir hitten ein Atom [A]O. Der Reprédsentant A miig-
te unendlich sein, denn fir jede endliche Menge EcN ist [EJo das
Nullelement von P(N)/0. Man kdnnte A in zwei disjunkte unendliche
Mengen zerlegen (A = Al UAZ), und es wiirde folgen [AJO > [Al]e > [0]Je
im Widerspruch zur Annahme, da8 [AJO ein Atom ist.

Ubungsaufgaben:

33. Man beweise, daB jeder endliche Verband atomar ist.

34. Zeige: Eine endliche Boolesche Algebra hat 2% wviele Elemente, wenn

n die Anzahl der Atome ist.

35. Zeige: Zwei endliche Boolesche Algebren mit gleicher Elementzahl

sind isombrph .

5%
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§ 10. DER STONESCHE DARSTELLUNGSSATZ

Sei B eine atomare Boolesche Algebra und A die Menge der Atome von

B. Aus dem Beweis von 9.6 kann man herauslesen, da8 die Abbildung

¥: B >P(A) mit Y(b) = {xeA| x<b}. ein injektiver Homomorphismus von

B in die Potenzmengenalgebra von A ist, denn nur zum Beweis der Sur-
jektivitdt von ¢ wurde dort die Vollstdndigkeit von B bendtigt. Also
ist B isomorph zu einer Unteralgebra von P(A). '

Nun gibt es Boolesche Algebren ohne auch nur ein Atom (vgl. Beispiel 9.9).

Einen Ersatz fiir die Atome findet man in dem Begriff des "Ultrafilters".

10.1 Definition: Sei B eine Boolesche Algebra und F eine nicht-

leere Teilmenge von B. F heiBt Filter auf B, falls folgende Bedin-

gungen erfiillt sind: ,

(i) Mit x,y ¢ F ist. auch x.y ¢ F. _
) 1Ist xeF und yeB mit y2x, so folgt yeF.
) O ¢ F.

o~
[
[T

He

i

jude

(

Anmerkung: Ein Ideal ist dual zu einem Filter definiert. Es ist leicht
zu zeigen, daB FcB genau dann ein Filter ist, wenn {x'| xeF} ein

Ideal ist.

10.2 Beispiele:

a) Ist B Boolesche Algebra und O + aeB, so ist [a) := {xeBl x> a}
ein Filter auf B. Solche Filter nennt man Hauptfilter.

b) {XcN| N\X ist endlich} ist ein Filter auf P(N).

¢c) Ist F ein Filter auf der Booleschen Algebra B und xeB ein Ele-
ment mit x¢F und x' ¢ F, so gilt: der Filter F_ := {yeB| y 2 a-x
fiir ein acF} ist.der kleinste unter den Filtern G mit FcG und

xeG.

Ist B eine Boolesche Algebra, so bezeichnen wir mit F(B) die Menge

aller Filter auf B. F(B) wird mit der mengentheoretischen Inklusion

" C"

zu einer Halbordnung (F(B), <). : e

10.3 Definition: Sei B eine Boolesche Algebra. Ein Ultrafilter auf B

ist ein maximales Element von F(B). (Dual dazu ist der Bégriff des

Primideals.)
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Es ist unmittelbar einsichtig, daB fiir ein aeB der Filter [a) genau
dann ein Ultrafilter ist, wenn a ein Atom von B ist. Zum Beweis, da8
es stets Ultrafilter gibt - auch wenn keine Atome zur Verfiigung stehen -

wird das Auswahlaxiom bendtigt, das wir in der Form des Zornschen Lemmas*)

benutzen:

10.4 Lemma: Sei B eine Boolesche Algebra, FcB ein Filter auf B.

Dann existiert ein Ultrafilter U auf B mit FcU.

Beweis: Wir zeigen, daB die Menge
F := {6cB| G ist Filter auf B und FcG},

die wegen FeF offensichtlich nicht leer ist, induktiv geordnet ist. Sei
also @ % kcF eine totalgeordnete Teilmenge von F. Wir behaupten:
Uk ¢ F.

Zundchst muB gezeigt werden, da8 Uk ein Filter auf B 1ist. Seien

x,y ¢ \Jk. Es gibt FI,F, ¢ kR mit x € F/ und yeF, Da R total-
geordnet ist, kann o.B.d.A. F‘ < F2 angenommen werden. Es folgt

X,y € F2 und x-y € Fz c Uk.

Ist x e \/k und yeB mit y2x, so gibt es ein F, e R mit x ¢ F,
und man hat y ¢ F, ¢ Uk.

Da schlieBlich offenbar auch 0 éUk gilt, ist Uk als Filter auf B
nachgewiesen. Trivialerweise ist auch F ¢ Uk.

Somit folgt \Jk ¢ F, und es ist bewiesen, daB F induktiv geordnet
ist. 4

Nach dem Zornschen Lemma gibt es nun in F ein maximales Element U. Es
ist klar, daB U ein Ultrafilter ist, der F enthdlt,

Fiir das Weitere wollen wir einige weitere charakterisierende Eigenschaf-

ten von Ultrafiltern bereitstellen:

10.5 Lemma: Sei F ein Filter auf der Booleschen Algebra B. Dann
sind die folgenden Bedingungen Hquivalent:

(1) F ist ein Ultrafilter.

(ii) Fir jedes xeB ist xeF oder x'¢F,.

(iii) Ist =x+y ¢ F, so muB xeF oder yeF gelten.

*)

Dieses setzen wir hier - zusammen mit den in ihm verwendeten Begriffen
- als bekannt voraus.
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Beweis:

(i) impliziert (ii) (siehe auch 10.2 c)): Hitte man ein x mit x¢F
und x' ¢ F, 8o wire F ein F echt enthaltender Filter, F konnte
somit kein Ultrafilter sein.

(ii) impliziert (iii): Sei x+y ¢ F, jedoch x¢F und y¢F. Aufgrund
der Voraussetzung folgt x' ¢ F und y' ¢ F, also x'.y' = (x+y)' ¢ F,
was (x+y).(x+y)' = Oe F und damit einen Widerspfuch ergibt.

(iii) impliziert (i): W¥re F kein Ultrafilter, so gidbe es einen Filter
G mit F ; G. Flir x ¢ G\F folgte dann x' ¢ G und somit x' ¢ F,
jedoch x+x' = 1¢F. Dies ergidbe einen Widerspruch zu (iii), wonach xcF

oder x' ¢ F sein miiBtey -

Wir kommen nun zu einem allgemeinen Darstellungésatz:'
10.6 Satz: Sei B eine Boolesche Algebra, UF(B) die Menge aller
Ultrafilter auf B. Dann ist die Abbildung

y: B > P(UF(B))
mit ¥(b) := {F ¢ UF(B)| beF}

ein injektiver Homomorphismus, also ein Isomorphismus von B auf die
Unteralgebra ¢(B) von P(UF(B)).

Da Unteralgebren von Potenzmengenalgebren auch Mengenkﬁrper genannt wer-r

den, kann man 10.6 verkiirzt so ausdriicken:

Jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einem Mengenkdrper.

Beweis von 10.6: Zund#chst muB gezeigt werden, daB Yy ein Homomorphismus

ist. Angesichts von 10.5 ist dies sehr einfach: z.B. folgt mit (iii) so-
fort /

¥(b,+b,) = {F ¢ UF(B)| b +b, ¢ F}

2
= {F ¢ UF(B)| b, eF} u {F e UF(B) | b, € F}

und damit y(b +b,) = (b)) U ¥(b,).

Ebenso k8nnen die anderen Bedingungen leicht nachgepriift werden.

Es bleibt die Injektiviti#t von ¢ nachzuweisen.

Sei b1 + b2. Wir kénnen o.B.d.A. bl £ b2 annehmen. Wir zeigen, daB es
einen Ultrafilter in W(b‘) \ﬂ(bz) gibt.,

Zun3chst folgt bl-bé % 0, denn aus bl'bé = 0 wiirde folgen

bl = bl'(b2+b£) = blb + blbé = b b

2 L und b] < b2, was ein Widerspruch
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whire. Mit 10.4 erhalten wir nun die Existenz eines Ultrafilters U, der
den Filter [blbé) (siehe 10.2.a) enthdlt. Offenbar gilt b, € U und
b2 ¢ U, d.h. Ue w(bl) \W(bz).

Anmerkung: Da in einer atomaren Booleschen Algebra fiir jedes Atom a
der Hauptfilter [a) der einzige Ultrafilter ist, der a enthdlt, ist

10.6 die pr#zise Verallgemeinerung von 9.6.

Wir geben uns mit 10.6 noch nicht zufrieden und wollen die zu der Boole-
schen Algebra B isomorphe Unteralgebra von P(UF(B)) genauer beschrei-

ben. Dazu bedienen wir uns der Sprache der Topologie.*)

Zunichst ist es eine leichte Ubung, sich folgendes zu iiberlegen: Ist U
ein Ultrafilter auf der Booleschen Algebra B, so ist die Abbildung

oyt B~+12 mit

I, falls xeU
¢U(X) 1=
0, falls x¢U

ein Homomorphismus von B auf 2; ist umgekehrt ¢ ein Homomorphismus
von B auf 2, so ist w-l({l}) ein Ultrafilter auf B, und es gilt

=¢ -1 .
v ({1})
Man kann folglich UF(B) mit der Menge Hom (B,2) der Homomorphismen

von B auf 2 identifizieren.

Fassen wir nun 2 = {0,1} als topologischen Raum mit der diskreten Topo-
logie auf, so ist 2 kompakt. Nach dem Satz von Tychonoff ist damit auch
2 kompakt.

In 10.7, 10.8 und 10.6" werden wir von einer gegebenen Booleschen Algebra
B und der mit der diskreten Topologie versehenen zweielementigen Boole-

schen Algebra 2 ausgehen.
'10.7 Lemma: Hom (B,2) ist eine abgeschlossene Teilmenge von IB.

Beweis: Aufgrund elementarer Tatsachen beziiglich Produkttopologien folgt,
daB die Mengen der Form U(b i) s= {f ¢ IBI f(b) = i} (beB, ie2) eine
’

Subbasis von !B bilden; die endlichen Durchschnitte solcher Mengen bil-

*)

Die topologischen Grundbegriffe werden hier als bekannt vorausgesetzt.
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den eine Basis. Wegen 2 \U(b iy - ) hat man: die Elemente der

Subbasis (und mithin auch der Basis) :?nd offen und abgeschlossen in 2
der Raum !B ist also total unzusammenhidngend. Da der Durchschnitt von
abgeschlossenen Mengen stets wieder abgeschlossen ist, brauchen wir zum
Beweis von 10.7 nur zu zeigen, daB jeweils die Menge derjenigen Abbildun-
gen B > 2, die mit einer der Booleschen Grundoperationen vertrdglich
sind, eine abgeschlossene Teilmenge von ZB ist. Betrachten wir die Kom—

plementierung:

{f ¢ 28] £(b') = £(b)' fir alle beB} ist nichts anderes als

M0 0 Tpr,1)) ¢ T,y " Ueor,000] DB

also abgeschlossen.

Entsprechend argumentiert man fiir die anderen Operationeng

Wir kdnnen nun auch schlieBen, daB die Mengen der Form

T, := {¢ ¢ Hom (B,2)| ¢(b) = 1}  (beB)

eine Subbasis des mit der Relativtopologie versehenen Raumes Hom (B,2)
bilden (siehe Ubungsaufgabe 37). Das System der Mengen Tb ist unter end-
lichen Durchschnitten abgeschlossen (dies ergibt sich aus der Homomorphie-
eigenschaft der Elemente von Tb) und bildet also eine Basis des - wegen
10.7 kompakten - Raumes Hom (B,2). Da jede der Mengen Tb offen und ab-

geschlossen ist, ist Hom (B,2) total unzusammenhingend.

10.8 Lemma: Sei & c Hom (B,2). ¢ ist genau dann offen-abgeschlossen,

wenn es ein beB mit ¢ = Tb gibt.

Beweis: Sei ¢ c Hom (B,2) offen-abgeschlossen. Da ¢ offen ist, ist
¢ Vereinigung von Mengen der Form Tb. Da ¢ abgeschlossen und somit
kompakt ist, gibt es bl""’bn € B mit ¢ = Tb U oo U Tb . Es folgt

i n
LA N
1 n

Betrachtet man nun nochmals Satz 10.6 und benutzt die Entsprechung von
Ultrafiltern auf B und Homomorphismen von B auf 2, so erhdlt man:
10.6* Satz: Die Abbildung y: B -+ P(Hom (B,2)) mit

Y(b) := {¢ € Hom (B,2)| ¢(b) = 1}

ist ein injektiver Homomorphismus. ¥ ist ein Isomorphismus von B auf

den Mengenkdrper der offen-abgeschlossenen Teilmengen des kompakten total
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unzusammenhéngenden topologischen Raumes Hom (B,2).

Aufgrund obiger Tatsachen nennt man einen kompakten total unzusammenhin-

genden topologischen Raum auch Booleschen Raum.

Offensichtlich bilden die offen-abgeschlossenen Mengen eines Booleschen -

Raumes X stets eine Boolesche Algebra, die man mit Bx bezeichnet und

die zu dem Booleschen Raum X \duale Boolesche Algebra nennt. Entsprechend

heiBt der Boolesche Raum Hom (B,2) der zu B duale Boolesche Raum.

10.9 Darstellqupsatz von Stone:

o . & . -
a) Ist B eine Boolesche Algebra, so ist BHom(B,l) B, d.h. die dua

le Algebra zum dualen Booleschen Raum ist isomorph zu B; die Abbildung

's B » BHdm(B,Z)

mit T(b) := {¢ ¢ Hom (B,2)]| ¢(b) = 1}

ist ein Isomorphismus.

b) Ist X ein Boolescher Raum, so ist Hom (Bx,l) ¥ X, d.h. der duale
Boolesche Raum zur dualen Booleschen Algebra ist homSomorph zu X; die
Abbildung

A: X - Hom (BX’I)V

. l f A
mit A(x)(A) := {o’ f:ﬁ: :EA
‘ ]

ist ein HomBomorphismus.

Es sei noch angemerkt, daB sich die in 10.9 beschriebene "Dualit#t" auch
auf die Morphismen ausdehnen 148t: einem Homomorphismus zwischen Boole-
schen Algebren 148t sich auf natiirliche Weise eine stetige Abbildung zwi-
schen den entsprechenden Booleschen Riumen (allerdings "in umgekehrter
Richtung") zuordnen - und umgekehrt. Man spricht in einem solchen Fall
von einer Dualit#t zwischen der Kategorie der Booleschen Algebren und der

Kategorie der Booleschen Riume.

Zu 10.9 bleibt anzumerken, daB wir nur a) gezeigt haben (mit 10.6*). Der

Beweis von b) sei als (anspruchsvollere) bung empfohlen.
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Ubungsaufggben:

36. a) Sei ¢: B+ C ein Homomorphismus zwischen Booleschen Algebren.
Man zeige, daB ¢-‘({0}) ein Ideal, ¢-l({l}) ein Filter auf B
ist.

b) Zeige: Ist F ein Filter auf der Booleschen Algebra B, so gibt

es eine Kongruenz O auf B mit F = [1]o.

37. Sei B eine Boolesche Algebra, beB und ie2. Man setzt
T .y = {¢ € Hom (B,!)I ¢(b) = i}. Zeige, daB es zu b,,b, € B
(b,1) 1°72
i, i i i T . .) =T .
und i,j € 2 stets ein beB gibt mit (b],1) n T(bz,J) b, 1)
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§ 11. FREIE BOOLESCHE ALGEBREN _

n
Wir betrachten nochmals die Boolesche Algebra 22 der Schaltfunktionen.

Dabei sei die natiirliche Zahl n beliebig vorgegeben. Mit ™.

(i =1,...,n) haben wir die i-te Projektion xiz: 2" + 2 bezeichnet.
n

Nach 4.2 gilt fiir ein beliebiges f ¢ 22

CCI a
f = E . o * hee °* ﬂn,
1 n

(a],...,an)eT(f)

Wie an fritherer Stelle bereits erwidhnt, besagt dies unter anderem, da8
n
] von der Menge {n],...,wn} erzeugt wird. Wir zeigen als nichstes,
n
das !2 die grdBte Boolesche Algebra ist, die von einer n-elementigen

Teilmenge erzeugt wird.
11.1 Satz: Sei B eine Boolesche Algebra, bl""’bn seien Elemente

zn

von B. Dann gibt es genau einen Homomorphismus ¢: 2 -+ B mit

¢(m;) = b, fir i ='1,...,n, nimlich

o o n
$(E) = 2w b " fur alle £ 2 |
(@)seeera )eT(E) -

. n )
Beweis: Wenn ¢ ein Homomorphismus von 2z in B mit w(wi) = bi

(i=1,...,n) ist, damn gilt

a a
o) = ¥ 2 . cr

(al,...,an)eT(f) !

a o
- :E:::: w(m) . ces W(wn) "

(al,...,an)eT(f)

z : 0.1 a
= bl i eee ° bn ’
(al,...,an)eT(f)

n
d.h. wenn es iiberhaupt einen Homomorphismus ¢: !! - B mit w(ni) = bi

(i =1,...,n) gibt, dann muB dieser wie im Satz angegeben definiert wer-
den und ist;damit eindeutig bzw. gleich ¢. DaB die oben definierte Funk-
tion ¢ tatsdchlich ein Homomorphismus ist, kann leicht nachgerechnet
werden: z.B. folgt wegen T(f+g) = T(f) u T(g)



' o a
o(f+g) = Z b ... - b "

(al,...,un)eT(f+g)

- : ba"-...~ba“+ Z: bal-...-b:n

(@50 rs0 ) eT(E) ! R CHARRIE Y 1¢9 !

= ¢(£) + ¢(8),

11.2 Folgerung: Sei B eine Boolesche Algebra, bl"“’bn € B. Dann
besteht die in B von {bl""’bn} erzeugte Unteralgebra aus allen Ele-

menten der Form

S, Cp.D
l LI I 3 . n ’

(al,...,an)es
wobei S die Teilmengen von 1" durchliuft.

Beweis: Man braucht sich nur klarzumachen, daB <{bl""’bn}>B gerade

n
das Bild ¢(lz ) des in 11.]1 angegebenen Homomorphismus ist,

Wir kﬁnﬁen hier festhalten, daB 11.2 ein einfacheres Verfahren zur Be-
rechnung der von {bl,...,bn} erzeugten Booleschen Unteralgebra liefert
als das in 2,10 angegebene.

L
Der in 11.1 angegebene Homomorphismus ¢: 2° + B ist offenbar genau

dann surjektiv, wenn {bl""’bn} ein Erzeugendensystem von B ist. Da-

mit ist klar, daB eine von n Elementen erzeugte Boolesche Algebra hdch-
n
stens 22 viele Elemente haben kann.

11.3 Definition: Sei B eine Boolesche Algebra, bl""’bn € B.

{bl"°"bn} heiBt ein freies Erzeugendensystem von B, falls die Abbil-

n
dung ¢: !z

+ B aus 11.1 bijektiv ist, d.h. falls sich jedes Element

aeB auf genau eine Weise in der Form
ST e
a= b]‘ el ® bn
(al,...,an)es

darstellen 14B8t. Eine Boolesche Algebra heifit frei, wenn sie ein freies

Erzeugendensystem besitzt.
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, s -
{ﬂl,...,ﬂn} ist ein freies Erzeugendensystem von Zz . Aus 11.1 und

11.2 erhdlt man:

11.4 Folgerung: Eine endliche Boolesche Algebra ist genau dann frei,
n
wenn sie fiir ein gewisses n isomorph zu !z ist.

Da eine endliche Boolesche Algebra bis auf Isomorphie schon durch die An-
zahl ihrer Elemente bzw. durch die Anzahl ihrer Atome festgelegt ist

(siehe Ubungsaufgaben 34 und 35), kdnnen wir auch schlieBen, daB die Ei-
' n
genschaft, frei zu sein, gleichbedeutend ist damit, 22 viele Elemente

bzw. 27 Atome (fiir ein gewisses n) zu haben.

Es soll nun ein einfaches Kriterium dafiir angegeben werden, da8 eine Men-
ge {bl""’bn} von Elementen einer Booleschen Algebra B ein freies

Erzeugendensystem der von ihr erzeugten Unteralgebra ist:

11.5 Satz: Fiir eine Boolesche Algebra B und bl""’bn e B ist

{bl"“’bn} genau dann ein freies Erzeugendensystem von <{bl,...,bn}>B,
a a
wenn fiir alle (al,...,an) . gilt b]l * aee ® bnn $ 0.

Beweis: Ist {bl""’bn} freies Erzeugendensystem von {bl""’bn} B*
n

so muB wegen der Isomorphie dieser Unteralgebra zu 22 stets

o, a

bl1 * eee bné 4+ 0 sein. Fiir die Umkehrung zeigen wir, daf unter der

a a

Voraussetzung b]I * ees * bnn + 0 (fiir beliebiges (al,...,an) € Zn)
n

der in 11.1 angegebene Homomorphismus ¢: 22 + B injektiv ist, womit

n
dann die Behauptung folgt. Seien f£f,g € 2! mit f % g. O0.B.d.A. kbnnen

wir ein (Y],...,Yn) € T(f)‘\T(g) nehmen. Wire nun ¢(f) = ¢(g), so
wiirde folgen

Y Y, Y Y o o
bl]~...'bnn-bll'...'bnn . :. bll-...-bnn
(@y5eee 0 )ET()

Y Y _ | o a
L T Z: p.l....b D
n n

(al’.. . ,an)eT(g)

a a Y Y
- Z: (bll'...'bn“)°(bl1-...'bnn)
(al,...,an)eT(g) ‘

0 wegen (Y 5..-5Y,) £ T(8)s
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Anmerkung: Es ist leicht zu sehen, daf unter den Voraussetzungen von
a a
11.5 die Elemente der Form bl1 el * bnn ((al,...,an) € 2“) die Ato-

me der Unteralgebra <{b1,...,bn}>B sind; selbstverstidndlich miissen die-

se nicht notwendigerweise Atome von B sein.

11.6 Beispiel: Wir betrachten die Potenzmengenalgebra P({1,2,3,4,5}).
B, = {1,2} und B, = {2,3,4,5} bilden kein freies Erzeugendensystem der
von ihnen erzeugten Mengenalgebra, denn es ist i}!Wié = {3,4,5}n {1} = @.
Dagegen ist die von Cl = {1,2,3} wund 02 = {2,3,5} erzeugte Unteralge-
bra frei, demn es gilt: C nC, = {2,3}, C nC, = {1}, Elrmcz = {5},

1 1 2
Clt102 = {4} - keiner dieser zu betrachtenden Durchschnitte ist leer.

Die Niitzlichkeit freier Algebren liegt vor allem darin, daB die allgemei-
ne Gliltigkeit von Gleichungen an ihnen getestet werden kann. Als Vorberei-

tung formulieren wir die‘folgende Konsequenz von 11.1 und 11.4:

11.7 Folgerung: Ist {b],...,bn} ein freies Erzeugendensystem der
Booleschen Algebra B und sind CysesssCy Elemente einer Booleschen Al-
gebra C, so gibt es genau einen Homomorphismus y: B + C mit

w(bi) =c;, fir i=1,...,n.

11.8 Satz: Sei {bl""’bn} ein freies Erzeugendensystem der Booleschen
Algebra B, p(xl,...,xn) und q(xl,...,xn) seien Boolesche Terme. Ist
po(bys.vasb ) = q(by,.uyb ), s0 folgt p =g, duh.

pc(c],...,cn) =q (cl,...,cn) fir beliebige Elemente CpseeesCy einer

Booleschen Algebra C.

Beweis: Fiir gegebene CpsesssCy in einer Booleschen Algebra C betrach-
ten wir den aufgrund von 11.7 existierenden Homomorphismus : B + C mit
w(bi) =-c; fir i =1,...,n. Es folgt

pCleysenene) = pCGH(B,),eeu b)) = 9O 5uub))

= 4% ® b)) = W e b®)) = Ol psiiie)y

Wir wollen noch einmal zu dem Problem zuriickkehren, fiir zwei vorgelegte
Boolesche Terme p(xl,...,xn) und q(x],...,xn) zu entscheiden, ob die
Gleichung "p=q" in allen Booleschen Algebren gilt. Wir wissen aus 4.11,
und es folgt nochmals aus dem Stoneschen Darstellungssatz, da8 man nur

nachzupriifen braucht, ob die Gleichung in der Booleschen Algebra 1 gilt.
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Mit Hilfe von 11.8 kdnnen wir nun nachweisen, da8 man die Giiltigkeit von

)

"p=q" auch mit Hilfe der bekannten Venn-Diagramme nachpriifen kann:”

11.9 Zur Beweiskraft von Venn;Diggrammen:

Sei X das Innere eines Quadrats in der euklidischen Ebene. Wir betrach-
ten Teilmengen Bl""’Bn von X, die sich darstellen lassen als Innen-
gebiete von doppelpunktfreien, geschlossenen, glatten Kurven in X. Sei-
en p(xl,...,xﬁ) und q(xl,...,xn) Boolesche Terme.

Um nachzupriifen, ob
c Cc
P (cl,...,cn) = q (cl,...,cn)
fiir beliebige Elemente CpsseesCy einer Booleschen Algebra C gilt, ge-
niigt es nach 11.8, ein Venn-Diagramm zu betrachten, in dem die Mengen

B,,...,B_ ein freies Erzeugendensystem der von ihnen erzeugten Unteralge-
1 n

bra von P(X) bilden, und nachzusehen, ob in diesem Beispiel

F®@,...5) = FPa,,....8)

gilt.
Nach 11.5 ist ein Venn-Diagramm (in diesem Sinne) genau dann beweiskridf-
tig, wenn
o a_ -
1 n
B, n...nB X

ist fiir alle (u],...,un) e 2.

Beispiele beweiskréftiger Venn-Diagramme:

n=2 n=3 n-a

*)

Eine ausfiilhrliche Behandlung dieser Thematik findet man in dem Aufsatz
von A. Kirsch: Venn~Diagramme und freie Boolesche Verbdnde; in: Der
Mathematikunterricht 18/2 (1972), 15-33.
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Beispiele nicht-beweiskrdftiger Venn—Dia;Eamme (n=3):

Wie man sieht,-zeigen die oberen (beweiskriftigen) Diagramme jeweils Men-
gen "in allgemeinster Lage", wihrend in den beiden unteren Diagrammen

spezielle Beziehungen zwischen den dargestellten Mengen bestehen.

bungsaufgaben:

38. Sei B eine von {b],...,bn} erzeugte Boolesche Algebra,
r a a
(a‘,...,an) e 1. Man beweise, daB das Element bll * eee 'bnn ent-

weder gleich O oder ein Atom von B ist.

39. Begriinde, daB die Boolesche Algebra P({1,2,3,4}) frei ist, und

gib ein freies Erzeugendensystem an.
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LUSUNGSVORSCHLAGE ZU DEN UBUNGSAUFGABEN

I,

a) z + ((x+y")-((x"-y)+y))

b) z + ((x+y')-((x'-y)+y))

m

z + ((x+y')-y)
z + (x°y) + (y'.y)

z + (xy);

vereinfachter Schaltkreis:

1
—J

B st

—{ > 1Y

a) u' + (u")!'

u' « (u')’

1 nach (8) und
0 nach (8),

also ist (u')' ein Komplement von u'. Da andererseits auch u

mn

ein Komplement von u' ist und Komplemente eindeutig sind (siehe
Seite 9), folgt (u")’

u.

b) (u-(v#+w))' = u' + (v#w)' = u' + (v'.w') folgt nach den De Morgan-

schen Regeln.

Fiir Teilmengen A,B von X ist (A=>B) = AuB. Es ist (A=>B) =X

bzw. AuB = X offenbar genau dann der Fall, wenn AcB gilt.

Dag die Menge {0,b,b',1} abgeschlossen ist, kann leicht nachgerech-
net werden.
Es ist <¢>B = {0,1}, da {0,1} die kleinste abgeschlossene Menge

ist.

Sei k die kleinste Mﬁchtigkéit eines Erzeugendensystems von T30‘

Offensichtlich gilt k=22, da jede von einem Element erzeugte Unter-
algebra einer Booleschen Algebra nach 4. hichstens vier Elemente ha-
ben kann. Andererseits gilt aber ({2,3}>T = Type wie man mit Satz
2.10 nachpriift. Folglich ist k=2. 30

6 Gumm/Poguntke, Boolesche Algebra
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. Es ist die Abgeschlossenheit von C = {bx| xeB} u {b'+x| xeB} nach-

zupriifen. Wegen O = b0 und 1 = b'+]l folgt sofort 0,1 € C. Wir

zeigen nur die Abgeschlossenheit unter der Multiplikation, fiir +

und verlaufen die Beweise #hnlich. Abkilirzend wird C] = {bx| xeB}

und C, = {b'+x| xeB} gesetzt. Seien a,,a, € C.

1. Fall: a,a, € C]. Es existieren X sX, € B mit a, = bxl und

a, = bxz. Daraus folgt aa, = (bx])-(bxz) - b'(x‘xz) und somit
aa, € C] c C.

2, Fall: a, € Cl’ a, € C2. Es existieren X|,X, € B mit a,
™ ' - = . A = . 1 -
und a, b +X,. Man erhidlt aa, bxl (b +x2) b (xlxz) und wie

= bxl

der aa, € Cl c C.

3. Fall: a,a, € CZ‘ Hier ist a = b'+x1 und a, = b'+x2, also

2

aja, = (b'+x;)-(b'+x,) = b' + X% und damit aa, € C, c C.

Nehmen wir an, (@EM); u, n, , #, N) sei von den endlich vielen
Teilmengen 'Sl""’sn erzeugt. Darunter seien o0.B.d.A. Sl""’sk
endlich und sk+l""’
lich). Dann ist EQ) auch von den endlichen Mengen

S, "koendlich" (d.h. ihr Komplement ist end-

S],...,Sk, §;:T,...,§;' erzeugt. Deswegen k¥nnen wir 0.B.d.A. von
vornherein annehmen, daB8 Sl""’sn allesamt endliche Mengen sind.
Mit B :=S5 v...uS und Ubungsaufgabe 6 haben wir nun, daf
C=C,uC, mit C, = {BnX| X ¢ E®N)} und C, = {BuX| X ¢ EWN)} ei-
ne Unteralgebra ist, die die Elemente Si,...,Sn (die in C

enthdlt, folglich

1 liegen,

({Sl""’sn}> c C.
EN)
Ein Widerspruch ergibt sich nun daraus, daB wir C $ E(N) zeigen
kdnnen: Ist b ein beliebiges Element von WN\B, 8o ist zwar
Bu{b} ¢ E(N), jedoch gilt Bu{b} ¢ C, (wegen Bu{b} ¢ B) wund
Bu{b} ¢ C, (da jedes Element von C, koendlich ist).

a) Ker ¢ = {(Sl,SZ)I ceSlnSZ} u {(SI,SZ)I- ceS

‘rwsz}

b) Ker ¢ = {(r,s)| 5 teilt r und s} u

U {(r,s)l 5 teilt weder r noch s}

c) Ker ¢ = {(r,s)| r=s} = {(r,r)] reTy)

(triviale Kongruenz) .
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13.

14.
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Es gibt nur eine Abbildung einer nichtleeren Menge B 1in eine ein-

elementige Menge; diese ist offensichtlich ein Homomorphismus. Ihr
Kern ist BxB.

a) (AI’BI) € 0 und (Az,Bz) € O heifit:

Ai und B, unterscheiden sich in hdchstens endlich vielen Elem.
und

A, und B, " " " " " " "
Dann gilt:

A,UA2 und BIUB2 " " " " " " "
sowie

AlnAz und B nB, " " " " " " "
und

A! und B! " noom o " nooom

1 1
b) [@Je ist die Menge aller endlichen Teilmengen von X.

Man kann die Kongruenzeigenschaften fiir GF nachweisen wie in 10.
Man kann aber auch Satz 2.23 ausnutzen, denn man hat (mit © wie in
10) (AI’B ) € © genau dann, wenn (w(A ), w(B )) € GF gilt. Das
heiBt, da8 unter ¢ die Kongruenz © auf die Relatlon GF in !
abgebildet wird. Da ¢ ein Isomorphismus ist, fiihrt er auch Kongru-

enzrelationen in Kongruenzrelationen tiber.

AcB heift: AnB = A, Ist ¢ ein Homom.rphismus mit ¢(B) = O,
so hat man: ¢(A) = ¢(AnB) = ¢(A)-¢(B) = ¢(A)-0 = O.

= L4 '
£(x)5x),%5) = (x]°%)°x5 + x{x,%3 + x,x)x 3)

g(x],xz,x3) - (x;x2x3 + XX xé +

2
1 X XX3 + X X,%3) " .

Schaltfunktion:

X, X, | x4 h(xl,xz,x3)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

- ' 1 v
h(xl,xz,x3), (xlxzx3 + X XpX, + x]x2x3 +x 1 XX 3)
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15. Schaltfunktion:

X, 1% | %, pz(xl,xz,x3) pl(x‘xzx3)'
0 o 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 0

Da T(pz(xl,xz,x3)) so groB ist, stellen wir pz(x,,xz,x3)' dar
und komplementieren anschlieBend.

2 i - V'lz .
Man erhdlt p (xl,xz,x3) (x1x2x3) und damit

2 , .
P (xl,xz,x3) = (x;xixé)'! = (xI + x, + x3)?.

16. Sei p = (xl+xzx3)(x;x2+xé)'. Dann gilt

- '3 - . . \
P = (x+x,%3) ((x]X,) "*x;) = (X +X,x3) * (X,4%;) °Xy

1 ] LA W |
(x‘xl + XX, + X,X, X, + x2x3x2) X,

' 1yt 1
xlxa + x1x2x4 + xlx2x3x4

11}
_F
o~

o
~N
+
»
N=-
o/
~~
o]
w
+
]
[#% ]
~
&“0
+
_ﬁ
»”
N -
”~~
™
w
+
o
(A =
A d
35-
+
K
o
ol
L

"
Ry
x
N
N
w
e
&
+
™
M

'
+ xlx2x3x4

m
_F
o]
~N
o]
b&
F
+
-
»

1,1 ~ Tyt
+ xlx2x314 + xlx2x3xa .

X, X, X3 X, xl+x2x3 (x;x2+x4)' P
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 o 0 0
0 0 1 o) 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0
0 1 0O 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 1 1
1 0 | 1 1 0 0
1 1 0 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 B
1 1 1 1 1 ) 0
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= ] \j | . |
Also p = X%, x3x4 + xlx2x3 4 b X XpXaX, + X X, X4 4 .

Konjunktive Normalform:

p = (x +x2+x3+x ) (x +x2+x3+xh)(x +x2+x5+x4) (x +x +x! +xl‘)

«(x +x2+x3+x ) (x +x2+x3+xa)(x +xi+x3+x )(xl-l-x +x +x4)
x

1
C(X] Xy PXPX]) (X]HRYIRIIK]) (R{R)FRIAR)) (K] 4243 343,)

Sei p=xy' +x'y+yz' +y'z und q =xy' + x'z + yz'.

Dann hat man:

x y z|p' g Es folgt p° = qb,
00070 0 also p ; q und somit

g ? (l) } : p 5 q mit Folgerung 4.11.
o1 11}1 1

1 0 O 1 1

1 0 1 1 1

1 1 O 1 1

1 1 1 0 (4}

p ©q ist gleichbedeutend mit p-q = p (vgl. 5.7).

Aus p-q = p folgt p+q = p'qtq = q.
Umgekehrt hat man auch, daB8 aus p+q = q folgt: p-q = p-(p*tq) =

a) poq bedeutet p+q = q (siehe Ubungsaufgabe 18).
Damit hat man auch p + (q+r) = (q+r), also p o q+r.

b) Aus poq und por folgt p°q =p und p°r = p. Man
hat dann p-q‘r = p, also p 6 q-r.
Dual zu b):

c) paq und r q heiit p+q

q und r+q = q. Also ist

p+tq+r = q, somit p+r+q = q und p+r & q.

PS4q helﬁt T(p ) T(q L.

Wegen T(p ) = T(p ) hat man p C>p (Reflexivitat)

Aus PSq und q o r hat man T(p ) ¢ T(q ) ¢ T(r ), also

T(p ) '1‘_(r, ), was gleichbedeutend ist mit p o r (Transitivitidt).

P, und p, sind Produktterme. Ist P, ein Teilterm von P;» 80
gibt es einen Term r mit P;  Py°T. ‘

Es folgt p]i’p2+...+pk E= p2r+p2+p3+...+pk = p2+p3+...+ Py-



22. a)

. b)

x;x2x3x£
x;x2x3xa
X X%3 *
X X Xq +

'
xlx4 + x2

+ xlx2x3 +'X

+ x]x2x3 + X

' '
x2x3x4 + X.X

174

' '

174

X3.

xlx2x3x

| . )
X 1 x3x4x5
xl x2x3x4

x;x5x3x4x
1%2%3%

xlxéxsxz

X X, XqX,

5
X. X, X + X. XX, X
17374
+
+

wx b)“" w
F

™

¥
™
NN e

i &

v 1
+ x]x2x3x5 + X

' |
+ xlx2x3x4x5 +

'+ x'x, =

174~

“‘

M
M wu

+

p. S

X XXX T

1
+ xlx2x3x5 + XZX3X4X5 + x1x3x4

1¥2%X3%g

1!
xlxzxaxs .

t
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24, x, stehe fiir den Prdsidenten.

xlx2x3x4 f(xlsxz’x3’x‘.)
0000 0
0001 0
0010 0
0011 0
0100 0
0101 0
0110 0
0111 1
1000 0
1001 1
1010 1
1011 1
1100 1
1101 i
1110 1
1111 1
- 1 ] ] ] : ] ] L ]
P "1"2"3 4 * X XX3%, X EEgE, * X XpXg¥, * E XpEg¥, *
' .
X XXX, + X X XX, + X X XgX,
= Tt , ' ' ' 11
= x‘xzx3x4 + xlx2x3x4 + xlx2x3x“ + x1x2x3xa + xlx2x3x4 + x‘x2x3x4
t
XX XX, + X XpXaX, + X XoX, + "1"3 s X XXy ¥ XXX,
- ' ) ' ] ]
= X XpK, + X XgXp + X XoX3 b XXX, 4 XXX 4 X XoX, X XX, +
XIXZKB + xlx3x4 + x]xzx4 + xlxa + xlx3 + X X2
E XXX, t XX, XXy P XXy

Da keine Variable komplementiert vorkommt, kann kein Term liberfliis-

sig sein. Der Term ist also minimal.

25, (ax => ay) => (y => x) = (xVy) = (ayVx)

1

A(xVvay) vV (qy vx)
(AxAy) vV (qy Vx)
(xVAayvx) A (yVayVvx)

! A 1 E 1

(11}

(1]

1]

26. a) Sind pl,pz,p3 die Aussageformen in M‘, so gilt etwa
0,1,1) € T(H n T(pz) n T(p3)
Folglich ist M, konsistent. _

b) T(-‘(y => z)) = {(0, l ,0),(1,1,0)}. Beide Elemente sind nicht in
T(pl) n T(pz) n T(p3) Es folgt, da8 M, v {+(y => 2z)} wider-
spriichlich ist. _ ,

c) M, u {y => z} ist konsistent. Zum Beispiel ist (0,1,1) wieder
in T(y = z) n T((p,APZAP3) )
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28.
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Es stehe

x, filr: WeiBer Niederschlag fidllt,
X, fiir: Natrium vorhanden,

Xq fiir: Ammoniak vorhanden,

X, fiir: Eisen vorhanden.

.

Wir haben folgende Aussageformen:

Py = x, = (xzvx3), Py = X, => X,, Pg i (xl‘Axl) => X, und
P, ™ X, (denn wir wissen, daB ein weiBer Niederschlag fillt).

Wir bestimmen den Trdger von P;AP,AP3 AP, (dabei verkiirzt sich

die Tafel, da x, = 1 sein muB):

xl xz x3 xl‘ ‘Ix‘ Vx2Vx3 x2Vx4 '-ml"‘o'-lxl V-:x3 pl ApzAp3Ap4
0 0 O 0 o 1 0
o 0 1 0 1 1 0
0O 1 0 1 0 1 ¢}
0o 1 1 ] 1 0 o
i 0O 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 0

Mit Folgerung 4.8 ergibt sich

P AP, AP3AD, =X

(1]

I~A X, A ((-ux3 A ”"‘4). v (-nx3 A x4) v (x3 A "xl;))

X AX, A ﬂ(x3 Axl;)‘

1]

Auf jeden Fall ist also Natrium vorhanden, aber nicht gleichzeitig

Ammoniak und Eisen.

Man findet z.B. fiir die zusammengesetzten Operationen d(x,0,y) und

 d(0,x,1) die Tafeln

x_y | d(x,0,y) x | d(0,x,1)
0 0 0 o 0 1
o1 1 . und 1 0

1 0 ]

11 1

Somit gilt fiir alle x,y ¢ {0,1}, da8 d(x,0,y) = x+y und

d(0,x,1) = x' ist. {+,'} ist aber eine adliquate Menge von Opera-
tionen, demnach also auch {d,0,1}. |

{d,0} ist nicht addquat, da z.B. fiir jede aus diesen zusammengesetz-

te Operation f(xl,...,xn) gilt: f£(0,...,0) =O.
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29. Ist R ein Boolescher Ring, dann ist (R,+) eine abelsche Gruppe,
auf der der Kdrper GF(2) (bestehend aus den Elementen 0 und 1)
operiert vermSge O°x =0 und l-'x = x. Die Vektorraumaxiome
prift man leicht nach. Ist R endlich, so hat R als Vektorraum

endliche Dimension k, und folglich gilt: [R| = 2K,

30. Fir a,b e T gilt offenbar sup {a,b} = kgV(s,b) und

inf {a,b} = ggT(a,b). Damit verifiziert man leicht, daR

(Tn; kgV, ggT) ein distributiver Verband ist. Ist

a, a, oy
P, " Py o -'pk die Primzahlzerlegung von n, so gilt: Tn
ist genau dann Boolesch, wenn n quadratfrei ist, wenn also-

ap =0y = .. -0 = 1 1ist.

Beweis: Ist n quadratfrei, so ist offenbar ~% ein Komplement von
x in T Ist n nicht quadratfrei, also n = pi-r, so hat p;-°r
kein Komplement in Tn; denn widre x ein Komplement von p.r, 80

miifte pilx gelten wegen kgV(pir,x) = n. Andererseits hitte dies

aber ggT(p,r,x) $ 1 zur Folge.

Beispiel: n = 12, T_= {1,2,3,4,6,12)

ist keine Boolesche Algebra,
* denm 22 = 4]12.

31. Aus x(y+z) = xy'+ xz folgt:

(x+y) (x+z) = (x+y)x + (x+y)z = x(x+y) + z(x+y)
= X 4+ 2x + zy
= x + zy

= x + yz.

Die Umkehrung ist dual.
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a) Sei M= {xl,...,xn} und a := Xp 4 X+ el +x .
Wir behaupten: a = sup M.
Offenéichtlich gilt x. < a fiir alle i, also ist a eine
obere Schranke. .
Sei b eine beliebige obere Schranke von M. Wir erhalten
b 2'11,...,b 2 X also b 2 X+ ... x = a; somit ist a
die kleinste obere Schranke.

Dual hat man x, * el ° x = inf M.

b) Da der Verband endlich ist, ist 1 das Supremum und O das In-

fimum aller seiner Elemente. Beide existieren nach Teil a).

Sei xeV und x + 0. Wir suchen ein Atom a < x. Ist x schon

ein Atom, so sind wir fertig. Ansonsten gibt es ein Element x, mit

;< % (Wir schreiben u<v, falls us<v und u+v ist.)

Ist x, ein Atom, so sind wir fertig. Ansonsten gibt es ein x,

mit O < X, <'xl < x. Ist X, kein Atom, so suchen wir uns ein

Xy ... usw, Dies kann nicht unendlich lange weitergehen, da V

- endlich ist. Also miissen wir irgendwann bei einem Atom X angelangt

sein. Selbstverstidndlich ist x < x.

Ist B eine endliche Boolesche Algebra, so gilt nach 9.8, da8

B ¥ 2" ist. Damit genligt es, die Atome von 2" zu zHhlen (Isomor-
phismen bilden Atome auf Atome ab). Die Atome von 2" sind aber ge-
nau die n-tupel (al,az,.f.,an); fiir die genau ein a; = 1 und

alle anderen aj = 0 sind. Es gibt genau n solche Tupel.

Dies folgt unmittelbar aus 9.8, denn beide sind isomorph zu 2" fiir

dasselbe n.
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(i) Sind b,,b,

auch (b +b;) = $(b)) + ¢(b,)) = O und b +b, ¢ ¢ ({o}).
(ii) 1Ist b, 2b, und b, € ¢-l({0}), so folgt

¢(b2) :l¢(bl°b2) = ¢(bl)-¢(b2) = 0°¢(b2) = 0 und somit auch
b, € ¢ ({0}). |

(iii) Wegen (1) =1 ist 1 ¢ ¢ ' ({o}).

Mit (i) - (iii) ist ¢ '({0}) als Ideal nachgewiesen. Dual

zeigt man, da8 ¢'l({1}) ein Filter ist.

b, € ¢ ' ({0}), so gilt ¢(b) = 4(b,)) = 0, also

Die Relation © auf B definieren wir durch die Festsetzung:
fir x,y ¢ B sei genau dann xO0y, wenn (x'+y)(x+y') ¢ F ist.
Wir behaupten, da8 © eine Kongruenzrelation mit F = [1]©
ist,
1. © ist eine Aquivalenzrelation:
Reflexivitdt und Symmetrie sind sofort klar.
Sei nun x0y und yOz, also (x'+y)(x+y') ¢ F und
(y'+z)(y+z') € F. Es folgt (x'+y)(x+y')(y'+z)(y+z') ¢ F.
Wegen (x'+y)(x+y')(y'+z)(y+z') = xyz + x'y'z' und =
xz + x'z' 2 xyz + x'y'2z' hat man xz + x'z' = (x"+z)(x+z') ¢ F
und x0z. Damit ist auch die Transitivitdt gezeigt.
2. © ist eine Kongruenzrelation:
Sei xOy, also (x'+y)(x+y') € F.
Wegen (x'"+y)(x+y') = (x"+y')(x'+y") ¢ F hat man x'ey'.
Seien x6y und ulv, d.h. (x'+y)(x+y') € F und
(u'+v) (u+v') € F, also
a = (x"+y) (x+y") (u'+v) (u+v') = (xy+x'y')(uv+u'v') -
xyuv + xyu'v' + x'y'uv + x'y'u'v' ¢ F.

Andererseits hat man
b = ((x+u)' + (y+v)) ((x+u) + (y+v)')

= (x'u'+y+v) (x+u+y'v')

= x'y'u'v' + xy + yu + xv + uv 2 a,
also beF, was gerade x+u0Oy+v bedeutet,
Entsprechend hat man
c = ((xeuw)' + yv)e(x-u + (y-v)')

= (x'+u' + yv)(x-u + y'+v')

= x'y' + x'v' + y'u' + u'v' + xuyv 2 a,
also ceF; und das bedeutet x-uOy-v.
@ 1ist also eine Kongruenzrelation. _
3. [1]6 = F: Dies ergibt sich daraus, daB xe[1]0 bzw. x0l

gleichbedeutend ist mit (x'+1)-(x+1') ¢ F, also mit xeF.
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Weil die ¢ Homomorphismen sind, gilt offenbar T
fir beliebiges beB. '
Also kann man fiir i,j € 2 immer -b-l ,"B‘z finden mit

®,0) =~ T, 1)

To,0 " Te, " T, " 16,0

Wir behaupten:

T - nT =T~ — .
TS PRI S PRI S JR D

Ist ndmlich ¢ ¢ T nT,~— so gilt ¢('€]) = 1 und

®,,0 " "¢,
¢(T;2) = 1, also ¢('5'l‘§2) = ], mithin ¢ € T

(b,-b,, 1"
Umgekehrt, wenn ¢ € ‘l'(gl 'Fz,l)— ist, so folgt

1 = ck(gl "5'2) = ¢(§l)'¢(32). Deswegen mufi gelten ¢(-51) = ] und

¢('52) =1, also ¢ € T(Fl’l) n T(B'z,l)'

a Q

Wir nehmen an, es sei bll - ... b "

n > 0, und dieses Element sei

o a
auch kein Atom. Dann gibt es ein xeB mit 0 < x < bll' 'bn .
Nach Folgerung 11.2 gibt es eine Teilmenge S c 2" mit

X = Z: bYI * eee * b:n.

1
(Yyseeesyy)eS
’ % %n
Offenbar gilt (al,...,an) ¢ S, denn sonst miiBte b] * eee 'bn < x
sein. Man erhiélt nun
o o
x-x-(bl' . c b

L BN BN ) n
Y1 Yn, . % %
= : (bl e bn)'(bl * e bn)
(Y,,...,Yn)es

.= 0

und dies ist ein Widerspruch.

Nach 11.4 und den anschlieBenden Bemerkungen ist P({1,2,3,4}) iso-
2

morph zu Zz und frei.
Fir B, := {1,2} und B, := {2,3} gilt B,nB, = {2}, 'ilnnz = {3},
Bln'ﬁ2 = {1}, flnfz = {4}. Mit 11.5 kann daraus geschlossen werden,
das {B],Bz} ein freies Erzeugendensystem von P({1,2,3,4}) ist.

(Es gibt zwSlf verschiedene solche Erzeugendensysteme.)
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VERWENDETE SYMBOLE

(In dieser Aufstellung bezeichne X eine Menge, B eine Boolesche Alge-
bra, T einen topologischen Raum, © eine Kongruenzrelation auf B, ¢
eine Abbildung, f eine Schaltfunktion, p einen Term, a ein Element

aus B, 'ai e {0,1}.)

A. Boolesche Algebren B. Andere Strukturen
P(X) 9 B(X) 25
EX) 13 : Tn 61
B(T) 13 . F(B) 66
'I‘30 13 UF(B) 68
<X)B 16 Hom(B,2) 69
B/© 20
X 21
22
1 23

C. Spezialle Relationen und D. Spezielle Abbildungen

' Teilmengen ' ‘
¢e 21
@ 9 L 22
¥ 18 pB 25
ker ¢ . 20 _B 27
Lale 20 X o) 27
GF 23 ) 1’ *“n
1), TGP 27 5 (p) 35
: 30. v(p) 35
= 30 d(x,y,z) 55
1Y 36
< 56 E. Verkniipfungen
v(a) 63 VoA, 9
[a) 66 a® 27
=> 46
A 52
4 54
sup 57
inf 57

7 Gumm/Poguntke, Boolesche Algebra
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