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Lésungen zum 10. Ubungsblatt zur Analysis I

10.1:
Zu (1): Da die Exponentialreihe auf R gleichmi8ig konvergiert, gilt
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Zu (2): Wegen der gleichmifBigen Reihenkonvergenz darf wieder gliedweise integriert werden:
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n>0

Zur Berechnung der einzelnen Summanden benutze das folgende Theorem der Vorlesung (spe-
zielle Variablensubstitution)
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ergibt eingesetzt
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Da ¢ 1-periodisch ist, stehen unter der Summe %4" gleiche Integrale, d.h.
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In die Reihe eingesetzt:

/05 O(z)dz = Z S / i % /01 o)t = 2/01 o

n>0

Nebenrechnung:

/Olcp(t)dt - /O tt + /;(1 _tydt
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SORIRCHEIONE
Damit folgt
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Zu (3): Sei 0 < y < 1 zunichst fest gewihlt. Dann konvergiert fiir alle z mit |z| < y die Reihe
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welche daher gliedweise integriert werden darf.
Das Integral

I(y) = /Oy A

14 22

ist sogar fiir alle 0 < y < 1 wohldefiniert, da der Integrand stetig, also eine Regelfunktion ist.
Und die Abbildung

[e%

y
I:00,1] — R, y—I(y):= /0 1$—$2dx ist nach Vorlesung stetig. (1)

Fir0 <y <1 gilt

1= [ | X0k ) ao

k>0

=> (-1* (/Oy wa”’“dx)

k>0

— Z(_l)k 1 ya+2k+1
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Diese Reihe konvergiert aber nach dem Leibnizkriterium sogar noch fiir y = 1. Mit dem Abel-
schen Grenzwertsatz gilt, wenn 0 < y, <1, y, — 1,

m/ n) =
k>0a—|—2k+1

Mit (1) folgt daher
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10.2:

Zu (1): Sei f:[0,1] — R definiert durch f(z) := 2?sin1 fiir z # 0 und f(0) := 0 und g die
Funktion der Aufgabenstellung. Dann gilt f(z) = g(z) fiir alle z # 0. f ist als Komposition
stetiger Funktionen stetig in allen z # 0, aber auch in z = 0. Denn sei z,, € (0,1], z, — 0.
Dann folgt

0 < |f(zn)| = < |zn|* — 0

1
x2 sin —
Tn

und mit STAB also lim f(z,) = 0 = f(0). Damit ist f auf [0,1] stetig, also Regelfunktion. Es
gibt eine Folge von Treppenfunktionen 7, auf [0, 1] so dass T, W f. Definiere S, (0) := g(0) =2

und Sp(z) = Ty () fir alle z € (0,1]. Dann sind auch die S,, Treppenfunktionen, und es gilt

Sh W g, d.h. g ist auch Regelfunktion.
Noch kiirzer: Definiere T' : [0,1] — R durch 7'(0) := 2, T'(z) := 0 sonst. Dann ist 7' Treppen-

funktion, also Regelfunktion, und g = f 4T, also g Regelfunktion, da die Regelfunktionen einen
R-Vektorraum bilden.



Zu (2): Sei f die Funktion der Aufgabenstellung. Wére f eine Regelfunktion, so gibe es zu
0 < € < % eine Treppenfunktion T auf [0,1] mit ||f — T|| < e. Zu T gébe es eine Partition
0=ty <t <...<ty,=1und Konstante y; € R mit T'(z) = y; fiir alle x € (t;_1,t;).

In (to,t1) gibt es ein Z mit Z < . Fiir alle rationalen 0 < z < Z gilt f(z) = z < 3 und
£@) — | < [If =Tl < =}, olglich s < f(@) +e < 3+ 4 = &

Fiir alle irrationalen 0 < z < Z gilt f(z) =1—2 > 1—§ und |f(z) —y1| < ||f — T|| < &, folglich
y1 > f(z) —e>1— % — § =3, ein Widerspruch.

Zu (3): Zur Regelfunktion f : [a,b] — R gibt es eine Folge von Treppenfunktionen 7;, mit

T, W f. Nach Aufg. 9.3. folgt hieraus 7}, T f. Offenbar sind die T, aber wieder Treppen-

funktionen. Also ist f Regelfunktion.
Noch kiirzer: f ist monoton wachsend, und alle monotonen Funktionen sind Regelfunktionen.

10.3:
Zu a) Sei s > 1. Dann ist

1
fi[l,0) >Ry, z— e monoton fallend.
Es folgt fir alle n € N} und alle z € (n,n + 1)

. 1 .
Th(z) = und Ty (z) = 5 also sind die Ty,, T, Treppenfunktionen auf [1,7n] und

(n+1)3
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Zub) f:z— zis ist stetig auf [1,7], also Regelfunktion. Aus T}, < f < T, folgt daher
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also fir s > 1
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was zu beweisen war, sowie fiir s = 1 die bekannte Abschitzung
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Aus (2) folgt daher fiir n — oo
1

S —

0<((s)—1<

1 < ((s) , d.h. die andere Behauptung.



Zu c) Hieraus folgt sofort

1 1
1l =6 - o

C(s) — <{(s)—(C(s) = 1) =

d.h. |¢(s) — s——1| <1, was zu zeigen war.

Multiplikation mit |s — 1| liefert
[(s = 1)¢(s) =1 < [s =1

Wenn nun s, > 1 und s, — 1, dann folgt hieraus
[(sn = 1)¢(sn) = 1| < |sn — 1| — 0

also lim(s,, — 1){(s,) = 1.

10.4.
Zu a) Nach Vorlesung gilt

sin(z + y) = sinz cosy + cos siny (3)

also auch sin(z — y) = sinz cos(—y) + cos(z) sin(—y). Da cos eine gerade, sin eine ungerade
Funktion ist, also

sin(z — y) = sinz cosy — cos zsiny
Dies zu (3) addiert, liefert
sin(z + y) + sin(z — y) = 2cosysinzx (4)

Zub) Sei f:[-1,1] — Ry, z — V1 — 2?2 und die Partition von [—1,1] wie in der Aufgaben-
stellung.
Definiere fiir n € N, die Treppenfunktion 7, : [-1,1] — R durch

Tn(x) := V1 —zp fiir € [z, 2541), k=-—n,--- ,n—1, Tp(z,) :=0= f(z,)

Dann gilt fiir z € [zg,2g+1), kK = —n,--- ,n — 1, wenn man z = sint setzt,

To(z) — f(z)| = |y/1 — 22 — V1 — 22| = |{/1 —sin®ty — V1 —sin® ¢| = | costy, — cost|

Da cos stetig ist und ¢ € [tg,txy1) fiir © € [z, Txr1), gibt es nach Vorlesung ein 7 zwischen
und ¢ mit

|costy —cost| = |cosT|- |ty —t| < |tk — tpt1] = %
Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein NV € N so dass 5y < . Dann gilt

|Tn(z) — f(z)| < e fiir alle n > N und alle z € [zg, 1), k= —n,--- ,n—1
und damit ||T,, — f|| < € fiir alle n > N, d.h.

T, W f, also auch



/_ 11 T, (z)dz —» /0 1 V1 — 22dz. (5)

n—1
/ z)dr = Z \/1— 22 (kg1 — 2) Z costy(sintgy1 — sinty)

k=—n k=—n
1 n—1 n—1
=5 ( Z 2costgsintyy) — Z cos ty, sintk>
k=—n k=—n
1 n—1 n—1
=3 ( D [sin(thar + te) + sin(terr — tx)] — Y [sin(t + ) + sin(ty — t)]
k_—n k=—n
Z _ 2k+1 in T 122 %k
== sin — | — = sin —
2n 2 2n
k—fn k=—n

Die erste Summe besteht aus 2n Summanden, summiert also sin 5~ genau 2n mal auf. Wir
erhalten damit

1 n—1 n—1
2 1 2k —2k
/ Ty(z)dx = g . Fn sin% + 3 sin ——— ( + E sin T
-1 k=—n k=—n

Setzt man j := 2k + 1, so summiert die erste Summe iiber alle ungeraden j zwischen —2n + 1
und 2n — 1. Zu jedem j tritt auch —j einmal in der Summe auf. Da sin ungerade ist, heben sich
die Summanden paarweise weg, und die Summe ist Null.

Setzt man m := 2k und beachtet, dass sin 22"” = (0 ist, so summiert die zweite Summe iiber alle
geraden m zwischen —2n und 2n. Wieder heben sich die Summanden paarweise weg, bis auf
den Summand mit m = 2k = 0, der wegen sin(0 = 0 aber auch verschwindet. Also ist auch die

zweite Summe gleich Null. Es bleibt

Mit yp, := 5. folgt y, — 0, somit nach Vorlesung

1 .
T sinyy, ™
T, (z)dz = = - — =
/1 n(x) ! 2 Yn 2

Mit (5) ergibt sich

1
/ V1—22ds = =
0 2
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