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Lésungen zum 11. Ubungsblatt zur Analysis I, Nachtrag

11.5:
Sei f : [a,b] — R von beschrinkter Variation, und seien z, 2’ € [a,b], z < z'.
(1) Beh: Vi(z) < Vy(a'), d.h. V} : [a,b] — R ist monoton wachsend.

Beweis: Ist p: a = ) < t1 < ... < t, = x eine beliebige Teilung von [a, z], so ist p U z’ eine
Teilung von [a, z'], und

n—1
Z [ (tR) = Ftr)l < D0 1F () =tk + [f (@) = f(a)] < Vi(a')
k=0

Da Vy(z) das Supremum des 1. Terms in dieser Ungleichungskette ist, genommen {iiber alle
Teilungen p von [a,b], folgt Vi(z) < Vy(z'). O

(2) Beh: (Vi = f)z) < (Vi = f)(z"), d.h. V§ — f : [a,b] = R ist monoton wachsend.
Beweis: aus Vi(z)+ < |f(z) — f(z)| < Vi (2") folgt

Vi = N(a') = (Vp = N(z) = (Vi(a') = Vi (@) - (F (@) — f(2))
If( ) - ()I—(f(:v’)—f(:v))

IV vl

Sei Mon[a,b] := {f : [a,b] = R|f ~ oder f \;}

und BV{a,b] :== {f : [a,b] = R|f von beschrankter Variation}.

Aus (1) und (2) folgt, dass fiir jedes f € BV[a, b] gilt: f = Vy—(Vy—f) mit Vy, Vi— f € Mon|a,b].
Da z.B. auch sin auf [0,27] von beschrinkter Variaton ist, aber nicht monoton, ist die Diffe-
renz von zwei monotonen Funktionen i.a. nicht mehr monoton, insbesondere ist Mon[a,b] kein
R-Vektorraum, aber:

(3) f e BV]a,b] C span (Mon|a,b]).

Sei umgekehrt f € Monla,b]. Dann ist f von beschrinkter Variation auf [a,b] mit Vi(z) =
|f(z) — f(a)| fir alle z € [a, b], folglich Mon[a,b] C BV |[a, b]. Insgesamt:

BV|a,b] = spanMon]a, b].



