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Lésungen zum 11. Ubungsblatt zur Analysis I

11.1:

E f : [a,b] — R monoton wachsend. Definiert man noch f(a—) := f(a) und f(b+) := f(b),
so gilt fiir alle z € [a,b] f(z—) < f(z) < f(z+), mit Gleichheit iiberall genau dann, wenn f in
z stetig ist. Umgekehrt folgt: f unstetigin z & f(z—) < f(z+) & f(z+) — f(z—) > L fiir ein
geeignetes n € N (Archimedes). Damit gilt

D:[JDn

n>1

Nach einem HILFSSATZ (s. Losung zu 8.5) gilt

Die Vereinigung von hochsten abzihlbar vielen hochstens abzidhlbaren Mengen ist héchstens
abzéhlbar. (1)
Bleibt zu zeigen: Jedes D, ist abzdhlbar.

Beweis hierzu: Sei k € N, derart, dass es z1,...2; € D, gibt mit a <21 <29 < ... <z < b.
Dann folgt

fla) < f(z1—) < f(z14) < fm2—) < flzet) < ... < flap—) < flzet) < (D)
also

k
F0) = fla) > Y (flait) — flai—)) > k- %
=1
d.h. k< n-(f(b) — f(a)) und damit #D, < n - (f(b) — f(a)) < oco.

Da jedes Intervall in |J [n,n + 1] enthalten ist, und in jedem [n,n + 1] hochstens abzéhlbar
nez
viele Sprungstellen enthalten sind, folgt mit obigem Hilfssatz (1), dass die Behauptung auch fiir

beliebige Intervalle richtig bleibt.

11.2:
f :[a,b] — R stetig = f auf [a, b] gleichmiBig stetig. Zu ¢ > 0 gibt es daher ein § > 0, so dass

|ﬂ@—f@ﬂ<%ﬁndbeMMk£€hﬁhmﬂw—ﬂ<6

Wihle N so, dass I’_Ta < §. Da nach Voraussetzung t;, = a + kb;—“ ist, gilt fiir alle n > N

b—a
i — 1| = 1)
tk+1 — til — <
also |f(z) — f(tx)| < § fiir alle ¢ <z < t441 und alle &
Mit der Definition von T), folgt |f(z) — T (z)| < § fiir alle z € [a,b], d.h. ||f —¢,]| < § <e.
11.3:
f i [a,b] — [A, B] stetig und bijektiv :> f streng monoton. Sei (E f streng monoton wachsend.

Nach Vorlesung ist dann auch f=! : [A B] — Ja,b] stetig und streng monoton wachsend,



f(a) = A und f(b) = B. Damit sind f und f~! Regelfunktionen, d.h. die Integrale iiber f und
f ! existieren. Bleibt zu zeigen:

b B
/ f(2)da + /A F ()dy = b (b) — af (a)

Seim € N, beliebig und € > 0 gegeben. Anwendung von Aufgabe 11.2 liefert: Es gibt ein N € N
und zu jedem n > N eine Partitiona =20 < ... < 2 < 241 < ... < zp = b, zg :a—i—kb_T“
fir alle &,

dazu eine Treppenfunktion 7" : [a,b] — R, definiert durch

T(z) := f(zg) fir zp <z < xf41, k=0,...,n—1, T(a) = f(a) =B

derart, dass ||T' — f|| < e.

Setze yi := f(zx), kK =0,...,n. Da f streng monoton wachsend und f(a) = f(z¢) = A sowie
fb) = f(zp) =B,ist A=yp < ... <yg < Ygy1 < ... < yp = B eine Partition von [4, B].
Definiere dazu die Treppenfunktion T : [A, B] — [a, b] durch

T’(y) = T+l fir Yk <Y < Yg+1, k= 0,...,n—1, T’(A) = f_l(A) =a
Zu jedem y € (A, B] gibt es ein k € {0,... ,n — 1} mit y; <y < yg,1- Da f~! streng monoton
wachsend ist, folgt

ok = Hyk) < FHY) < FHYke1) = T

und somit | f~*(y) — T'(y)| = [F ' (y) — wr11| < |2k — zp1a| = L2 fiir alle y, insgesamt ||/~ —

T'|| < e
Fiir die Integrale folgt daraus die Abschitzung

(/ fa)do + / o) - ([ Ta)ds + [ W )|

/ '(f (@) - T(a))de / ) - (y))dy‘

A

<If=TI-Gb—a)+f =T (B-A4)
b—a

n

<

+

<elb—a)+

(B —4)

Fiir die Integrale iiber die Treppenfunktionen ergibt sich

b B n—1 n—1
[ T@dst [Ty = Y )i~ )+ Y ok — )

A k=0 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
= Z YeTk+1 — Z YkTk + Z$k+lyk+1 - Z YkThk+1
k=0 k=0 k=0 k=0
= TnYn — ToYo = b(f(b) - a’(f(a’)
Aus beidem folgt

b—a
n

a=|(f s [7 1 way) - 000 - ar@)] <6 - 0+ =0 -

2



fiir alle n > N und damit A < (b — a). Da dies wiederum fiir alle € > 0 gilt, folgt A = 0.

11.4:
Zu (1):
. z3sinz o 3sinz\ [z3sinz
X = €X
Plaz+1 ey e
z3sinz\ (23sinz) - (2% +1) — (z3sinz) - (22 + 1)’
= ex :
Plaz+1 (22 +1)?
z3sinz\ (3z%sinz + 23 cosz)(z? + 1) — (23 sinz - 27)
= exp :
z? +1 (22 + 1)
z3sinz (z* 4 3z2)sinz + (2% + z3) cos x
= ex :
Plaz+1 (@2 + 1)
Zu (2):
1
(%) = (exp(zlogz))’ = exp’(zlogz) - (zlogz) = exp(xlogz) (1 -logz + - —)
T
=z"(logz + 1)
Zu (3):
r?sinl — 1 1
f'(0) = lim ——2—— = lim zsin — = 0, denn \a:sm—| <l|z|] —0
T—0 z—0 z—0 x

! NI of . 1 ! 1 1 -1
r#0: f'(z) =(2°)'sin— + 22 (sin - | =2zrsin— +z?cos — - —
x x x T
1
= 2xsin — — cos —
z z

Zu (4): f kann hochstens dort differenzierbar sein, wo f stetig ist. Sei z, — z.

z#1: f(z, — 22, falls z, € Q, aber f(z,) — 2z — 1, falls z,, ¢ Q. Wire f stetig in x, so
wiirde folgen, dass 2 = 2z — 1, dies ist aber nur fiir z = 1 erfiillt. Widerspruch. Also ist f nicht
differenzierbar in allen z # 1.

flan) —f(1)  [Bt—z, 412, z,€Q

Daher existiert limw =f'(1) =2



