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Lésungen zum 5. Ubungsblatt zur Analysis I

5.1.:
Zu (1): Sei 0.B.d.A. z >y, also s(z+y+ |z —y|) = 5(z+y+ (z — y)) = v = max{z,y}.
Zu (2): Es gilt
L+fz] = 1+ly+(@—-y)|<1+yl+|z—yl <
< I+l +lz—yl+yllz—yl =0+ [y + ]z -yl
Division der Ungleichung durch (1 + |y|)(> 0) liefert die Behauptung.
Genauso beweist man die Formel min{z,y} = (z +y — |z — y|).

Zu (3): Multiplikation der zu beweisenden Ungleichung mit dem (positiven) Hauptnenner
fithrt zu der dquivalenten Ungleichung

[z +yl(L+ [2))(1+ Jy[) < [2|(1+ [y (1 + [z +y)) + |y[(1+ |2[) (1 + [z + y])

Ausmultiplizieren nach dem Distributivgesetz und anschliessendes Subtrahieren gleicher
Summanden auf beiden Seiten fiihrt weiter zur dquivalenten Ungleichung

|z +yl < fo| + |yl + []lyllz + y[ + 2[]y].
Diese aber ist sicher richtig, da ja stets |z+y| < |z|+|y| gilt. Damit folgt die Behauptung.

5.2.:
Zu (1): Kiirzen des Bruchs durch n* und Anwendung der Rechenregeln fiir Grenzwerte
liefert den Grenzwert —32.

Zu (2): Sei ay, :=+/n- (vn+1—1/n). an ist ein Produkt aus zwei Faktoren, von denen der eine
(ndmlich 1/n) gegen oo divergiert, wihrend der andere (ndmlich v/n + 1 — y/n) gegen Null strebt. Das
Konvergenzverhalten von a,, ist also nicht aus dem der einzelnen Faktoren errechenbar.

Erweitern mit v/n + 1 + y/n liefert fiir n > 1

vn 1
Ay = =
"Vntl+yn 1+21+1

Wegen 1 < 4/1+ 2 <1+ 1 hat 4/1+ & den Grenzwert 1, also hat a,, den Grenzwert 3.
Zu (3): Nach der Bernoullischen Ungleichung ist (14 )" > 1+ 1, folglich

o< () = () < ()

Daher ist (HLH)"2 eine Nullfolge.

Zu (4): Wegen




ist die Folge unbeschrinkt und daher nicht konvergent.

5.3.:

Da (a,) gegen a, konvergiert, ist die Folge beschrinkt und es gibt ein C' > 0, so dass
la,,| < C fiir alle n und |a,| < C.

Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein N € N, so dass |ay — a,| < § fiir alle kK > N.
Wegen a, = Z—ﬁ - a, gilt

n

1
M, —a, = E n+1(ak—a*)
k=0

1 n
M, —a,| < —— — ay
Mol < g Dl

Sei nun n > N. Fiir k = 0,...,N — 1 schiitze |ax — a.| < |ag| + |a.| < 2C, fiir k > N
hingegen |a; — a.| < 5. Dann folgt

1 1 ¢
My —a,| < > 20+ d o<
n—i—lk:O n+1k:N2
< L Ny (n—N)S <
P | n+1 2
N-2C ¢
n+1 2

Da (]Z f_lc) wegen des konstanten Zihlers eine Nullfolge bildet, gibt es ein N’ > N, so dass

Z'—ff < ¢ fiir alle n > N'. Insgesamt ist dann fiir alle n > N’

£ €
My, —a.] < =+ = =¢,

2 2
d.h. (M,) konvergiert ebenfalls gegen a,.
5.4.:
For € > 0 there exists N € N such that
la, — a,| <€ for alln > N.

Since 7 is a bijection of N, there are only finitely many n € N such that 7(n) < N. Hence
there exists M := max{n € N|n(n) < N}. For all n > M + 1 we have w(n) > N, hence

|Gr(n) — ax| < € foralln > M +1,

i.e. n > ar@) converges as well to a,.



