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Lésungen zum 8. Ubungsblatt zur Analysis I, Nachtrag

Vorbemerkung: Betrachtet man von der Dezimalbruchentwicklung der reellen Zahlen (die in
dieser Vorlesung nicht besprochen wurde) nur die Folge y = (y1,y2,---) der Nachkommazif-
fern (y, € {0,1,...,9}), so erhilt man, wenn man diese als eine abgekiirzte Schreibweise fiir
Y n>1 1w interpretiert, eine Darstellung fiir jede reelle Zahl z im Intervall [0,1). Wenn man
noch die Ziffernfolgen mit y,, = 9 fiir fast alle n weglisst, so ist die Darstellung eindeutig. Dabei
gilt: Die dargestellte reelle Zahl ist genau dann € Q, wenn die Ziffernfolge periodisch ist.
Genau die gleichen Sachverhalte werden in der Aufgabe behandelt, aber nicht mit der Bedingung
yn € {0,1,...,9}, sondern mit y, € {0,1}, d.h. es geht um die Darstellung der reellen Zahlen
€ [0, 1)als Dualzahl.Und es ergeben sich ganz entsprechende Resultate.

Niitzlich ist folgender
HILFSSATZ: Ist I eine hochstens abzihlbare Menge und X; hochstens abzdhlbar fiir jedes

i € I, so ist auch die Vereinigung |J X; hochstens abzdhlbar.
el
Beweis: Es gibt Surjektionen a : N — [ sowie ¢; : N — X, fiir jedes ¢ € I. Dann ist die
Abbildung
X : NxN— U X;
el
(nam) = X(na m) = Pa(n) (m)
eine Surjektion. (Sei z € (JX; beliebig. Dann gibt es wenigstens ein i € I mit z € X;. Zu i
i€l
gibt es wenigstens ein n € N mit i = a(n). Da ¢4, also eine Surjektion von N auf X ist, gibt
es ein m € N mit ) (m) = z.)

8.5.:
Fiir die Menge F aller Folgen y : N, — {0,1} gilt: F = {0, 1}, F ist iiberabzihlbar.

Zu (1): Die Menge der periodischen Folgen ist
P ={y € F|3pe Ny mit y, = yn4, fiir fast alle n € N}.

Zu jeder Folge y € P existiert daher ein m € N mit y,, = y,p fiir allen > m. (y1,... , yn, bilden
den nicht-periodischen Anfang der Folge, p gibt die Periodenléinge an.) Die Folge y ist durch
die Werte von y1,... , Ymyp vollstindig determiniert.

Setzt man fiir festes m Py, := {y € P|yn = Yn+p fiir alle n > m}, so folgt daher #P,, , = 2™FP,
also endlich. Es gilt P = |J P,,;, wobei m und p unabhingig voneinander N durchlaufen.

m,p

Da N x N abzéhlbar ist und jedes P, , hochstens abzdhlbar, ist P nach obigem Hilfssatz als
Vereinigung von hochstens abzdhlbar vielen hochstens abzdhlbaren Mengen selbst hochstens
abzahlbar.

Zu (2): Sei D die Menge der dyadischen und N := (D die Menge der nicht-dyadischen Folgen.
Wegen F iiberabzihlbar geniigt es zum Beweis der Uberabzihlbarkeit von D zu zeigen, dass N
hochstens abzéhlbar ist.

Zu jeder nicht-dyadischen Folge y € N gibt es ein m € N mit y, = 1 fiir alle n > m. Die Folge
ist also durch die Werte von y1, ... y,, vollstindig determiniert.



Setzt man fiir festes m Ny, := {y € N|y, = 1 fiir alle n > m}, so folgt #N,, = 2™, und wegen
N = |J N,, ist N nach dem obigen Hilfssatz hichstens abzihlbar.

meN
Zu (3): Fir y € D sei g := 4. Wegen y, = 0 oder 1 fiir alle n folgt § > 0. Da y dyadisch
n>1
ist, gilt y, = 0 fiir unendlich viele n, also § < Y 5= = 1, d.h. bild"C [0, 1).

n>1
Die Abbildung”: D — [0,1) ist injektiv: Seien y = (y,) und ¥’ = (y},) aus D gegeben mit § = .
Annahme: y # ¢'. Dann glbt es ein minimales m € N mit Ym #y B seiy, =0,y,=1 Es

folgtO—y—y—— Zyn Y2 und daraus 5 = Y, 27t “Un

Da y nicht-dyadisch, gibt es aber unendlich viele n > m mit y,, = 0, d.h. auch mit y,, —y!, < 1.
Daraus folgt Y. 2229 < 3~ & = 5, ein Widerspruch.

n>m n>m

Betrachte nun die Abbildung™: [0,1) — F, x — & = (&), wobei &, wie folgt definiert sei: Fiir
z € [0,1) sei z1 := &, Tpy1 = 22, — [22,] < 1. Dann setze &, = [2z,] fiir alle n > 1. Zu zeigen:
“ist die Umkehrabbildung von ".
Nach Konstruktion ist &, € {0,1} fiir alle n, also £ € F. Angenommen & ¢ D. Dann existiert
ein m > 1 mit &, = 1 fir alle n > m. Es ist aber z,1 = 2z, — &, fiir alle n. Daraus folgt
zunéchst 41 = 22, — 1, also Zy,41 — 1 = 2(2,, — 1) und induktiv 2,4 — 1 = 28(z,, — 1) fiir
alle £ > 1, also

| — 1] = Emtt=ll < 2 figr alle £ > 1
und damit z,, = 1, ein Widerspruch zu z,, < 1 fur alle n. Damit ist bild~“C D.
Die Komposition “o”ist daher eine wohldefinierte Abbildung [0,1) — [0,1).
Behauptung: "o” = id|g1).
Beweis: Sei z € [0,1) beliebig, also & = (%,) € D. Setze y := #. Dann ist § := z;lg—g € [0,1).

n

Zu zeigen: § = x. Dazu zeigen wir zunéchst: -

M =T — Z fiir alle n > 1. (1)

Beweis: Sei T := {n € N; |Beh. (1) gilt fiir n}.
n=1: z = z1, also z3 = 2x1 — [221] = 2z — [21]. Daraus folgt 32 = z — [2;“], dh. 1e€T.
Sei n € T, dann folgt

. n+1 .
Tnt2 _ 2Tn+1 — [2Tnp1] _ Tny1 Fppr Z Ty
on+l on+1 T 9n on+l z 9k’
k=1

also n + 1 € T. Per Induktion gilt die Beh. fiir alle n > 1. Daraus folgt 0 < z — >, 2—’,3 =

Tt < 5 — 0 und mit STAB & = limy 500 > 4 o, dh. z=17.

Damlt 1st o” = 1djg 1), insbesondere ist " eine Surjektion und damit eine Bijektion. Ausserdem

folgt "o (“o") = idjg1) o"="04dp, und weil "injektiv auf D ist, folgt hieraus“o" = idp. Damit ist"

die Umkehrabbildung von "

D iiberabzihlbar nach Teil (2), [0, 1) das Bild von D unter einer Bijektion = [0, 1) iberabzihlbar.

Zu (4): Sei y € P, also periodisch. Es existieren m,p € N; mit y, = ypp fiir alle n > m. Zu
zeigen: § € Q.
m+p—1

1-?)g=01-20) Y Y Sra-) Y 2 % _.A+B

k=1 lc>m—|—p



Wegen y;, € N ist A € Q. Bleibt zu zeigen, dass B € Q.

y y y U= Ukip N U
—(1_9P Ik _ Ik _ Ik Jk — Jk+p Jk
B=(1-2° Z 2% 2k o2%k—p ok 9%k

k>m+p k>m+p k>m+p k>m+p k=m
Wegen y,, = yn4, fiir alle n > m folgt B = — T;:fl *eQ

Sei umgekehrt § € QN [0,1). Zu zeigen: y € P.
Wegen Teil (3) geniigt es zu zeigen: Fiir jedes z € QN [0,1) ist & € P.
Beweis: z € QN [0, 1) besitzt eine Darstellung

L.

T = 7 mit ¢ € N} und 1 € {0,... ,q— 1}

Beh: Zu jedem =, existiert eindeutig r, € {0, ... ,¢ — 1} mit z, = .
Beweis induktiv: Wegen 1 = x ist die Beh. richtig fiir n = 1.
Ind.vor: Beh. richtig fiir ein n > 1. Dann gilt 0 < 2z, = 2% < 2.
Division von 2r, € {0,...,2p — 2} durch g mit Rest liefert: Es gibt eindeutig p, € {0,1} und
rn+1 € {0,...,¢ — 1} mit 2r, = p, - ¢ + rp+1. Nach Induktionsvoraussetzung folgt hieraus
2z, = 2% = pn + T”(;’l, 0< T”% < 1, folglich p, = [2zy] = &y, und zp41 = 22, — [22,] = T“%.
Also gilt die Beh. fiir n + 1 und damit fiir alle n.
Wegen r,, € {0,...,q— 1} fiir alle n kénnen die 7, nicht alle paarweise verschieden sein. Daher
gibt es m, p € Ny mit 7, = rypqp, folglich romipr1 = 2rmyp — 2rmyp] = 2rm — [2rm] = Tmt1,
induktiv: 7,4, = 7, fiir alle n > m. Wegen z,, = %” folgt zy1p = z, fiir alle n > m und wegen
Zn = [2zy] auch &,1, = &, fir alle n > m, also Z € P.

Zu (5): Setze z := 4 Nach Teil (3) gilt

3

1
xr — <2_n

k=1

2| &

Weiterhin ist 2% < 1073 fiir n > 10 = Zu berechnen bleibt & fir ¥ = 1,...,10. Mit

Tpt1 = 2Ty — [22,] = 22, — &y, folgt

g =z=Y2 = = [201] = [V2] =[1,41...] > i =1

T =211 — [#1]=V2 -1 = @y=[212]=[2v2—-2]=[0,82...] = Z2=0

T3 =2xy — [Z2] =2v2 -2 = Z3=[223]=[4vV2—-4]=[1,65...] = i3=1

Ty =213 —F3=4V2—-5 = d4=[21]=[8vV2-10]=[1,31...] = dy4=1
Weiterfiithren dieser Rechnung liefert eine beliebig lange Dualzahlentwicklung von z := ? Die

Werte von &5 bis Z19 ergeben sich zu 0,1,0,1,0,0. Die gesuchte abbrechende Folge mit 10
Elementen lautet also 1011010100, d.h. fiir y := (1,0,1,1,0,1,0,1,0,0... (lauter Nullen) ) gilt

1 1 1 1 1

A A TR TR
2
und g—% <1073,




