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Lésungen zum 9. Ubungsblatt zur Analysis I

9.1:
Zu a)

0 flirz=0

1 sonst

lim f,(z) = lim {/z = {

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert in [0, 1] also punktweise gegen die Grenzfunktion f mit
f(0) :== 0 und f(z) :=1 fiir z € (0,1].
Da alle f,, stetig sind in [0, 1], die Grenzfunktion aber nicht, ist die Konvergenz nicht gleichméBig.

Zub) Sei z € R und z,, := ;%5. Dann folgt lim z, = 0, und, da sin stetig ist, auch limsin(z,) =
sin(0) = 0, d-h. limgy(z) = limsin(;%7) = 0 fir alle z € R
Die Funktionenfolge g, konvergiert in R also punktweise gegen die konstante Funktion g := 0.

Wire diese Konvergenz gleichmifig, so miisste gelten lim ||g, — g|| = 0.

Nun ist |lgn, — gl = |lgnll = sup|gn(z)| < 1, weil |sin(z)| < 1 ist. Aber aus g, (Z(n+1)) =
T€R

sin (3) = 1 folgt ||gn|| = 1 fiir alle n, also lim||g, — g|| = 1. Damit ist die Konvergenz nicht

gleichméfig.

Zu c) Nach STAB gilt lim h,(z) = lim (z + %)2 = x? fiir alle z € [—1,1]. Die Funktionenfolge
(hy,) konvergiert also in [—1, 1] punktweise gegen die Grenzfunktion A mit h(z) := z? fiir alle z.
Die Konvergenz ist gleichméBig nach Dini, da h, \  h, oder auch, weil man sieht, dass

1\2
<w+—> —x2}: sup {
n z€[—1,1]

2 1
also ||hp, —h||=—4+—= =0

n o n2

2z 1
n n

|n = hll = sup {[hn(z) —h(z)|} = sup {

z€[—1,1] z€[—1,1]

Zu d)

1
= —— _l—— 0
leal %tmwum}en

Die Funktionenfolge (e,) konvergiert daher gleichmiflig gegen die konstante Funktion e := 0.
Zu e)

sin(kx)
Lo

D PE

k>1

D

E>1

Die Reihe ist wegen a > 1 gleichmifig konvergent nach dem Majorantenkriterium.

9.2: Wegen
23 > 0 < z > 0 < logz definiert,
ist die Fragestellung dquivalent zur Frage nach der eindeutigen Losbarkeit der Gleichung

logz +expr=y



fiir alle y € R. Da log und exp streng monoton wachsend und stetig sind, ist auch f := log + exp
streng monoton wachsend und stetig. Wegen der strengen Monotonie von f gibt es zu jedem
y € R hochstens eine Losung der Gleichung. Sei nun y € R gegeben. Es geniigt zu zeigen:

Es gibt 21,20 € R mit f(z1) <y < f(z2), (1)

denn wegen der Stetigkeit von f wird nach dem Zwischenwertsatz dann auch der Wert y von f
mindestens einmal angenommen.
Beweis von (1): Wihle z9 > max{1,y}. Dann gilt logzs > log1 = 0, also

f(z2) =logzy +expay >expry > 1412 >14+y>y

Wegen bild log = R gibt es ein z; > 0 mit logz; < —|y| — e < 0. Daraus folgt z; < exp0 =1
und exp 1 < e, also auch

f(z1) =logzi +expz; < (—|y[—e) +e=—|y <y.

9.3.:
Wegen f, € BX ist f, wohldefiniert (= existent). Aus f, W f, fn € BX fiir alle z € X, folgt

f € BX und daraus wiederum, dass auch f wohldefiniert ist.
Sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N € N so dass

ful@) — £(@)] < |Ifn — FIl < g fiir alle z € X und alle n > N 2)

Behauptung: ||f, — f|| < S <efirallen > N.
Beweis hierfiir: Zunichst folgt aus (2) dass

flx) < faulz) + % fiir alle z € X und allen > N (3)

fulz) < f(x) + % fiir alle z € X und allen > N (4)

Sei nun Z € X beliebig gegeben. Aus (3) folgt fiir alle n > N

f(@) = sup{f(2)|e < 7} < sup{fu(z) + S|o < 7} = fu(@) + 2,
also f(Z) — fn(Z) < §. Aus (4) folgt analog fiir alle n > N

fa(@) = sup{ful@)le < &} < sup{f (@) + Slo < 7} = ful@) +
also fn(Z) — f(Z) < § und damit insgesamt |f,(Z) — f[Z)| < & fiir alle Z € X und n > N, d.h.

1w — fIl = sup{|fu(2@) — f(2)|z € X} < g <e

wie behauptet. Da € > 0 beliebig war, konvergiert die Sunrise-Folge (f,,) gleichmiiBig gegen f,
den Sunrise von f.



9.4:
Zu a) Wegen [z +m + 3] = m + [z + 1], wenn m € Z, gilt

o(x +m) = () fir alle m € Z (5)

und diese Periodizititseigenschaft iibertrigt sich sofort auf alle

1
on R R, z— 4—n<,0(4”:1:)

sowie auf ® =) ., ¢n. Es geniigt also, die ¢, auf [0,1] zu betrachten.

[ 1] 0 firzel0,3)
T+ 5| = .. 1
1 firz e [3,1)

.. 1

s () = {x fi €10, )

1—z firzels1),
d.h. der Graph von ¢ = g besteht aus aneinandergereihten Zacken der Breite 1 und Hohe %,
Maximum bei z = 3 + k, k € Z. Daraus folgt [|¢|| = &, ® besitzt die gleichméBige Majorante
%Zn>0 4%, konvergiert also gleichmiiflig und ist daher stetig, da alle ¢, stetig sind.
Zu b)_Entsprechend besteht der Graph von ¢, aus aneinandergereihten Zacken der Breite 4%
und Hohe 3 - 4, Maxima bei z = 1 - 5 + £ (k € Z).
Da die Summe von stiickweise geradlinigen Funktionen wieder stiickweise geradlinig ist, beste-
hen die Graphen von o, pom+1 und von o, + wom+1 aus periodisch aneinandergereihten

Streckenziigen wie folgt (MaBstab 1: 3 + et ):

Graph von @a,, (= eine Zacke der Breite 3 ), von @am1 (vier Zacken der Breite szt ), und von @am + @2mi1
(fettgedruckt)

. . . 1 1 1 1 1 y
©2m + (p2m+1lst maximal bei x = (5 . 42—m — 5 . 427774—'H-) + )\W fiir alle 0 S A S 1



1
mit Wert — dort.

1
2 42m
Durch Aufsummieren folgt: ®2n11 = Y 1, _o(¢2m + P2m+1) ist maximal bei
n 2n+1 k
1 1 1 1 -1
=5 () =3 2 (7)
m=0 k=0
n n m
. 1 1 1 1
mit Wert Z 5 . 42—m = § Z (E) dort.
Durch Limesbildung folgt: ® = li_)rn D941 ist maximal bei
n o0

_ 1 —1\™ 1 1 2
w_§Z<T> =313

m>0

. 1 1\ 1 1 8
mit Wert 5 Z (E) = 5 . 1— 1 = E dort.
m>0 16

Aus der Konstruktion von Z ergibt sich, dass dies die kleinste Stelle > 0 ist, wo ® maximal wird.
Der Graph von @, = ¢y und ®; = ¢y + ¢1 ergibt sich aus obiger Skizze, wenn man n = 0 (also
den Mafistab 1 : %) wéhlt. Die Graphen von ®3 und ®4 ergeben sich durch Iteration:

Skizze der Graphen ¢, und @, (fettgedruckt) fiir n =0,1,2.



