KAPITEL 0. GRUNDLAGEN 13

0.1 Reelle Zahlen

Eine Verkniipfung auf () # G ist nichts anderes als eine Abbildung

x:GxG— G, (x,y)—xxy

Definition 0.1.0 (Gruppe) (G,*) Gruppe :<

GO: * ist eine Verknipfung auf G

Gl: vx(y*xz) = (x*y)*z fir alle x,y,z € G

G2: FEs gibt eine € G so dassexx =xxe =z fir allex € G

G3: Zu jedem x € G gibt es ein 2’ € G so dassx 1’ =2’ xx =¢
Ist aufSerdem

G4: xxy=yxx fir alle z,y € G so heifit G abelsche 8 Gruppe.

EX:

[1] (Z +) abelsche Gruppe bzgl. (n,m) — n +m.
2] 0 # X, Aut(X) :={f: X — szgektiv}

(Aut(X),0) Gruppe bzgl. der Komposition (f,g) — fog .
Die Automorphismengruppe ist i.a. nicht abelsch.

Lemma 0.1.1 Sei G eine Gruppe. Dann gilt:

(1) Das neutrale Element e ist 1-deutig bestimmit.

(2) Das zu x € G inverse Element &' € G ist durch x 1-deutig bestimmit.
Beweis: Vorlesung Lineare Algebra 1.

Folgerung 0.1.2 In jeder Gruppe gilt

(1) e =e
(2) (@) =
(3) (@xy) =y o

4) Zu a,b € G existiert genau ein x € G, nidmlich a’ xb , mitaxx =15 .
( g

Nils Hendrik Abel(1802-1829), norweg. Mathematiker
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Beweis: Vorlesung Lineare Algebra 1.

(4) besagt, dass fiir festes g € G , die Abbildung
G—Grx—gx*x
bijektiv ist.

Konvention bei (abelschen) Gruppen

*lel| o |zxy |xz*xx

+(0| —z |z—y | 2-x

127t | a/y x

Definition 0.1.3 (Koérper) (k,+,-) Korper :&
k ist eine Menge zusammen mit zwei Verkniipfungen

+ kxk—k (z,y)—xz+y ( ,Addition*)

skxk—k (z,y) - ay ( »Multiplikation®)

derart, das gilt:

(ADD) (k,+) abelsche Gruppe mit neutralem Element 0
(k" =k —{0})
(MULT) (k*,-) abelsche Gruppe mit neutralem Element 1

(DISTR) a-(b+c¢)=a-b+a-c
a+b)-c=a-c+b-c fir alleabc€k

Dass (k*,-) eine abelsche Gruppe ist, bedeutet insbesondere, dass die Mul-
tiplikation - das Produkt k* x k* nach £* abbildet.

EX:
1] (Z,+,) ist kein Korper
2] Q, R, C sind Kérper

3] {0,1

—

+ 0 1
010 1
111 O

— ol e
o OO
— O

Fy := ({0,1},4,e) Korper
[F5 Baustein fiir bindre Codes.
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Bemerkung 0.1.4 In jedem Korper gilt

(1) 1#£0

(2) x-y=0<x=0 oder y=0

(8) —(z-y)=(—x)-y=ux-(—y) insbesondere: x -y = (—x) - (—y) .
Beweis: (2): Ist x =0,s0ist 0-y=(0+0)-y=0-y+0-y, also
0=0-y+(—(0-9)=(0-y+0-y)+(—(0-y)) = 0-y. Ist umgekehrt z-y =0
undz#0und y #0soist y=a2"1-(z-y)=2"1-0=0.

(3): z-y+(—(x-y)) = 0 nach Definition z-y+(—2z)-y = (z+(—2z))-y = 0-y = 0.
Da Inverse 1-deutig bestimmt sind, ist —(x - y) = (—z) - y. O

Fiir k Korper, X C k,sei — X :={zx €k | —z € X}

Definition 0.1.5 (Angeordneter Korper)
k angeordneter Korper < FEs gibt eine Teilmenge ky C k so dass

(ANORD)1 k= —ky U{0} U ks paarweise disjunkt
(ANORD)2 T, y€Eky=x+y, v -y €ky

Dabei heiflen zwei Mengen A, B disjunkt, falls AN B = .

Lemma 0.1.6 k angeordneter Korper
re€kx#0=22ck,

Insbesondere: 1 € k1,1 4+1#0
Beweis: 0 # 2?> =z -z = (—x) - (—2),2 oder —x € ky O

EX: Fy kann man nicht anordnen.

Definition 0.1.7 k angeordneter Korper, x,y € k, k4 =k U {0} 03/11/99

r<y & y—x€ky (,xkleiner als y*)
r<y & y—xcky (,zkleiner oder gleich y“)

EX:1>0

Satz 0.1.8 < ist eine lineare Ordnungsrelation auf k, d.h.

ORD1: z<z (Reflexivitdt)
ORD2: z<y,y<z=>zx=y (Antisymmetrie)
ORD3: z<y,y<z=x<z ( Transitivitit)

ORD4: Fiir alle x,y gilt genau eine der drei Aussagen:
r<y,r=y,y<z



KAPITEL 0. GRUNDLAGEN 16

Beweis: Folgt unmittelbar aus (ANORD)1/2.

Folgerung 0.1.9

(1) <y < zxz+4+a<y+a firaleack
(2) <y < a-xz<a-yfiraleac€ky
(8) x<y & —-y<-=x

(4) 0<z<y < 0<=<

8=

1
Yy

Beweis — exemplarisch (2) und (3): (2):x <y=>y—-x€ky . Isty—x=0,

a€kysoista-(y—x) =a-y—a-x=0,alsoay > ax.Isty—x € ky,a € ky,

soistaucha-(y—x)=a-y—a-z € ky,alsoa -z <a-y.Dale ky ist die

Umkehrung trivial.

(4): Es geniigt zu zeigen, dass 0 < z < y die Ungleichung 0 < i < %
1 _ y—=x

impliziert. Nach (2) ist zunéchst 0 < z -y, also L — =%y € k. da sonst

11 1 s 1
y—x<0,d.h.0§ESE.Da§#0,15t5>O. O
Definition 0.1.10 k angeordneter Korper, T C k T induktiv :<

L:0eT
Lh:xelT=x+1€T
Beispielsweise ist k selbst, k4 und {0} U{z € k | z > 1} induktiv. Insbeson-

dere ist

J:={T € Pk | T induktiv } # 0

und

Ni= (T #0

TeJ

Offenbar gilt:

(1) 0eN
(2) neN;n#A0=>n>1

(3) N kleinste induktive Menge in k d.h. N ist induktiv und ist 7" C k
induktiv, so ist N C T.

5/11/99
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Per definitionem ist die so definierte Menge N die Menge der natiirlichen
Zahlen. Man kann zeigen, dass sie nicht von k& abhéngt, genauer:

Ist k ein angeordneter Kérper mit den neutralen Elementen 0,1, &’ ein wei-
terer angeordneter Koérper mit den neutralen Elementen 0',1;N C k die
kleinste induktive Menge in k¥ und N’ C k" die kleinste induktive Menge in
k', so gibt es genau eine Bijektion

! /
""N— N, n—n

so dass
(n+1) = n +1
7 T
Addition in & Addition in &’

d.h. N und N’ unterscheiden sich gewissermafien nur ,,typographisch “.
Plausibilitétsbetrachtung:
Npgiv i =90,1,2=1+1,3=(1+1)+1,...}

o Npgiv CN

o N,,.iv induktiv

also Nyiv = N
Wo liegt eigentlich das Problem 7! ...

Definition 0.1.11
(1) Z:=N|J - N
(2) Q:: {‘T €k | Es glbtp,qEZ,q;éO so dass x = g}
Z ist die Menge der ganzen Zahlen, Q die Menge der rationalen Zahlen.

Bemerkung 0.1.12 Fiir jeden angeordneten Kérper k gilt

(1) NCZcCcQcCk

(2) Q ist ein angeordneter Kéorper mit der Anordnung Q4+ := Q(k+; Q
ist tatsdchlich der ,kleinste“ Korper, der N umfasst.
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(3) Q ist wieder 1-deutig in folgendem Sinne: Ist Q' induziert von k', so
existiert genau eine Bijektion

Q@ ey
so dass
(rtsy = r'ts
T T
in k in k'
insbesondere

Satz 0.1.13 (Induktionsprinzip) T C N so dass

(1) 0T

(2)neT=n+1eT

Dannist T =N
Beweis: T € J=NCT O

Lemma 0.1.14 nnm e Z=ntmcZ

HS]neN=n—-1€Z
Beweis: T :={n € N| n—1 € Z} induktiv, also T =N O

Beweis des Lemmas — exemplarisch fiir n +m € Z:

Sei T:={n €N | n+m € Z fiir alle m € Z} Offenbar ist 0 € T. Sei

n € T. Dann ist fiir alle m € Z die Summe n+m € Z. Ist n+m > 0, so ist
n+m € N, alsoauch (n+1)+m=(n+m)+1e€N.Ist n+m <0, so ist
—n —m € N, also nach [HS] —n —m — 1 € Z und damit (n+ 1) + m € Z,
d.h. (n+1)+m € Z fiir alle m € Z, also n + 1 € T. Folglich ist T' = N,
d.h. n+m € Z fiir alle n € N und alle m € Z. Sei n € Z, n ¢ N: Dann ist
—n € N und damit —n +m € Z fiir alle m € Z. Da mit m auch —m € Z ist,
also —n —m € Z fir alle m € Z, ist n+m € Z fir alle m € Z. O

Folgerung 0.1.15 n€ Z, x € Z so dass n < x <n+ 1, dann ist

Tz =mn oderxt=mn-++1.



KAPITEL 0. GRUNDLAGEN 19

Zwischen der ganzen Zahl n und n 4+ 1 liegt also keine weitere ganze Zahl.
Beweis: 0 <z—n<1l,z—mneN.Ist m e N,m # 0, so ist m > 1. O
Bezeichnung

Firz; €k, 0<j5<mn, j€Nsei
n
> ap=(((. (w0 + 1) +2) + ... + )
j=o

und

Iz =C. (zo-z1) - 22) ... )
j=0

Die Summe und das Produkt ist unabhéngig von der Beklammerung und
der Reihenfolge.

Fiir x € k,n € N sei

1 n=>0
"= r! n=
x -1 n>1

EX:
[1] (Geometrische Summe) 1 #z €k, n €N

1— anrl

n
® ij:1+1:+:v2+...—|—a:”:

1—=x
J=0
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Beweis:
n
. 1— n+1
T:=¢neN Zx] = % induktiv
7=0

(]

[2] (Bernoulli’sche Ungleichung’) k angeordneter Korper, = € k

so dass —1 <z

® (1+z)">14n-x
Beweis: T :={neN|(1+z)">1+mn-z} induktiv O

Satz 0.1.16 (Verschiebung des Induktionsanfangs) W C Z,m, € Z
so dass

(1) me €W

(2) meWm>m,=>m+1eW

Dann ist {m € Z | m > m,} C W.

Beweis: m > my,m € Z < Es gibt ein n € N so dass m = m, + n.

T :={n € N | ms + n} induktiv, also T =N O
EX: (Verschirfte Bernoullische Ungleichung)

I+2z)">14n-zfirzx>—-1(x#0),n>2
Wi={meZ]|([l+z)™>1+m-az} Offenbar 0,1 ¢ W. Fiir m, = 2 ist
(1+2)?2=1+2z+22>1+22daz?>0,dh 2€ W. Ist

neW, n>2soist (14+2)">1+n-z. Dal+x >0 folgt

1+2)"™ > 1+n2)1+2z)=1+Mn+1Dz+nz? > 1+ (n+ 1)z dh
(n+1) € Wund daher {n e N|n>2} Cc W

Theorem 0.1.17 : Es gibt keine rationale Zahl x € Q mit 2> = 2

Beweis: Sei
Ngerade == {n € N | Es gibt ein m € N so dass n = 2m}
die Menge der geraden natiirlichen Zahlen und
Nungerade := {n € N | Es gibt ein m € N so dass n = 2m + 1}

die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen. Dann gilt

9Jakob Bernoulli (1654 - 1705), schweizer Gelehrtenfamilie
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(1) Ngerade m Nungerade = @

(2) Ng@rdde U Nungerade =N
da

T :={n €N | Es gibt ein m € Nso dass n =2m oder n =2m +1 }

induktiv ist und 2-p > 1 fiir p € N, p #£ 0.

Angenommen, es gibt ein z € Q, so dass 2> = 2. Sei (B! z = %,
p, ¢ € N, ¢ # 0, nicht beide gerade, also p?> = 2¢°. Daher ist zunichst
p? gerade. Dann muss aber p selbst gerade sein, etwa p = 2m und daher

2m? = ¢* also q gerade, ein Widerspruch. O

Problem: Welche Eigenschaft eines angeordneten Korpers garantiert, dass
man in k , Wurzeln ziehen kann* ?

k angeordneter Korper, s,c € k, X C k 9/11/99
Definition 0.1.18

(1) ¢ obere (untere) Schranke von X < x < c (¢ < x) fir alle x € X.

(2) X nach oben (unten) beschrinkt < X besitzt eine obere (untere)
Schranke.

(3) s Supremum (Infimum) von X &
(I) s obere (untere) Schranke von X

(II) Ist c irgendeine obere (untere) Schranke von X so ist
s<c(c<s).

EX:

[1] Jedes Element von k ist eine obere/untere Schranke von () C k. () besitzt
aber kein Supremum /Infimum.

[2] Jedes Element von —k ist untere Schranke von k4 und 0 ist ein Infimum
von k4 aber 0 ¢ k.

[3] 2 ist eine obere Schranke in Q von {z € Q | 22 < 2}. Aber diese Menge
hat kein Supremum in Q, da fiir ein Supremum s notwendigerweise s? = 2
ist (vgl. 0.1.30).

Lemma 0.1.19 Eine Menge X C k hat hochstens ein Supremum (Infi-

%—ohne Einschrinkung
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Beweis: Sind s, s’ zwei Suprema in X , so ist s < s’ und s’ < s, also s = 5.
O

Bezeichnung

Besitzt eine Menge X C k ein Supremum (Infimum), so wird dieses mit
sup X (inf X) bezeichnet. Ist sogar sup X € X (inf X € X) so spricht man
vom Maximum (Minimum) von X :

max X :=sup X, falls supX € X

min X :=inf X, falls infX € X.

EX: 0=infk, , aber ky hat kein Minimum; 0 = min k.

Lemma 0.1.20 Hat die Menge X C k ein Supremum, so hat die (gespie-
gelte) Menge —X ein Infimum und es gilt

—sup X = inf(—X).

Beweis: s = supX =z < sfirallex € X = —s < —z fir alle z € X,
d.h. —s untere Schranke von —X. Ist ¢ irgendeine untere Schranke von — X,
d.h. ¢ < —x fiir alle z € X, so ist x < —c¢ fiir alle x € X, also s < —¢, d.h.
¢ < —s. Damit ist —s das Infimum von —X. O

Lemma 0.1.21 Sei X C k, s € k. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) s =sup X

(ii) s obere Schranke von X, und zu jemdem € > 0, € € k, gibt es ein
x € X sodass s—e <x <s.

Beweis: (i) = (ii): Jedes Supremum ist insbesondere eine obere Schranke.
Gébe eszue > 0 kein x € X mit s—e < z, so wire x < x —¢ fiir alle z € X,
d.h. s — € obere Schranke, also da s = sup X, s < s—¢, d.h. 0 < —¢, ein
Widerspruch.

(ii) = (i): Sei ¢ € k irgend eine obere Schranke von X und ¢ < s. Dann ist
g:=s—c>0.Daher gibt eseinz € X mit c=s—(s—c¢) <z < s, ein
Widerspruch. O

Definition 0.1.22 (Supremumsaxiom) k angeordneter Korper.
k heifit nach oben vollstindig :< (SUP) Jede nach oben beschrinkte nicht-
leere Menge ) # X C k hat ein Supremum.

Theorem 0.1.23 (ohne Beweis) Es gibt (bis auf Isomorphie) genau einen
angeordneten Korper mit (SUP) - den Korper R der reellen Zahlen.



KAPITEL 0. GRUNDLAGEN 23

Bis auf Isomorphie heifit Folgendes: Ist R’ ein zweiter derartiger Korper, so
existiert genau eine Bijektion

R—R, 22

so dass

(1) (zty) ="ty

(2) z<yed <y
Da R angeordnet, ist NC Z € Q C R.

R, ist die Menge der positiven Zahlen,
—R, die Menge der negativen und

R, die der nicht-negativen Zahlen.

Ny :=NNRy={neN|z>1}.

Q+ :=QNRy

Zy :=7ZNRy =Ny

Ist # # X C R nach unten beschéinkt, so ist —X nach oben beschréinkt.
Daher existiert inf X und es gilt

inf X = —sup (—X).

Satz 0.1.24 () # X C Z nach oben (unten) beschrinkt. Dann existiert
max X (min X).

Beweis: ) # X nach oben beschrinkt, s = sup X,0 < € < 1. Dann gibt es
einn € X,sodasss—e<n<s.Istn=s,s0ist supX =maxX =n € X.
Anderfalls ist s —n < s. Dann gibt eseinm € X sodass s—e<n<m<s
dh.0<m—n<1,m—n €N, ein Widerspruch O

Theorem 0.1.25 (Satz von Archimedes!') Zu jeder reellen Zahl x € R
gibt es eine natiirliche Zahl n € N so dass x < n.

Beweis: Sonst existiert supN und ein n, € N mit supN — 1 < n, < supN,
d.h. supN < n, +1 € N, ein Widerspruch. O

' Archimedes von Syrakus (287-212 v. Chr) griech. Philosoph
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Folgerung 0.1.26 inf{1, 3 3, 4, e %,. .+=0
Beweis: inf {% | ne N} =: ¢ existiert, ¢ > 0. Wéare ¢ > 0, so existierte ein
n € N so dass % < n, also % < 1, ein Widerspruch. O

Folgerung 0.1.27

(1) Zu jedem x € R gibt es genau ein [x] € Z so dass [z] < z < [z] + 1
( ,grifite ganze Zahl < x )

(2) zua,beR, a<b, gzbtesem GQsodassa< < b.

Beweis: (1): Nach Archimedes gibt es ein m € N so dass x — 1 < m. Sei

[z] := min{m € Z | z—1 < m}. Dann ist zunéichst x < [z]+1. Wéire z < [z],
so wire x — 1 < [z] — 1, also [z] < [z] — 1, ein Wiederspruch. Ist m € Z und
ebenfalls m <x <m+1soist B [z] <m <z <[z]+1, also m = [z].

(2): Wihle N € N so dass N (b — a) > 1. Damit ist insbesondere

N=#0, N-a<|[Na]+1< N -b, da sonst
1=[Na]+1—[Na]>N-b—[Na)>N-b—N-a>1;a< YL < bist
die gesuchte rationale Zahl. O

Definition 0.1.28 IC R Intervall :< fiir alle a,b € I,a <b ist 10/11/99
[a,b] :={zeR|a<z<b}CI

EX:

[1] R, R,, R, Intervalle

[2] [a,b] ist ein sogenanntes abgeschlossenes Intervall mit den Grenzen a,b
3] (a,b) := {x € R | a < z < b} ein sogenanntes offenes Intervall mit den
Grenzen a, b.

Theorem 0.1.29 (Intervallschachtelungsprinzip) a,, b, € R, n € N,
so dass
ap < apg1 < bn+1 < b,

fir allen € N, d.h. [any1,bny1] C [an,by].

Dann st
m [ana bn] a 0

neN
genauer:2 Mit a = sup a, <inf b, =: b, gilt

[a7 b] = ﬂ [am bn]

neN

25up an := sup{a, | n € N}
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Zusatz: Ist inf (b, — a,) = 0, so besteht das Intervall [a,b] aus genau einem
Punkt, ndmlich a = b.

EX:

ot

neN

1

Beweis: Fiir festes m € N ist a,, < by, fiir alle n € N und damit
a = supap < by, folglich a < b := inf by, und O # [a,b] C (,,cnl@m, bml-
Sei x € (,,enl@m, brn]. Dann ist a,, < 2 < by, fiir alle m, d.h. a <z <b. O

aber

Theorem 0.1.30 (N-te Wurzel) Zu N € N, und z € R, gibt es genau
ein € € Ry so dass €V = x.

¢ heifit die N-te Wurzel von x, ¥/z := oV = £

Folgerung 0.1.31 Die Abbildung z+— Yz, z € Ry, n € Ny, hat folgende
Eigenschaften

(1) Y0 =0, ¥Y1=1
2)0<z<ye0< Yz /y
(3) YT Y =Ty

Y |
Insbesondere: R

(4) VER/E = "V, nme N,

Beweis: Vorbemerkung: 0 < y < z < 0 < y"™ < 2" (Induktion). Daher ist

¢ 1-deutig, falls existent. (B 2 > 0. X := {y € Ry | ¥ < 2} 3 0. Wegen
(1+2)Y > 14+ N-z > zist 1 + 2 obere Schranke von X, also existiert
& :=sup X, £ > 0. Nach Archimedes gibt es ein n € Ny mit 1% < z also

1 N 1 . . 1 . .
(7)Y < & < . damit ist sogar £ > -~ > 0. Sei 0 < € < 5. Dann ist

% >z dasonst £ > —5— d.h. 1— < > 1. Anderseits ist El1—%) <&
1-%) (1-%) N N
Daher gibt es ein 7 € X so dass {(1 — ) <7 < . Nach Bernoulli folgt

N1—e) <V

IN

T <

(1—¢)
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also

Da diese Ungleichung fiir alle 0 < € < % gilt, ist giN =1. O

Folgerung 0.1.32

(1) Ry — Ry, t— tV, surjektiv'
(2) Q#R, dav2e€R\Q (R\Q ist die Menge der irrationalen Zahlen)

3) Ry ={y € R | Es gibt ein x € R* so0 dass x> =y}, insbesondere lisst
+
sich R nur auf eine Weise anordnen.

(4) Zu a,b € R, a < b, gibt es eine irrationale Zahl £ € R\ Q so dass

a<&<bh
n%nN
id
1
1 R,
P 4
a § 7
a b

Bsurjektive Abbildungen werden mit ,, Doppelspitze“ X — Y bezeichnet, injektive mit
X =Y



KAPITEL 0. GRUNDLAGEN 27

Wihle g € Q so dass a < % < b und definiere

+—,N>0,N € N (N > 0 bedeutet: N geniigend grof})

Q3

=%

Problem: Gibt es ,,mehr® irrationale oder mehr ,rationale* Zahlen ?



