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Kapitel O

Grundlagen

0.0 Mengen und Abbildungen

Weite Teile der Mathematik basieren auf dem Begriff der Menge, so auch die Analysis. Aller- 25/10/99
dings ist es ausgesprochen schwierig, genau zu sagen, was eine Menge im streng—mathematischen

Sinne ist. Hilfreich ist die naive Vorstellung davon, was eine Menge ist, etwa im Sinne Georg

Cantors (1845-1918) — des Schopfers der Mengenlehre —, fiir den eine Menge eine ,,Zusammen-

fassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte des Denkens — den sogenannten Elementen

der Menge — zu einem Ganzen“ ist. Fasst man beispielsweise! die Zahlen

0,1,2,3,...
zusammen, so erhilt man die Menge der natiirlichen Zahlen
N:={0,1,2,... }.

Préziser ist der semi-axiomatische Zugang, bei dem die Begriffe , Menge“ und ,,Element von“
undefiniert bleiben — dhnlich wie ,,Punkt“ und ,,Gerade®“ in der Geometrie — und bei dem
durch gewisse Prinzipien — Spielregeln gewissermaflen — festgelegt wird, wie mit den Begriffen
»Menge“ und ,Element von “ zu verfahren ist. Dabei sind die als Elemente einer Menge
auftretenden Objekte selbst als Mengen (im mathematischen Sinne) anzusehen.

Ist die Menge a Element der Menge X, so schreibt man dafiir a € X und sagt auch, dass a in
X liegt oder dass a zu X gehort. Gehort a nicht zu X, so schreibt man a ¢ X, etwa —1 ¢ N.

(EXTENSIONSPRINZIP)
Die Mengen X und Y sind gleich genau dann, wenn sie die selben Elemente haben.

Man kennt also eine Menge, wenn man deren Elemente kennt.

EX(ample):
(1,5,8) = {1,8,5} = {1,1,5,8} aber {1,2,3} # {3,2,1,4}

!ediglich in den Beispielen der Abschnitte 0.0 und teilweise 0.1 wird auf Schulwissen zuriickgegriffen.
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Definition 0.0.0 (Teilmenge). Seien X, Y Mengen. X ist eine Teilmenge von'Y & Jedes
Element von X liegt auch in'Y.

Ist X Teilmenge von Y, so schreibt man dafiir X C Y. Beispielsweise ist
NCZ

wobei Z := {0,%1,+2,... } die Menge der ganzen Zahlen ist.

Rechenregeln
(1) XcX (Reflexivitat)
2 XCY,YCX=>X=Y (Antisymmetrie)
B)XcYYcZ=XcCZ (Transitivitéit)

Durch Spezifizieren oder Ausssondern kann man aus einer Menge X neue Mengen gewinnen.
Dazu sei E eine Eigenschaft, die die Elemente von X haben kénnen (oder auch nicht) und die
mit Hilfe von

=, €, nicht, oder, und, =, <, fiir alle... gilt, es gibt... mit
formulierbar ist.

Beispielsweise ist die Eigenschaft, dass 2 die Zahl n € Z teilt, gleichbedeutend damit, dass es
ein m € Z gibt mit n = 2 - m.

(SPEZIFIKATIONSPRINZIP)

Zu einer Menge X und einer Eigenschaft E gibt es eine Menge Xg sodassz € Xp <z € X
und z hat die Eigenschaft E.

Bemerkung 0.0.1. Nach dem Eztensionsprinzip ist diese Menge Xg durch X und E 1-deutig
bestimmt, sie wird mit
{z € X | = hat die Eigenschaft E}

bezeichnet. Sie ist eine Teilmenge von X.

Beispielsweise ist
2-Z:={neZ|2teilt n} CZ

die Menge der geraden Zahlen.

Satz 0.0.2 (leere Menge). Es gibt genau eine Menge () - die sogenannte leere Menge - so
dass O C X fiir jede Menge X.

Beweis : Eindeutigkeit: Sind ¢, ¢' zwei derartige Mengen, so ist ¢ C ¢’ und ¢/ C ¢, also ¢ = ¢’
Existenz?: Sei M irgendeine Menge. Dann ist ¢ps := {z € M | = # z} eine Menge nach (SPEZ).
Diese Menge ist Teilmenge jeder anderen Menge X. Wéire nidmlich ¢ ¢ Y fiir eine Menge
Y, so existierte ein ¢ € ¢y, so dass x € Y. Da = € ¢y, ist  # z, ein Widerspruch. O

2Es wird stillschweigend vorausgesetzt, dass es iiberhaupt Mengen (im mathematischen Sinne) gibt.
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Auf dhnliche Weise sieht man, dass es nicht die
»Menge aller Mengen*

geben kann:
Satz 0.0.3. Zu jeder Menge X gibt es eine Menge Y, so dass Y ¢ X.
Beweis : Nach (SPEZ) ist Y := {a € X | a ¢ a} eine Menge. Angenommen Y € X. Dann

gibt es zwei Moglichkeiten: Y € Y oder Y ¢ Y. Ist Y € Y soist,daY e X, Y €Y, Ist Y ¢ Y
soist,da Y € X, Y €Y, in beiden Fillen ein Widerspruch. Deshalb ist Y ¢ X. [l

Der Beweis ist die mathematische Form der Russel’schen Antinomie®:

,DER DORFBARBIER RASIERT ALLE MANNER DES DORFES, DIE SICH
NICHT SELBST RASIEREN. WER RASIERT DEN DORFBARBIER?

Weniger verbliiffend sind die folgenden Bildungen:
Definition 0.0.4. Seien A,B C X

(1) ANB:={ze€X |z€Aundzx € B}
(2) AUB:={z € X |z € A oder z € B}
(3) CxA:={ze X |x¢gA}

AN B ist der Durchschnitt, AUB die Vereinigung der Mengen A, B; Cx A ist das Komplement
von A in X, das manchmal auch mit X \ A bezeichnet wird.

EX: 2.-ZN3-Z=6-7Z.

Rechenregeln

(1) Au(BnC)=(AUuB)N(AUC)
(2) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(3) Cx(Cx4) = A)

(4) Cx(AnB)=C(CxA u CxB

(5) Cx(AuB)=CxA n CxB

Beweis: Vorlesung Lineare Algebra bzw. Ubungen.
(4) und (5) sind die sogenannten de Morganschen* Regeln.

Unser néchstes Ziel ist, genau zu sagen, was wir unter einer Abbildung oder Funktion verste-

3Bertrand Russel (1872-1970), engl. Mathematiker
* Augustus de Morgan (1806-1871), engl. Mathematiker

27/10/99
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hen wollen. Der Weg dahin ist allerdings noch weit.
(PAARUNGSPRINZIP)
Zu Mengen A, B gibt es eine Menge My g, so dass * € My g & ¢ = A oder z = B.

Zwei Mengen A, B kann man also zu einer neuen Menge, deren Elemente gerade A und B
sind, zusammenfassen. Nach (EXT) ist M4 p durch A, B 1-deutig bestimmt; man schreibt
dafiir

{A, B}.
Ist A = B, so schreibt man einfach
{A}.
(VEREINIGUNGSPRINZIP)

Zu jeder Menge F von Mengen (=Familie von Mengen) gibt es eine Menge Vr, sodass = €
Vr < Es existiert ein X € F sodass ¢ € X.

Nach (EXT) ist Vr wieder durch F 1-deutig bestimmt; man schreibt dafiir auch

U x

Xe F
Diese Menge ist die Vereinigung aller Mengen X € F.
EX:
A, B Mengen, F := {A, B} nach (PAAR). Es ist

Jx=4uB.
T€F
Beweis: (Ub) (Beachte die unterschiedlichen Definitionen von Jy» X bzw. AU B).
Definition 0.0.5 (Tupel). Seia € A und b € B. Dann heifit
(a,b) := {{a},{a,b}}
das Tupel mit der ersten Koordinate a und der zweiten Koordinate b.

Satz 0.0.6. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) (a,b) = (d',¥)
(i) a=4d, b="V

Beweis: Ubungsaufgabe 1.2
WARNUNG:
(a,b) # {a,b}. Ist z.B. a # b so ist (a,b) # (b,a) aber {a,b} = {b,a}.
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(POTENZPRINZIP)
Zu jeder Menge X gibt es eine Menge PX, so dass U € PX < U C X.

Die Potenzmenge PX besteht also aus allen Teilmengen von X; nach (EXT) ist sie durch X
1-deutig bestimmt.

EX:

(1] P 0 = {0}
2] (a,b) € P(P(AU B))

Wir konnen jetzt zunidchst sagen, was das Produkt zweier Mengen ist. 29/10/99

Definition 0.0.7 (Produkt). Seien X,Y Mengen. Dann heifit

X XY = {z e P(P(X UY))| B8 gibt eim @ € X und ein }

y € Yso dass z = (z,y)

das (cartesische®) Produkt der Menge X mitY .

Nach(SPEZ) ist X xY eine Menge, sie besteht aus allen Tupeln (z,y) mit z € X und y € Y

/ (z,y)
/

EX: 0xX=0

Definition 0.0.8. Sei f C X x Y. Dann heifit f Abbildung von
X nachY &

F1: Zu jedem x € X ezistiert einy € Y so dass (z,y) € f.

F2: Ist (z,y) € f und (z,y') € f soisty=1'.

Qj ]

T (keine Abb.) % (keine Abb.) Z  (Abb.)

SRéné Descartes (1596-1650), franz. Mathematiker
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Ist f C X XY eine Abbildung und (z,y) € f, so ist y durch z 1-deutig bestimmt; man schreibt
deshalb auch y = f(z). Dem Element z € X wird also durch f 1-deutig das Element y = f(z)
yzugeordnet“. Deshalb benutzt man fiir Abbildungen auch die suggestive Schreibweise:

f: X =Y,z f(x) oder x Ly
w w

F1 besagt, dass f fir jedes x € X ,definiert“ ist

F2 besagt, dass f ,,wohldefiniert“ ist.

EX:

[1] H = Menge der Horer der Vorlesung ,, Analysis I“ im WS 99/00.

p: H— N, s — u(s) = Matrikelnummer von s.

i ist eine Abbildung, falls es keine ,,Schwarzhorer gibt und falls die Verwaltung nicht (aus
Versehen) an einen Studenten zwei Matrikelnummern vergeben hat.

2] f: X - Y,AC X. Die Abbildung f|A: A — X,a — f(a), heifit die Einschrinkung von
f auf A.

3] idx : X = X,z + x, ist die sogenannte IDENTITAT auf X.

[4] YX := {f € P(X xY) | f ist Abbildung} ist eine Menge nach (POT) und (SPEZ). Sie
ist die Menge aller Abbildungen von X nach Y.

Wann sind zwei Abbildungen gleich ?

Lemma 0.0.9. ¢ Sind f : X = Y, g : X — Y Abbildungen, so sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) f=g
(ii) f(z) = g(x) fir alle z € X.

Beweis : (i) = (i1) : Sei z € X. Dann existiert y € Y so dass (z,y) € f.

f=9= (zy) eg (z,y) € f=>y=[flz), (x,9) € g =y = g(x), also f(z) = g(z). Da
z € X beliebig, ist f(z) = g(z) fiir alle x € X.

(@) = (4) : (z,y) € f =y = f(z) = g(z), d.h. (z,y) € g, also f C g. Analog: g C f. O
Bezeichnung

f:X =Y Abbildung, ACX, BCY

f(A) = {ye€Y | Esgibteina € A, so dass f(a) =y}
= Bild von A unter f
f7(B) = {zeX|[f(z)eB}

= Urbild von B unter f

6 (=Hilfssatz; manchmal wichtiger als ein Satz)
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Speziell:  bild f := f(X) »Bild von f*
=) =71"{w}) »Faser von y € Y

EX: (Projektion auf die 1. Koordinate) pri : X XY — X, (z,y) — x

N

Definition 0.0.10. f: X — Y Abbildung

(1) f injektiv: & f(z) # f(z') fir alle z,2' € X,z # =’
(2) f surjektiv: < Zu jedem y €'Y gibt es ein x € X so dass y = f(x)

(3) f bijektiv: & f injektiv und surjektiv.

Offenbar ist f surjektiv genau dann, wenn bild f =Y.
Interpretation: f : X — Y Abbildung

e injektiv : Fiir ein y € Y hat die Gleichung y = f(z) hochstens eine Losung.
e surjektiv: Fiir jedes y € Y hat die Gleichung y = f(x) wenigstens eine Losung.

e bijektiv: Fiir jedes y € Y hat die Gleichung y = f(x) genau eine Lisung.

EX:

[1] sh:N — N,n — n + 1. Der ,shift“ sh ist injektiv aber nicht surjektiv.
[2] pr1: X xY — X, (z,y) — z. Die Projektion pr; ist surjektiv aber i.a. nicht injektiv.

/ (z,y)
/

x
[3] 5 : Z — Z,n + n?. Die Quadrierung ist weder injektiv noch surjektiv.

MORAL: Es gibt Abbildungen, die weder injektiv noch surjektiv sind.
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Definition 0.0.11 (Komposition). f: X =Y, g:Y — Z. Dann heifst

E .y . v
gof = {(m,z) € X x Z‘ s existiert ein y €Y so dass }

(z,y) € f und (y,2) €g
die Komposition g nach f.

Bemerkung 0.0.12.

(1) go f: X — Z Abbildung, (go f)(z) = g(f(z)) (Ub)

(2) Selbst wenn f og und go f definiert sind, ist im allgemeinen fog#go f.

ALY ALY
shosq(n) = n?+1
sqosh(n) = (n+41)2
also
shosq(n) =sqosh(n) & n’>+1=(n+1)?
< n=0
Daher ist

shosq # sqosh (nach 0.0.9)

(hog)of
hog yl
I
x Ly & 7z Mow
| A
gof T
ho(go f)

® ho(gof)=(hog)ef
Beweis: (Ub)
Theorem 0.0.13. 7 Sei f : X — Y eine Abbildung

ag
(i) [ bijektiv

(ii) Es existiert genau eine Abbildung g: Y — X so dass go f =idx und f og=idy.

"(=wichtiger Satz)
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Bezeichnung;:

Ist f : X — Y bijektiv, so heifit die durch f 1-deutig bestimmte Abbildung g : Y — X mit
fog=r1dy,go f =idx die Umkehrabbildung von f ; sie wird mit f~! bezeichnet.

Ist f bijektiv, so ist auch f~! bijektiv und es gilt (f 1)~ = f.

EX:

Die Abbildung shy : Z — Z, n+ n + 1 ist bijektiv
ebenso wie sh_:Z —>7Z, n+—n—1,
und es gilt sh_ = (shy) ™!, (sh_)"! = (shy)

Folgerung 0.0.14. Sei X Ly E) Z so dass @, ¥ bijektiv. Dann ist auch 1) o @ bijektiv und
es gilt (Ypop) ™t =p oy,

Beweis der Folgerung: Ist ¢, bijektiv, so existiert =1, 9~! und ¢! o 9~ ist definiert.
Nach dem Assoziativgesetz der Komposition ist (o ¢)o (¢t otp™) =id; und (¢~ Lotp™1)o
(¢ 0 @) = idx, d.h. 9 o ¢ ist bijektiv und (¢ o ¢)~! = =1 o 9p™! wegen der 1-deutigkeit der
Umkehrabbildung. 0

Beweis des Theorems 0.0.13: (ii) = (i) : Da g o f = idx, ist g o f insbesondere injektiv,
also auch f injektiv nach A1l.4. Die Surjektivitdt von f folgt ebenfalls nach A1.4 aus der von
fog=1idy.

(1) = (i%) : Definiere die Menge g durch g := {(y,z) € Y x X|(z,y) € f}.

g ist Uiberall definiert, also F1, da f surjektiv. g ist wohldefiniert, also F2, da f injektiv, d.h.
g:Y — X ist tatsiichlich eine Abbildung. Sei (z,z') € g o f. Dann gibt es ein y € Y so dass
(z,y) € f,(y,2') € g, also (¢',y) € f. Da

f injektiv, ist z = z’, d.h. g o f C idx. Sei umgekehrt (z,z) € idx. Dann gibt es ein y € Y
so dass (z,y) € f, also (y,z) € g und damit (z,z) € go f, d.h.idx Cgo f, also go f =idx.
f o g = idx beweist man analog. O

Ist g eine weitere derartige Abbildung so ist
g=idxog=(gof)og=go(fog)=goidy =g.
EX: R, Menge der nicht-negativen reellen Zahlen

sQ: E+ — E+,$ = .’L‘2

Vi Ri=>Ryzez
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0.1 Reelle Zahlen

Eine Verkniipfung auf ) # G ist nichts anderes als eine Abbildung
x:GxXG -G, (z,y) »xxy
Definition 0.1.0 (Gruppe). (G,*) Gruppe <=

GO: * ist eine Verknipfung auf G

Gl: zx(yx2z) = (z*y)*z fir alle z,y,z € G

G2: Es gibt eine € G so dass exx = xe =z fir alle z € G

G3: Zu jedem v € G gibt esein ' € G so dassx+xx' =z’ xx =€
Ist auferdem

G4: z+y=y*z fir alle z,y € G so heift G abelsche ® Gruppe.

EX:

[1] (Z,+) abelsche Gruppe bzgl. (n,m) — n + m.

2] 0 # X, Aut(X) := {f : X — Xbijektiv}

(Aut(X), o) Gruppe bzgl. der Komposition (f,g) — fog .
Die Automorphismengruppe ist i.a. nicht abelsch.

Lemma 0.1.1. Sei G eine Gruppe. Dann gilt:

(1) Das neutrale Element e ist 1-deutig bestimmit.

(2) Das zu x € G inverse Element x' € G ist durch x 1-deutig bestimmi.

Beweis: Vorlesung Lineare Algebra I.

Folgerung 0.1.2. In jeder Gruppe gilt

(1) € =e
(2) () ==
(3) (@xy) =y xa

(4) Zu a,b € G existiert genau ein x € G , nimlich a’ xb , mit axz =15 .

Beweis: Vorlesung Lineare Algebra 1.
(4) besagt, dass fiir festes g € G , die Abbildung
G—->Gx—g+*x
bijektiv ist.
Konvention bei (abelschen) Gruppen
8Nils Hendrik Abel(1802-1829), norweg. Mathematiker
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*le| o |zxy |zx*z

+ (0| —z |z—y| 2z

1zt zfy z?
Definition 0.1.3 (Koérper). (k,+,-) Korper :&

k ist eine Menge zusammen mit zwei Verknipfungen

+ kxk—=k(z,y)—xz+y ( ,Addition“)

ckxk—k (z,y)— z,y ( yMultiplikation®)

derart, das gilt:

(ADD) (k,+) abelsche Gruppe mit neutralem Element 0

(k" ==k —{0})

(MULT) (k*,-) abelsche Gruppe mit neutralem Element 1

(DISTR) a-(b+c)=a-b+a-c
a+b)-c=a-c+b-c fir aleabcek

Dass (k*,-) eine abelsche Gruppe ist, bedeutet insbesondere, dass die Multiplikation - das
Produkt £* x k* nach k* abbildet.

EX:

[1] (Z,+,-) ist kein Korper
[2] @ R, C sind Kérper
3] {0,

[y

l—lO=H'_
_= OO
O R
_ o e
[en i en] Han]
=

Fy := ({0,1},% ,e) Korper
F5 Baustein fiir bindre Codes.

Bemerkung 0.1.4. In jedem Korper gilt

(1) 1#£0
(2) z-y=0<2=0 odery=0

(8) —(z-y) = (—x)-y=1z-(—y) insbesondere: -y = (—z) - (—y) .

Beweis : (2): Ist  =0,s80ist 0-y=(04+0)-y=0-y+ 0y, also
0=0-y+(—(0-y)=0-y+0-y)+(—(0-y)) =0-y. Ist umgekehrt z-y =0 und = # 0
undy #0soisty=2"1-(z-y)=2"1-0=0.

(3): z-y+ (—(z - y)) = 0 nach Definition z -y + (—z) -y = (z + (—z)) -y = 0-y = 0. Da
Inverse 1-deutig bestimmt sind, ist —(z - y) = (—z) - y. O

Fiir k Korper, X C k,sei - X :={z €k | —z € X}
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Definition 0.1.5 (Angeordneter Korper).
k angeordneter Korper :& Es gibt eine Teilmenge ky C k so dass

(ANORD)1 k= —k+ U{0} Uky paarweise disjunkt

(ANORD)2 z,y€ky=>z+y, -y €kt
Dabei heiflen zwei Mengen A, B disjunkt, falls AN B = .
Lemma 0.1.6. k£ angeordneter Korper

ze€kz#0=>22ck,

Insbesondere: 1 € k4,1 4+1#0
Beweis : 0 £ 2?2 =x-x = (—z) - (—x),7 oder —z € k4 O
EX: F, kann man nicht anordnen.

Definition 0.1.7. k angeordneter Korper, x,y € k, ki := ky U {0} 03/11/99

x<y & y—x€ky (,xkleiner als y“)
z<y & y—x€ky (,zkleiner oder gleich y“)

EX:1>0

Satz 0.1.8. < ist eine lineare Ordnungsrelation auf k, d.h.

ORD1: z<z (Reflezivitit)
ORD2: z<y,y<z=>z=y (Antisymmetrie)
ORD3: z<y,y<z=>z<z ( Transitivitit)

ORD4: Fiir alle x,y gilt genau eine der drei Aussagen:
r<Yy,x=Y,yYy<z

Beweis: Folgt unmittelbar aus (ANORD)1/2.

Folgerung 0.1.9.

(1) <y & z+a<y+ta firaleack
(2) <y <& a-z<a-yfiralleac€k;
(3)z<y & -—y<-=w

(4) 0<z<y & 0<:-<

8|~

@ =

Beweis - exemplarisch (2) und (3): 2): 2 <y =>y—-xz €ky .Isty—axz=0,a € ky
soista-(y—z) =a-y—a-zx=0,alsoa-y>a-z.Ist y—z € ky,a € ky, so ist auch
a-(y—z)=a-y—a-x€ky,alsoa-z<a-y.Dalek,; ist die Umkehrung trivial.

(4): Es geniigt zu zeigen, dass 0 < z < y die Ungleichung 0 < % < % impliziert. Nach (2) ist
zunéchst 0 < z - y, also%—%:% €ky dasonst y —2 <0,dh.0< i < %.Dai#o,ist

1
§>O. (|
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Definition 0.1.10. & angeordneter Kérper, T C k T induktiv <

L: 0T

L:zeT=z+1€eT

Beispielsweise ist k selbst, k. und {0} U {z € k | x > 1} induktiv. Insbesondere ist
J :={T € Pk | T induktiv } # 0

und

N:= mT#@

TeJ

Offenbar gilt:

(1) 0eN

(2) neNn#0=>n>1

(3) N kleinste induktive Menge in k d.h. N ist induktiv und ist 7' C k induktiv, so ist N C 7.
Per definitionem ist die so definierte Menge N die Menge der natiirlichen Zahlen. Man kann
zeigen, dass sie nicht von k£ abhingt, genauer:
Ist k ein angeordneter Korper mit den neutralen Elementen 0,1, k' ein weiterer angeordneter

Korper mit den neutralen Elementen (/,1’;N C k die kleinste induktive Menge in k und
N C k' die kleinste induktive Menge in &/, so gibt es genau eine Bijektion

""N— N, nr—n

so dass
(n+1) = n' +1
) )
Addition in k Addition in &'

d.h. N und N unterscheiden sich gewissermaBen nur , typographisch “.
Plausibilitdtsbetrachtung:
Npgiv :={0,1,2=1+1,3=(1+1)+1,...}

L4 naiv C N

o N, 4y induktiv

also N,z = N

5/11/99
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Definition 0.1.11.
(1) Z:=N |J - N
(2) Q:= {xek | Es gibt p,q € Z,q# 0 so dassx:%}

Z ist die Menge der ganzen Zahlen, Q die Menge der rationalen Zahlen.
Bemerkung 0.1.12. Fir jeden angeordneten Korper k gilt

(1) NCZCQCk

(2) Q ist ein angeordneter Kdrper mit der Anordnung Q4 := Q[ k+; Q ist tatsdchlich der
Hkleinste“ Kdrper, der N umfasst.

(8) Q ist wieder 1-deutig in folgendem Sinne: Ist Q induziert von k', so existiert genau eine

Bijektion
"Q-Q, r—=1r
so dass
(rts) = r'+sd
t )
in k in k'
insbesondere

Satz 0.1.13 (Induktionsprinzip). T C N so dass

(1) 0eT
(2) neT=n+1eT

Dannist T =N

Beweis : Te€J=NCT O
Lemma 0.1.14. n,m € Z = ntm € Z

HS]neN=>n—-1€Z
Beweis : T :={n € N | n—1 € Z} induktiv, also T =N 0

Beweis des Lemmas — exemplarisch fir n+m € Z:

Sei T :={n € N| n+m € Z fiir alle m € Z} Offenbar ist 0 € T. Sei

n € T. Dann ist fir alle m € Z die Summe n+m € Z. Ist n+m > 0, s0 ist n + m € N,
also auch (n+1)+m=(n+m)+1 € N Ist n+m <0, soist —m —m € N, also nach
[HS] —n —m — 1 € Z und damit (n+ 1) + m € Z, d.h. (n+ 1) + m € Z fiir alle m € Z, also
n+1 € T. Folglich ist T' =N, d.h. n + m € Z fiir alle n € N und alle m € Z. Sei n € Z,
n € N: Dann ist —n € N und damit —n + m € Z fiir alle m € Z. Da mit m auch —m € Z ist,
also —n — m € Z fur alle m € Z, ist n + m € Z fiir alle m € Z. O
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Folgerung 0.1.15. n € Z, z € Z so dass n < x <n+ 1, dann ist

z=mnoderxz=n++1.

Zwischen der ganzen Zahl n und n + 1 liegt also keine weitere ganze Zahl.
Beweis :0<z—n<1l,z—n €N Ist m € Nym #0, so ist m > 1.
Bezeichnung

Firz; ek, 0<j<mn, j€Nsei
> @i=(((--- (@0 + 1) + B2) + ... + zn)
j=o

und

Izi= (. (o -z1)-z2) - ... 2n)
j=0

Die Summe und das Produkt ist unabhingig von der Beklammerung und der Reihenfolge.

Fiir z € k,n € N sei

1 n=20
" = x! n=1
xz- -z ! n>1

EX:

[1] (Geometrische Summe) 1 #z €k, n€N

n ) 9 ].—:L‘n+1
J =1 n =
® jg_oa: +z+z°+...+2x 12
Beweis :
L
T:={{neN E 1;1217 induktiv
-
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[2] (Bernoulli’sche Ungleichung®) k angeordneter Kérper, z € k
so dass —1 <z
® (1+z)">14n-z

Beweis : T :={n e N|(1+z)">1+n-z} induktiv O

Satz 0.1.16 (Verschiebung des Induktionsanfangs). W C Z,m, € Z so dass

(1) me €W
(2) meW,m>m,=>m+1eW
Dann ist {m € Z | m > m,} C W.
Beweis : m > my, m € Z < Es gibt ein n € N so dass m = m, + n.
T :={n € N| m, + n} induktiv, also T =N O
EX: (Verschirfte Bernoullische Ungleichung)

lI+z)">14+n-zfirz>-1(z#0),n>2

W:={meZ|(1+z)™ > 1+m-z} Offenbar 0,1 ¢ W. Fiir m, = 2ist (1+2)? = 1+2z+22 >
142z daz?>0,dh 2 W. Ist

neW, n>2soist (1+z)">1+n-z.Dal+z >0 folgt

A+z)"! > (1+nz)(1+2z) =1+ (n+1)z+nz? > 1+ (n+1)r dh. (n+1) € W und daher
{neN|n>2}CW

Theorem 0.1.17. : Es ¢ibt keine rationale Zahl z € Q mit z° = 2

Beweis : Sei
Nyerade := {n € N | Es gibt ein m € N so dass n = 2m}

die Menge der geraden natiirlichen Zahlen und
Nungerade := {n € N | Es gibt ein m € N so dass n = 2m + 1}

die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen. Dann gilt
(1) Ngerade n Nungerade =0

(2) Ngerade U Nunge'rade =N
da
T :={n € N | Es gibt ein m € N so dass n = 2m oder n =2m + 1 }
induktivist und 2-p > 1fiirp e N, p #0.

Angenommen, es gibt ein z € Q, so dass 22 = 2. Sei (B!Y z = %’,

p, g €N, ¢ # 0, nicht beide gerade, also p? = 2¢°. Daher ist zuniichst p? gerade. Dann muss

9Jakob Bernoulli (1654 - 1705), schweizer Gelehrtenfamilie
—ohne Einschrinkung
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aber p selbst gerade sein, etwa p = 2m und daher 2m? = ¢? also q gerade, ein Widerspruch.
O

Problem: Welche Eigenschaft eines angeordneten Koérpers garantiert, dass man in k ,, Wurzeln
ziehen kann* ?

k angeordneter Korper, s,c€e k, X Ck

Definition 0.1.18.

(1) ¢ obere (untere) Schranke von X & x < c¢ (¢ < z) fir alle z € X.
(2) X nach oben (unten) beschrinkt :< X besitzt eine obere (untere) Schranke.
(3) s Supremum (Infimum) von X &

(I) s obere (untere) Schranke von X

(II) Ist c irgendeine obere (untere) Schranke von X so ist
s<c(c<s).

EX:

[1] Jedes Element von & ist eine obere/untere Schranke von () C k. () besitzt aber kein Supre-
mum/Infimum.

[2] Jedes Element von —k ist untere Schranke von k4 und 0 ist ein Infimum von &k aber
0 ¢k,

3] 2 ist eine obere Schranke in Q von {z € Q | z* < 2}. Aber diese Menge hat kein Supremum
in Q, da fiir ein Supremum s notwendigerweise s = 2 ist (vgl. 0.1.30).

Lemma 0.1.19. Fine Menge X C k hat hochstens ein Supremum (Infimum,).

Beweis : Sind s, s’ zwei Suprema in X , so ist s < s’ und s’ < s, also s = s’ O

Bezeichnung
Besitzt eine Menge X C k ein Supremum (Infimum), so wird dieses mit sup X (inf X) be-
zeichnet. Ist sogar sup X € X (inf X € X) so spricht man vom Maximum (Minimum) von X

max X :=sup X, falls supX € X
min X :=inf X, falls infX € X.

EX: 0=infk, ,aber k; hat kein Minimum; 0 = mink .

Lemma 0.1.20. Hat die Menge X C k ein Supremum, so hat die (gespiegelte) Menge —X
ein Infimum und es gilt
—sup X = inf(—X).

Beweis : s =supX => z < sfirallex € X = —s < —z fur alle z € X, d.h. —s untere
Schranke von —X. Ist ¢ irgendeine untere Schranke von — X, d.h. ¢ < —z fiir alle x € X, so
ist £ < —c fur alle z € X, also s < —¢, d.h. ¢ < —s. Damit ist —s das Infimum von —X. O

9/11/99



KAPITEL 0. GRUNDLAGEN 19
Lemma 0.1.21. Sei X C k, s € k. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) s =sup X
(i) s obere Schranke von X, und zu jemdem ¢ > 0, ¢ € k, gibt es ein x € X so dass

s—e<x<s.

Beweis : (i) = (ii): Jedes Supremum ist insbesondere eine obere Schranke. Gébe es zu € > 0
kein z € X mit s — e < x, so wire z < x — ¢ fiir alle z € X, d.h. s — ¢ obere Schranke, also
da s=sup X, s <s—¢g,dh. 0< —¢, ein Widerspruch.

(ii) = (i): Sei ¢ € k irgend eine obere Schranke von X und ¢ < s. Dann ist € :== s — ¢ > 0.
Daher gibt es ein z € X mit ¢ =s — (s —¢) < z < s, ein Widerspruch. O

Definition 0.1.22 (Supremumsaxiom). k angeordneter Korper.
k heifit nach oben vollstindig :< (SUP) Jede nach oben beschrinkte nicht-leere Menge () #
X C k hat ein Supremum.

Theorem 0.1.23. (ohne Beweis) Es gibt (bis auf Isomorphie) genau einen angeordneten
Korper mit (SUP) - den Kirper R der reellen Zahlen.

Bis auf Isomorphie heifit Folgendes: Ist R’ ein zweiter derartiger Kérper, so existiert genau
eine Bijektion
R— R, z— 2

so dass

(1) (zty) ="ty

(2 z<yer <y
Da R angeordnet, ist NCZ C Q C R

R, ist die Menge der positiven Zahlen,
—R, die Menge der negativen und
R, die der nicht-negativen Zahlen.
Ny =NNR; ={neN|z>1}
Q+ =QnNRy
Zy:=ZNRL =Ny
Ist § # X C R nach unten beschiinkt, so ist —X nach oben beschrinkt. Daher existiert inf X

und es gilt
inf X = —sup (—X).

Satz 0.1.24. § # X C Z nach oben (unten) beschrankt. Dann ezistiert max X (min X).
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Beweis : ) # X nach oben beschrinkt, s = sup X,0 < € < 1. Dann gibt es ein n € X, so dass
s—e<n<s.Ist n=s,s0ist supX = max X =n € X. Anderfalls ist s — n < s. Dann gibt
eseinme Xsodasss—e<n<m<sdh 0<m-—n<1l,m-—néeN, ein Widerspruch O

Theorem 0.1.25 (Satz von Archimedes!!'). Zu jeder reellen Zahl z € R gibt es eine
natirliche Zahl n € N so dass z < n.

Beweis : Sonst existiert supN und ein n, € N mit supN — 1 < n, < supN, d.h. supN <

ne + 1 € N, ein Widerspruch. O
Folgerung 0.1.26. inf{1, 3, %, %, ceey %, ...}=0

Beweis : inf{% | n € N} =: 1 existiert, ¢ > 0. Wére ¢ > 0, so existierte ein n € N so dass
% < n, also % < 1, ein Widerspruch. O

Folgerung 0.1.27.

(1) Zu jedem x € R gibt es genau ein [z] € Z so dass [z] < z < [z] + 1 (,grifte ganze Zahl
S .’L'“)

(2) zua,b€eTR, a<b,gibteseinge@soda33a<§<b.

Beweis : (1): Nach Archimedes gibt es ein m € N so dass © — 1 < m. Sei

[#] :== min{m € Z | z — 1 < m}. Dann ist zunichst z < [z] + 1. Wire z < [z], so wire
z—1<[z] -1, also [z] < [z] — 1, ein Wiederspruch. Ist m € Z und ebenfalls m <z <m +1
soist (B [z] <m <z < [z]+ 1, also m = [z].

(2): Wahle N € N so dass N(b —a) > 1. Damit ist insbesondere

N #0, N-a<|[Na]+1<N -b, da sonst

1=[Na]+1—-[Na]>N-b—[Na) > N-b—N-a>1a< % < b ist die gesuchte
rationale Zahl. g

Definition 0.1.28. IC R Intervall i< fir alle a,b € I,a < b ist
[a,b]:={z€eR|a<z<b}CI
EX:

1] R, Ry, R, Intervalle
[2] [a, b] ist ein sogenanntes abgeschlossenes Intervall mit den Grenzen a,b
[3] (a,b) := {z € R| a < z < b} ein sogenanntes offenes Intervall mit den Grenzen a, b.

Theorem 0.1.29 (Intervallschachtelungsprinzip). a,, b, € R, n € N, so dass
an < apg1 < bn—l—l < by

fir allen € N, d.h. [ap+t1,bnt1] C [an,by].

Dann ist
ﬂ [an7 bn] 7é @

neN
" Archimedes von Syrakus (287-212 v. Chr) griech. Philosoph

10/11/99
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genauer:2 Mit a == sup a, < inf b, =: b, gilt
[aab] = ﬂ [an’bn]
neN

Zusatz: Ist inf (b, — ap) = 0, so besteht das Intervall [a,b] aus genau einem Punkt, namlich
a=n>.

EX: )

TQN [O, ’Tb—-l-l:| = {0}
aber )

TQN (0, n—+1> =0.

Beweis : Fiir festes m € N ist a,, < by, fur alle n € N und damit
a := supa, < by, folglich a < b := infby, und 0 # [a,b] C (,enl@m,bm]- Sei z €
Nmenl@m, bm]. Dann ist ap, < x < by, fiir alle m, d.h. a <z <b. O

Theorem 0.1.30 (N-te Wurzel). Zu N € N, und z € R, gibt es genau ein £ € R, so
dass £N = z.

¢ heiBt die N-te Wurzel von z, ¥/z := TN = £.

Folgerung 0.1.31. Die Abbildung = — /z, = € R, n € N,, hat folgende Eigenschaften

(1) Y0 =0, ¥1=1

(2)0<z<ye0< Yz /y

(8) ST = VY
Insbesondere: %: "%/E

(4) {L/E % = n-mv xn—i—m’ n,m N+

Beweis : Vorbemerkung: 0 < y < z < 0 < y™ < 2" (Induktion). Daher ist

¢ 1-deutig, falls existent. Bz > 0. X := {y € Ry | y"¥ <z} > 0. Wegen (1+z)" > 1+N-z > z
ist 1 + = obere Schranke von X, also existiert £ := sup X, & > 0. Nach Archimedes gibt es
einn € Ny mit = < z also (2)V < 1 < z. damit ist sogar £ > L > 0. Sei 0 < € < 3. Dann ist
% > z da sonst £ > ﬁ, d.h. 1 — § > 1. Anderseits ist (1 — &) < £. Daher gibt es
ein ) € X so dass {(1 — &) < n < & Nach Bernoulli folgt

N N £
1—¢)< <z<
also
1-€e< L < 1
N T 1-—¢
Da diese Ungleichung fiir alle 0 < € < % gilt, ist glN =1. O

2sup a, := sup{a, | n € N}
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Folgerung 0.1.32.

(1) Ry » Ry, t— N, surjektiv3
(2) Q#R, da vV2 € R\Q (R\Q ist die Menge der irrationalen Zahlen)

(3) Ry ={y € R | Es gibt ein x € R* so dass w2 = y}, insbesondere lisst sich R nur auf
eine Weise anordnen.

(4) Zu a,b € R, a <b, gibt es eine irrationale Zahl £ € R\ Q so dass

a<{<b
n%nN
id
1
1 R,
P P’
q 3 7
a b

Wihle % € Qso dass a < ’—'; < b und definiere

2

+ ,N>0,N € N (N > 0 bedeutet: N geniigend grof})

Q3
2[S

Problem: Gibt es ,,mehr“ irrationale oder mehr ,rationale“ Zahlen ?

13surjektive Abbildungen werden mit ,Doppelspitze“ X —» Y bezeichnet, injektive mit X < Y
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0.2 Kombinatorik

Fiir eine natiirliche Zahl N € N wird die Menge {n € N | n < N} héiufig einfach auch mit 12/11/99
{0,1,2,... N} bezeichnet.

Lemma 0.2.0 (Aritmethische Summe). ¢ : {0,1,... N} — N injektiv. Dann ezistiert
maz (bildp) und es gilt

(1) max (bildp) > N
N N(N+1
(2) % (k) > MOED
k=0
Zusatz:
iq
(i) mazx(bild ¢) = N
(ii) bild ¢ ={0,1,...N}

N
(i) 3 (k) = YL
k=0

Insbesondere: 1 +2+...+ N = w

Beweis : Induktion. Es gibt natiirliche Zahlen
0<nyg<m<...<npn

so dass bild ¢ = {ng,n1,... ,nn}, also maz(bild ¢) =ny > N und

Spt) =3 m >y k=MD

Folgerung 0.2.1. ¢:{0,1,...N} — {0,1,... N'} injektiv.
Dann ist N' > N.

Definition 0.2.2. Fine Menge X heifit endlich <= Entweder ist X = () oder aber es gibt eine
Bijekion {0,1,... N} — X fiir ein geeignetes N. Eine nicht endliche Menge heifst unendlich.

Sind ¢ : {0,1,...N} — X und % : {0,1,...N'} — X bijektiv so ist auch ¢~ o ¢ :
{0,1,... ,N} — {0,1,... N'} bijektiv, insbesondere N < N’ und N' < N d.h. N = N'.
N ist also durch X 1-deutig bestimmt.

#X:=N+1

heifit die Kardinalzahl von X # (). Ist X = ) so ist #X := 0 per definitionem.
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Satz 0.2.3. X,Y endliche Mengen, A C X. Dann gilt

(1) #A < #X

(2) #XUY = #X + #Y —#XNY
(3) #X XY = #X - #Y

(4) #YX = #y#X

m o Q
1
0 1 n

Beweis : (1) - (3): A 4.1
(4): Ist X oder Y leer, so ist ¢ die einzige Abbildung X — Y, also
#YX = #Y#X = 1. Ist #X = 1 so entsprechen die Abbildungen X — Y den Punkten von
Y also #YX = #Y = #y#X
E #X>2, Y={0,1,...N}, a€ X. X' := X\{a}. Nach Induktion ist #Y X = #Y#X',
Definiere eine Abbildung:

x:YX'xy — vX

w w
(g,n) = gn
durch () .
. g(z reX
gn(m) = { n T=a

x hat die Umkehrabbildung ¢ — (¢|X’, ¢(a)), d.h.

#YX = #(YY xY) = #Y#X gy = #y#X

Folgerung 0.2.4. X endlich = #PX = 2#X,

Beweis : Ist X = () so ist PX = {0}, also #PX =1 =2°. Sei X # (). Definiere Abbildung

x:PX — {0,1}%
w w
U — XU
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durch
xv: X —{0,1}

1 relU

xv bezeichnet man auch als die ,,charakteristische Funktion von U C X.
x hat die Umkehrabbildung
0:{0,1} — PX
w w
f — (D)
wobei f eine beliebige Abbildung X — {0,1} ist. Da somit x eine Bijektion von PX auf
{0,1}% ist, gilt
#PX = #{0,1}% = 27X,

Folgerung 0.2.5 (Schubfachprinzip). () # X,Y endlich, ¢ : X —Y Dann gilt:

(1) #X < #Y falls ¢ injektiv
(2) #X > #Y falls ¢ surjektiv.

Beweis : #X = #bld ¢ < #Y falls ¢ injektiv. Ist ¢ surjektiv, so sind simtliche Fasern 16/11/99
0 # ¢~ (y),y € Y, nicht leer und paarweise disjunkt, also

#X =) H#Ho (y) > #Y.

yey
Ist ¢ : X — Y surjektiv und y — #¢ (y) konstant, so ist
#X =0 (y) - #Y
(SCHAFERPRINZIP) O
Folgerung 0.2.6. () # X endlich, ¢ : X — X Selbstabbildung

ag

(i) ¢ injektiv

(i) ¢ surjektiv

(15i) ¢ bijektiv.
Definition 0.2.7. k,n € N

(1) n!:= { n(nl_ Dy Zig n-Fakultit

; n! : k < n
(2) (2) = k'("ofk)' - Binomialkoeffizient n diber k.
sonst
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EX: 10! = 3.628.800

Satz 0.2.8. () # X,Y endlich so dass n:= #X < m := #Y. Dann gibt es genau

(m —n)!
injektive Abbildungen X — Y.

Folgerung 0.2.9.

(1) O # X endlich, n := #X. Dann ist #Aut(X) = n!
(2) Eine n-elementige Menge hat genau (Z) k-elementige Teilmengen.

Beweis : B X ={0,... ,n—1}, Y ={0,... ,m — 1},
n>2X":={0,... ,n—2} # 0. Nach Induktion gibt es genau #1)), injektive Abbildungen

(m—(n

w: X"'>Y. #( \ bild ) =m — (n— 1) > 1 Definiere fiir y € Y \ bildyp

) . o(x) ze X'

Die Abbildung ¢, ist injektiv. Ist umgekehrt 9 : X — Y injektiv, so ist 9| X’ ebenfalls injektiv
und % = (1| X")y(n—1)- Daher gibt es genau

m! m!

o =

injektive Abbildungen X — Y. O

Die Anzahl der surjektiven Abbildungen
X >Y ni=#X >m:=#Y

ist wesentlich schwieriger zu bestimmen. Tatséchlich ist ihre Anzahl gerade

m" — (?) (m—1)" + (?) (m—2)" — .o + (—1)™ (m”z 1).

Eigenschaften 0.2.10.
(1) (}) eN
2 () = (2
(3) i) = ) + )

Die 2-te Eigenschaft entspricht der Achsen-Symmetrie des Pascal’schen'* Dreiecks; die 3-te
Eigenschaft der rekursiven Berechnung der Binomialkoeffizienten.

4Blaise Pascal (1623-1662), franz. Mathematiker
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Satz 0.2.11. F Kérper, z,y € F, n € N. Dann ist

=3

k=0

Beweis: Induktion/Indexverschiebung.

Folgerung 0.2.12.

n

(1) 2" =3 (})

k=0

n

(2) 0= (—Dk(}).

k=0
Definition 0.2.13. : X Menge

(1) X hdichstens abzdihlbar :< Entweder ist X = () oder aber es gibt eine Surjektion N — X.

n

n k, n—k
k)m T

(2) X dberabzdhlbar = X ist nicht hochstens abzdhlbar.

Satz 0.2.14. Ist X eine endliche Menge, so ist X hochstens abzdihlbar.

Beweis : B X #0, ¢ :{0,..N} — X bijektiv. ¢ : N — {0,..N},

$(n) =

ist surjektiv, also g o9 : N — X.
[HS] X,Y hochstens abzihlbar, A C X.

Dann ist auch
(1) A hochstens abzihlbar
(2) X UY hochstens abziahlbar
(3) X x Y hochstens abzéhlbar.

{

WARNUNG: Y¥X ist i.a. iiberabzihlbar.

® {0,1}N ist iiberabzihlbar.

n
N

n<N
n>N

17/11/99
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Beweis : Angenommen,
p:N - {0,1}"
w w
n o= g

ist surjektiv, wobei ¢, eine Abbildung N — {0, 1} ist. Definiere die ,,Diagonalfolge* A : N —
{0,1} wie folgt:

1 on(n) =0
A(n) :=
( ) { 0 ‘Pn(n) =1
Dann ist A # ¢, fiir alle n, also A € {0,1}N\ bildy, ein Widerspruch zur Surjektivitit von
©. 0

Beweis des HS: (B X,Y, A # 0.
(1): a € A, : N - X surjektiv. Definiere 9 : N - A durch
_{ olx) z €y (4)

V(@) = { a sonst
(2): . :NxN =N, (n,m)— 3(n+m)(n+m+1)+m, injektiv, also existiert eine Bijektion
B : bild . — N x N, und eine Surjektion y : N — bild « nach (1). Die Komposition o7y : N —
N x N ist surjektiv, d.h. N x N ist hochstens abzdhlbar.
N; := Ny x {0} und Ny := {0} x N} sind disjunkte Teilmengen von N x N, also ist A :=
N; UN; C N x N nach Teil (1) hochstens abzihlbar.

Konstruktion einer Bijektion
x:A—>»XUY:

Nach Voraussetzung existiert ¢ : N — X, 9 : N — Y. Setze
x(n,0) := p(n — 1) fir (n,0) € Ny
x(0,n) :=9(n — 1) fir (0,n) € Ny
Wegen N; N Ny = () ist x wohldefiniert und bijektive Abbildung von A auf X UY. N — A X
XUuY.
(3):

No»NxN ¢ Xxxy

w w

(n,m)  — (p(n),4(m))

AN

Eine ,,Durchnumerierung” von N x N.
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Folgerung 0.2.15. Z,Q hdchstens abzdhlbar.

Beweis :NxN— Z, (n,m)—n—m. Zx(Z\0)—»Q, (p,q) — p/q. O
Theorem 0.2.16. R ist iberabzdhlbar.

Folgerung 0.2.17. R\ Q dberabzdihlbar.

Es gibt also ,mehr“ irrationale als rationale Zahlen - fast wie im richtigen Leben.

Beweis des Theorems: Angenommen z : N - R n — z,, Surjektion, d.h. R = {zg, z1, ...} 18t
sich ,durchnumerieren“. Dann gibt es eine ,Folge* I,,,n € N, von abgeschlossenen Intervallen
I, = [an, by] so dass

(1) Ing1 C In,n=0,1,2,..

(2) zn ¢ I
Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es eine reelle Zahl

s€ () I.={teR|tel, firallen e N}
neN

Die so gefundene Zahl s kommt nicht unter den z,, vor, d.h. s # z,, fiir alle n, da sonst

§=xm € nInCIm
neN

fiir ein m € N. Konstruktion der I,:

(1) ap:=z0+1< by =20+ 1,20 ¢ Ip := [ao, bo]

(2) Zerlege [ag, bo] in die drei Teilintervalle:

1
[ag, ap + g(bo —ap)]

1 2
[ao + g(bo — ao),ao + g(bo — ao)]

2
lag + g(bo —ag), bo]

In wenigstens einem dieser Teilintervalle liegt nicht z;. Sei I; := [a1, b1] dasjenige Teil-
intervall mit kleinstem linken Randpunkt, in dem z; nicht liegt, also

.’121¢11CI()

(3) Konstruiere induktiv I, 11 aus I,,.
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Ergénzung 0.2.18. (nicht Teil der VL)

®©X #£0
aq
(i) X endlich

(ii) Es gibt eine Surjektion {0,... ,N} — X fiir ein gegeignetes N € N.
Zusatz:

(1) #X = min{N € N | Es gibt eine Surjektion {0,... ,N} - X} +1
(2) Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich.
Beweis : (i) = (ii) : Jede Bijektion {0,... ,N} — X ist automatisch surjektiv.
(#2) = (¢) : N minimal, ¢ : {0,... ,N} — X surjektiv. Ist ¢ nicht injektiv, so gibt es

0 <n<m <N sodass p(n) = ¢(m). Definiere
¥ :{0,... ,N —1} = X durch

. (k) k<m
wwr-{z%+n m>k>N —1.

1) ist surjektiv, Widerspruch. O

Zusatz: Ist ) # A C X, wihle a € A, definiere ¢ : {0, N} — A durch
.| e(n) necyp A
L né& e A.
® dq
(i) X unendliche Menge

(ii) Es gibt eine Injektion N «— X.

Beweis : (i1) = (1) : X # 0. Wire X endlich, so existierte eine Bijektion

X — {0,.., N} fiir ein geeignetes N € N. Die Komposition

v:{0,.,N +1} = X — {0,.., N} ist dann injektiv, also

N > maz(bild(p) > N + 1.

(i) = (i1) : X # 0. Wahle 2o € X. Da X nicht endlich, gibt es ein z; € X \ {zo}, also nach
Induktion z € X, k € N, paarweise verschieden, d.h. k — zj ist eine Injektion N — X. [O

(® X hochstens abzédhlbar

aq
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(i) X nicht endlich

(ii) Es gibt eine Bijektion N — X.

Beweis : (i1) = (i) : s.o.
(i) = (i1) : X # 0,4 : N> X, insbesondere sind die Fasern
N, := ¢~ (z) # 0 fiir alle z € X und min N, existiert. Aulerdem gilt:

(1) min Ny =min Ny &z =21/

(2) YP(min N;) = z.

Definiere

7(0) := min{min N, | z € X},

(1) := min{min Ny | 7(0) < min Ny, z € X},

induktiv

(k) == min{min N, |7(0) <7(1) <...<7w(k—1) <min N;, z € X}.

Da X nicht endlich, ist 7 fiir alle k¥ € N definiert; die Komposition

N5 N % X ist bijektiv. O



Kapitel 1

Konvergente Folgen

1.0 Reelle Folgen und Reihen

Motivation: Ein einem Kreis K einbeschriebenes (regelméfiges) n-Eck E, 19/11/99

n=6

approximiert die Flache des Kreises:
Fliche (E,) =~ Fliche(K) falls n > 0.

Die mathematisch prizise Fassung solcher oder dhnlicher Approximationsprozesse fiithrt zum
Begriff der KONVERGENZ - dem zentralen Begriff der Analysis.

Definition 1.0.0. x € R. Dann heifit

2| = -z <0
) T x>0

der (Absolut)betrag von z.
Offenbar ist

(1) —|z| <z < |z

(2) |z|2 = 22, d.h. |z| = V22

32
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Satz 1.0.1. Die Abbildung
[:R = Rz~ |z,

hat folgende Eigenschaften
Ni:|z| >0,|z| =0 2=0
N2: |z -yl = |z| - |yl

N3: |z +y| < |z| + |yl.

N3 ist die sogenannte A - Ungleichung (,, Dreiecksungleichung).

r+y

Grob gesprochen ist die Analysis die Theorie der A - Ungleichung.

Beweis :

N1: |z| = Vz2.

N2: Ez-y#0.Istz-y>0soist |z-y|=z-y=(-z)-(—y) = |z|-|y|]- Ist z-y < 0 so ist
lz-yl=—(z-y) = (-2) -y ==z (-y) = |z |y|.

N3: [z +yl? = (z+y)* =2+ 2 2 y+y* <|z]* +2[z]- |[y[ +[y]* = (Jz| + [y])*. Da das /-
-ziehen monoton ist, folgt |z + y| < |z| + |y|.

Folgerung 1.0.2.
(1) 10[=0, [1[=1
(2) | - z| = |z
(3) |lol| = Ial
(4) |%| = ﬁ falls ¢ £ 0
(5) lz] <ce —c<z<c

(6) |Iz] = Iyl < =%yl < la] + lyl-
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Die Eigenschaft (6) ist die sogenannte ,verschirfte A -Ungleichung® ; ihr Beweis beruht auf
dem , Fundamentaltrick“ der Analysis:

[zl =lz+@-yl=z+y)+ ()| <|z+yl+]y), dhlz| - |y < |z +y|
In dem man x und y vertauscht, findet man
lyl — |z < |y + =

also
121 = lyl| < Jo+ w1

Indem man y durch —y ersetzt, folgt
121 = lol| < I = 9] < Ja] + .
Mit Hilfe des Absolutbetrages kann man den ,, Abstand“ zweier reeller Zahlen messen:

Satz 1.0.3. Die , Abstandsfunktion®
d:RxR =R (z,y) — d(z,y) = |z — y|

hat folgende Figenschaften:

M1: d(z,y) > 0,d(z,y) =0z =y
M2: d(z,y) = d(y,z)
M3: d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

Aujflerdem ist sie translationsinvariant, d.h.
d(z + a,y + a) = d(z,y) fir alle a € R.

Definition 1.0.4. X Menge, o : N — X.
Dann heifit o eine X — Folge mit dem n-ten Folgeglied o, := a(n).

Ist X = R so spricht man von einer reellen Folge. Hiufig werden Folgen auch als (unendliche)
Tupel geschrieben:

a = (ag) = (an)n>0-
WARNUNG: Folge # {Folgenglieder}.
a=Nx {1} C N x R aber {a,|n € N} = {1}

Definition 1.0.5. a: N — R reelle Folge, a € R.
a Grenzwert von a ( «a konvergiert gegen a) < Zu jedem 0 < ¢ € R gibt es ein N = N, € N
so dass der Abstand |ayn, — a| < € sofern n > N.
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Konvergenz bedeutet nicht, dass irgendein Folgeglied o, mit dem Grenzwert a iibereinstim-
men muss.
Konvergenz bedeutet, dass in dem offenen Intervall

(a —e,a+¢)

egal wie ¢ > 0 gewihlt ist, fast alle! Folgenglieder liegen, aufierhalb aber hichstens endlich
viele.

hier fast alle a,

/N

o
S

\
]

\ a—¢ a a+e /

hier hochstens endlich viele «, und zwar egal, wie € > 0 gew&hlt.

Lemma 1.0.6. FEine reelle Folge a : N — R hat héchstens einen Grenzwert a. Man schreibt
dann
a = lim o, oder o, — a.

[HS] z € R so dass |z| < ¢ fiir alle € > 0. Dann ist z = 0.

Beweis des Lemmas: a,a’ Grenzwerte, ¢ > 0. Dann gibt es N, N’ € N so dass

lay, —al < g sofernn > N

€
|y, — a'| < 2 sofern n > N'

Fiir n > N + N’ ist dann

15 15
la—d|=la—anton—d[<la—an|+|on—d| <+ =¢,

d.h. a = o' nach [HS]. O
EX: 23/11/99

[1] Fiir ay, := const. = ¢ € R gilt lima,, = c.

.. 1 n=0 . ..
[Z]FurAE]R,an::{é n>0,gllthm an = 0.

. n
Beweis :

A

|lon, — 0] =
n

A ..
< fir n > 1.
n

Zu € > 0 existiert nach Archimedes ein N € N so dass

1—=alle bis auf endlich viele Ausnahmen
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d.h. n > N > 1 impliziert
| 4]
|an - Ol <—K< €,
n
also a, — 0. O
KRITERIUM:
B:N—=R beR c>0sodass

|Bn — b] < % fiir fast alle n.

Dann ist b = lim ,.
[3] Fir |z| < 1, ap := 2" gilt lim 2™ =0

X

Beweis : Bz #0. |z| < 1= L‘ =1+ h,h > 0. Nach Bernoulli ist

|z
1 1

"~ 0l = " = " = g < TR <

S =
S|+

fiir n > 1, also lim 2™ = 0 nach dem Kriterium. O
[4] an =1+ (—=1)" konvergiert nicht?.
Beweis : Angenommen a € R ist Grenzwert von ay,. Zu € = % gibt es dann ein N so dass

1
lay, —a] < 2 sofern n > N.

Ist n > N, n gerade, so ist |, —a|] = |2 —a| < % , d.h. % <a< g, ist dagegen n > N, n
ungerade, so ist |ap, —a| = |0 —a| < 3, dh. —3 < a < §, ein Widerspruch. O
[5] Fiir z > 0, oy, ::{ 1\% Z;g , gilt limay, = 1.

Beweis : Seiz > 1: ¥z =1+ hy, h, > 0 geeignet.

Bernoulli: z > 14 n - hy, d.h. by < Z1 n > 1. Damit [z — 1| = h, < &L fiir n > 1 also
lim {/z = 1 nach Kriterium.

Sei0<z<1l: {Yr= ﬁ, hngeeignet.

Bernoulli: A, < I_Tz . % Damit

T I T -z 1
= | = €

2=divergiert
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also lim {/z = 1 nach Kriterium. O

[G]Fﬁran:z{% Zig,giltlimanzl

Beweis : apy =14+ hy, hy >0
Bernoulli-Trick versagt.

n=1+h)">1+ (T)hn—l— (Z)hi > (Z)hi

h2 <

n —

d.h.

Sﬁfﬁrnz&
n—1"mn

Zu € > 0 gibt es nach Archimedes ein N € N so dass f’g <N
Fiir 0> N +3 st dann o — 1| =y < /2 <, dh oy > 1. O

Satz 1.0.7. : |z| <1, sp(z) =14+z+2>+...+ 2"
Dann ist lim s, (z) = =

l—x*
Beweis :
1— In—}—l 1 In—}—l
sn(@) = l-z2 1-z 1-=zx
also 1
1 t
sn(z) — =|Z < Sz < 1% fiir n > 1 nach EX (3].
-z l—z| 7 |1—g

Bemerkung 1.0.8. : Die Menge RY der reellen Folgen
a:N—->R

ist auf natirliche Weise eine R-Algebra mit 1, d.h. ist Ndie konstante Folge 1, = 1,
(an), (Bn) € RN, X € R so0 ist
(an)E(Bn) = (anEpBn)

A (ap) = (A ap)
@) (am) = (an)

wieder eine reelle Folge. Uberdies ist RN partiell geordnet :
(an) < (Bn) & an < By fiir alle n

und mit (o) gehort auch die Folge der Betrdge

()] := (Janl)

2u RN,

Stabilitétseigenschaften (,,Die Glorreichen 8%)
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(o) konvergent = Es gibt ein C > 0 so dass |ay| < C fiir alle n.
a, — a, ap = B, fir fast allen = G, — a.

an = a, B = b A € R= o, 16, — atbh, Ao, — Aa.

B
an, = a = |ay| — |al.

an — a, a # 0= Es gibt ein C > 0 so dass |ay| > C fiir fast alle n.

(1)
(2)
(3)
(4) an = a, B — b,b#0,8, #0 fiir alle n = 42 — 2.
(5)
(6)
() an = a, Bn — b, < By, fiir fast alle n = a < b.
(8)

an < v < By, fir fast alle n, oy — a, B — a = v, — a.

Beweis der Stabilitdtseigenschaften:

(1): ap — a. Zu e = 1 gibt es ein N € N so dass |, —a| < 1 fiir alle n > N. Fiir diese n ist
dann
|an| = |an —a+a| <1+ lal, also

lay| < C = maz{l + |a|, |ao|, |01],--. ,|an]|}

fir alle n.

(2): Zunichst gibt es ein N’ € N so dass ay, = 8, fiir allen > N'. Da a;, — a gibt eszue > 0
ein N so dass |a, —a| < € sofern n > N, also |8, — a| < € sofern n > maz{N, N'}.

(3): Exemplarisch: ay, - 8, — a+b

|an “Bn—a- b| = |04n,3n — Bna + Bna — ab' < |/8nHan - a\ + |aH,3n - b|

Nach (1) gibt es ein C' > 0 so dass |8,| < C fiir alle n > 0, also

|ag - B —a-b| < A(|ayn —al + |8, — b|) wobei maz{C, |a|} = A. Zue > 0 gibt es nun N, N’ € N
so dass

n>N

om —a] < ———, n>
24+ 1

n> N’

€
|ﬂn—b|<m, >

also
|an - B — a - b| < € sofern n > maz{N,N'}.

(5): [lan| = al| < |on — af
(6): Zu € := 1|a| gibt es ein N € N, so dass |, — a| < 1|a] fiir alle n > N, also fiir n > N
1
[laal = lal| <l — al < 5lal.
Dies ist gleichbedeutend mit
1 1
~2lal < lo ~la] < Lol

d.h. )
lon| > C = §|a| fiir alle n > N.
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(7): Sei vy, := Bn — ap, ¢ :=b—a. Es gilt 7, > 0 fiir n > N',~, — ¢. Angenommen ¢ < 0.
Dann gibt es zu € := 1|c| ein N € N so dass
I — | < 3|c| fiir alle n > N, also

1 1
—§|C| <Mn—c< 5\0\

und damit

1 1
')’n<c+§|c|=§C<0,

ein Widerspruch.

(8): ap —a < v, —a < By — a, insbesondere —|ay, —a| < 7y, —a < |Bp — al, also |y, —a|] <
maz{|fn — al|, |an — a|]} < € fiir n > N (siehe (2)).

(@): 12— 8 = Ll -b—a-b+a-b—a-fu| < lan — al + 2L 6, —bl. Dab £ 0, gibt
esein C >0, N'e N so dass

1 |al . !
——, ——— < (Cfirallen >N
Bl 1Bnl[b]
also
an  a .. 1
— — —| < Cloy, — al + C|B, — b| fiir alle n > N'.
Pn b
Daher gibt es zu € > 0 ein N € N so dass
In _ %) < ¢ fir alle n > maz{N,N'}
Pn b
(vgl.(3)). O

2.a.
WARNUNG: o, = a,ap, >0 7 a > 0 (sondern nur a > 0).

o ._{1 n=>0
- 1 .
ay > 0 aber lim o, = 0.
EX:
[1]
_mn
PR

Weder die Folge im Zahler noch die im Nenner konvergiert, aber fiir n > 1 ist

n 1 0
n?2 n
ap = —5— = —- —-=0.
1 1
nni— 1+F 1

2] z,y € R
1
vV y = maz{z,y} = 5 (z +y +le - )

) 1
o Ny = min{z,y} = 5z +y — |z —y|)
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an—>a,ﬂn—>b:>an0ﬂn—>a0ﬂ
Aufgrund der Stabilitdtseigenschaften des Konvergenzbegriffes ist die Menge
Fkonw = {a € RY | a konvergent}

auf natiirliche Weise ein R-Vektorraum (vgl. VL <« Lineare Algebra >>) und die Limesbildung
a — lim a, eine lineare Abbildung

lim : Fgony = R
Der ,kern“ dieser Abbildung
kern(lim) := {& € F gony | lim oy = 0}
ist gerade der Untervektorraum der NULLFOLGEN.
Definition 1.0.9.

a:N—> R

(1) « beschrinkt :< {an| n € N} beschrinkt, d.h. es existiert ein ¢ > 0 so dass o] < ¢
fir alle n.

(2) a monoton steigend (fallend) & an11 > «, fiir fast alle n
( an+1 < ay, fir fast alle n)

Monoton steigende Folgen werden mit a ,*, monoton fallende Folgen mit « “\, bezeichnet. 24/11/99

Theorem 1.0.10. o : N — R monoton und beschrankt. Dann hat o einen Grenzwert und es
gilt:

limay, :={ o P9 a/
" infa, aN,

EX:
[1] Eulersche Zahl e = 2,718281...

klar: 2 < e, < el <4 fiir alle n.

€n+1 1 1 n

. n = ]_ 1_

en /" en ( +n+1)( (n+1)2)
1

(Y,
N
+

3

+

—_
N——
N

—_
|

=
+13

—_
%
N——
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v = (o) ()

also
2=¢<e<e<..<e <€, <€, j.<el=¢=4

2<lim e, =sup e, <4
2 <lim e, =inf €], <4

e ) .
el =en+— =2<e:=lim e, =lim €/, < 4.
n

[2] Natiirlicher Logarithmus,

x>0 . 0
An(2) ::{ n(Yz —1) n;O

(1) An (%) = _n%/g “An(T), n>0

(2) An(z-y) = Aa(z) + A (y) + %An(w) “An(y)

(3) An(z) < Ap(y) fallsz <y

(4) An(1) =0

® Die reelle Folge (A, (z)) konvergiert fiir jedes = > 0.

log: Ry - Rz log z:=1lim A\,(z) ist der sogenannte natiirliche Logarithmus.

Beweis : Da {/z — 1, B z > 1.
Fiir diese x ist A\, (z) > 0.

A= Anm1 = (" 1) - (n+ )" 1), z=y""D, y> 1.
= n-y"-(y—-1)— (" -1)
= -y (y-D—@-DE" " +y" P+ +1)
= W-D[@" -y N+ -y ) +..+ @y -1)] >0.

Damit ist A\, > A1 > 0, also existiert

lim A, (z) = inf A\, (z)

Theorem 1.0.11. Der natiirliche Logarithmus
log: Ry - R, z+— lim\,(x),

hat folgende Eigenschaften:
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Ll log z-y=1log z+1log y
L2 log z<log y firx<y
L3 log e=1, log 1=0
L4 1—%§log r<z-—1

Folgerung 1.0.12.

log é =—log z

log ze = Plog = fir alle £ € Q
z — log z injektiv.

Folgerung 1.0.13. log: (R;,:) — (R,+) Homomorphismus von abelschen Gruppen.

Spiter: log ist sogar ein Isomorphismus.

Beweis des Theorems:

L1: Ap(z - y) = An(2) + An(®) + 20 (2) - Anly)
L22z<y=y=A-z, A>1, log A>0.
L3: e, <e<e,=>

2 <n-log(l4+2)<log e<(n+1)log(1+21) <ntl

n+1 n
Ld: 2o =3/ —1>-1=z2>1+M\,
log(%)gi—lilog:czl—%. O
x-1
1+ log x
1 e

Definition 1.0.14. o, : N — X Folgen.

o' Teilfolge von o & Es gibt eine streng monoton steigende Folge ¢ : N — N natiirlicher
Zahlen, so dass

!
o' =aop,

mit anderen Worten o, = ty(n)-
Ist ¢ # id so heifit o eine echte Teilfolge von a.

Satz 1.0.15. a: N — R reelle Folge

aq
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(i) a konvergent

(i) Jede echte Teilfolge von « ist konvergent und samtliche Grenzwerte dieser Teilfolgen

stimmen tberein.

Theorem 1.0.16. (Satz von Bolzano®-Weierstraf§ *)

Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

[HS] Jede Folge reeller Zahlen besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis des HS:

a:N—>RseN

s Spitze von «a & a, < a4 fiir alle n > s.
S :={s € N | s Spitze von a}.

o o o o o

s s+1 s+ 2 s+3 s+4

Ist S unendlich, so gibt es Spitzen

S0 <81 <8< 83 <. <8 <.,

also gy > g > gy > 0y >

und (o, x>0 ist eine monoton fallende Teilfolge von (ay,).
Ist S dagegen endlich, definiere

. 0 S=10
™0 =1 maxS+1 S#0

Dann gibt es ein n; > ng so dass oy, > oy, insbesondere n; > ny.

43

ny ist ebenfalls keine Spitze, daher gibt es ein ny > n; so dass a,, > ay,, insbesondere

n9 > n1. Nach Induktion existieren
so dass

gy < Ay < Ay < ..
d.h. (an, )k>0 ist eine (streng) monoton steigende Teilfolge von (o).

Definition 1.0.17. «: N — R reelle Folge.
a Cauchy®-Folge < Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N so0 dass

loy, — | < €

fir alle n,m > N.

3Bernhard Bolzano (1781-1848), ital. Mathematiker
*Karl Weierstraf$ (1815-1897), deutscher Mathematiker
5 Auguste Cauchy (1789-1857), franz. Mathematiker

ng<ny<ng<ng<.<ng<..

30/11/99



KAPITEL 1. KONVERGENTE FOLGEN 44
Lemma 1.0.18.

(1) Jede CF ist beschrinkt.

(2) Jede konvergente Folge ist eine C'F.

WARNUNG:

Selbst wenn der Abstand zweier aufeinander folgender Folgenglieder beliebig klein wird, ist
die Folge im allgemeinen keine Cauchy-Folge:
s0:=0,sp:=1+1+2+.+1n>1

1

Sn+1 = Sn = 331
n < 2]6 < 2k+1 <m
- B S 2ok 1

1 1
Sm_anm‘F.-—FW_W 3-

Theorem 1.0.19. o : N — R reelle Folge

ag
(i) a konvergent

(i) a Cauchy-Folge.

Beweis : (i) — (44) : 1.0.18
(i) — (i): Nach 1.0.19 ist (ay) beschriankt und besitzt deshalb eine konvergente Teilfolge
Qp, — Q.

Jon — & < lan — an, | +lom, ~7.

Zu € > 0 gibt es ein N > 0 sodass
|om, — @ < % k>N

|an—am|<%, n,m > N

Fir k£ > N ist ny > N, also
|ay, — @l < e fiir n > N.

O
Bemerkung 1.0.20. Eine rationale Cauchy-Folge o : N — Q hat i.a. keinen Grenzwert in
Q: .
— [n . \/5] —V2¢Q
n
EX:

[1] Goldene Zahl 145,
o =1, zpy1 =1+ ﬁ,n >0
Induktion:
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(2) |Znsk — 2n| < (3)" |20 — 30| < 4- (3)"

V5

N

(zn) ist damit CF, z :=limz,, s =1+l odera? —z-1=0=>z=+
Da a:nzgist auch z > 3, d.h.x:%(l—l—\/g).

[2] Allgemeine Potenz
a>0,04qg€Z, %E@

1 {{’/c_zq>0
= 1

ac : L g<0
P 1 1
a? := (af)e = (a2)P.

Eigenschaften: r, s € Q, a,b>0

(1) a’-af = ar—{—s
(2) (a")* = a’*

(3) a"-b" =(a-b)"
(4) Fir r < s ist

a" <a®fallsa > 1
a”" >a’fallsa < 1

(5) Fur 1 <a iSt |G/T — (],8| S amam{r,s} (a|7_5| — ]_) i

[HS] Zu jedem z € R gibt es rationale Folgen z,  z und =], \, z.

Beweis : t[nz] <z < 2[nz]+ 1. O
Die beiden dufleren Folgen besitzen monotone Teilfolgen, die notwendigerweise monoton stei-
gend bzw. monoton fallend gegen x konvergieren.

®a>0, z€eR, z,, 2/, € Q so dass
Tp = T, T, — T
Dann sind (¢®*) und (a®) Cauchy-Folgen und ihre Grenzwerte stimmen iiberein:
lim ¢® = lima®».
Zusatz: lim a* > 0.

Beweis : (E a > 1. Dann existiert ein M € N so dass |z,|, |z,| < M fir alle n, insbesondere

!
Tn _ q%m

< aM (a‘:‘””_wlml — 1) , mEeN

1
Zu e > 0 gibt es ein p € Ny so dass [a» — 1| = Ya -1 < 5.
Da z, — z,z}, — = gibt es ein N € N so dass |z, — z],| < 11—) fiir alle n,m > N, d.h.
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la®» — a"m| < &, m, m > N. Fiir z,,, = !, folgt, dass sowohl (a®») als auch (a®=) CF sind.
y := lima®,y' := lima® existiert.

ly =9I <ly—a™|+[a™ —a™|+]a"™ —y| <3-¢€

fiir n,m > N, > N geeignet, d.h. y = v/

Zusatz: x > 0. z,, > ©,z, = T,T, € Q = a®™ > 1, also auch lim o > 1.

2<0. Y < T, Yo = T, Yo € Q=>a7¥» > 1, also lim a7¥ > 1 d.h. lim a¥» = —L— > 0.
O

Definition 1.0.21. : a > 0,z € R
a® :=lim ", z, >z, z, € Q
® Die Abbildung R — R, z — a® hat folgende Eigenschaften:

(1) a®¥ =a®-a¥
(2) o™ = (a")?

B) a* <avfallsz<y,l<a
a®>a¥ falls z < y,1 > a.

a<l a>1

Beweis :(1)-(2) Stabilitdt des Limes.

a>1:y=x+h, h>0. Wiahle m € Ny, h, € Q so dass

L < hy <h, hy > h. Dann ist 1 < %/a < a", also lima" = a" > 1 und damit a¥ =
a® - al > a®. O

Folgerung:
(1) log(e”) = z,e'8¥ =y
(2) a® = erloga

3) (R4,-) g (R, +) Isomorphismus abelscher Gruppen.
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Beweis : z, <z < ), Zpn, z, €Q, =z, z, > z. Dann ist fiir a > 1
/
aCL‘n S aac S a.’En

und damit
zploga < loga® < z) loga,

d.h. z - loga = loga®. Fir a = e folgt £ = loge®. Da log injektiv, folgt aus loge!°8Y =
logy, y=el°8Y, O

Theorem 1.0.22. Es gibt genau eine Abbildung X : Ry — R mit

L1 Mz - y) = A=) + A\()
L2 Mz) < My) firz <y
L3 \e) =1

ndamlich A = log.
[HS] ¥ : R — R so dass

(1) ¥(z+y) =9(z) +9(y)
(2) P(z) <Y(y) firz <y

Dann ist 9(z) = (1) - z,74(1) > 0.

Beweis des Hilfssatzes: Nach (1) ist ¥(2) = (1) + 1(1). Mit (2) folgt
0 <(2) — (1) = p(1) = A und $(2) =2+ A

Mit Induktion folgt ¥(n) =n- A fir alle n € N,

$(0) = (0 +0) L 1(0) + 9(0)

= %(0)=0
= 0=1(0) =$(n+ (-n)) = Y(n) + p(-n)
= ¢(-n)=—(n)=-n-4, n €Ny,
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dh ¢y(z)=z-4, z€Q
Tn,2h €EQ, z €Rsd. z, Nz, 2zl T
A-zp =P(xy) <P(z) <9P(al)=A-z,also Y(z) =lim A-z, =9(1) - z. O

Beweis des Theorems:
(1) z — (z) := A(e”) geniigt dem [HS] mit ¢(1) = 1, d.h. A(e®) = z, insbesondere
A (e)‘(w)) = Mz),
d.h. eX®) =z, da X injektiv. Beachte: e® > 0 fiir alle x und daher ist A(e®) definiert.
(2) Sowohl X als auch log sind Umkehrabbildungen zu x — €%, also A = log. O

Definition 1.0.23. : (ay), (sp) reelle Folgen

(1) ((an), (sn)) unendliche Reihe mit n-tem Reihenglied a,, und n-ter Partialsumme s, <

Sn=ap+...+a, = a; fir alle n.
k=0

(2) ((an), (sn)) konvergiert: < (sp) konvergiert.

Ublicherweise wird sowohl die Reihe ((ay,), (s»)) als auch deren moglicher Grenzwert mit 3/12/99
D
k>0

bezeichnet, da die Folge der Partialsummen (s,) die Reihe festlegt:
Ap = Sp, — Sp—1-

EX:

1] |z| <1
Die geometrische Reihe

hat den Grenzwert

[2] Die harmonische Reihe

divergiert:

1 1 1 1 1
sop = 14+ (s+> )+t (55— +...+ 3k
1
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[3] Die Reihe

konvergiert gegen 1 (,, Teleskopsumme*):

- 1 " /1 1 1
= - = - - =1
" ;k(kJrl) — (k k+1> n+1

[4] Die Zeta-Funktion

konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1.

M _1=(1+1)"-1>1+n—-1>n

also 1 1 1 1
< Zz (1-s)k _
k>0 1_2(1 :
Bemerkung:
(1) k €Ny, C(2k) = 7% - ry,rg € Q2.B.L(2) = &

(2) ¢(3) ¢ Q; ob ((5) rational oder irrational ist, ist unbekannt.

(3) Die (-Funktion ist wesentlich beim Beweis des Primzahlsatzes:

#{peN|p prim}~

logz”
Satz 1.0.24.
ag
(i) > ay konvergent
k>0

m

(1i) Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N so dass | Y, ax| < € fir allen, m > N, m > n.
k=n

Folgerung 1.0.25.
Zak konvergent = (ay) Nullfolge.
k>0

Ist (a,) eine Nullfolge, so braucht ), <, an nicht notwendig zu konvergieren.
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Satz 1.0.26 (Leibniz).

an \(0,a, > 0= Z(—l)"an konvergiert.
n>0

n
Beweis : Sei s, = Y. (—1)*ag. Aus ag > ay,, fiir alle k folgt
k=0

In+1 2n+2
sont2 — Son = (=1)*"Tagni1 + (=) agn 10 = —aon+1 + aznt2 <0,

also (s2n) \y, analog 52,43 — S2p+1 = G2n42 — G2p43 > 0, also (s2p41) * auBerdem sp,41 =
Son — Gont1 < Sop, also fiir alle n gilt

51 <s83<...<Sopt1... < S2p < S2p-2 < ... <82 < Sp.

Da (s25+1) monoton wachsend und nach oben beschrinkt (z.B. durch sp) und (s2,) monoton
fallend und nach unten beschrinkt (durch s;), existieren s = limsg,+1 und s’ = lim s9,.
Andererseits folgt mit STAB
s = limsg;, 11 = lim 89, — limag,+; = s’ — 0 = s. Insgesamt folgt s = lim s,,. O
EX:

Z(—l)"% konvergiert.

n>1

Definition 1.0.27.

Z an, konvergiert absolut & Z lay,| konvergiert.
n>0 n>0

Lemma 1.0.28.

Z an konvergiert absolut ig; Z an konvergiert.
n>0 n>0

Kriterium 1.0.29.

aq

(i) > an konvergiert absolut
n>0

(ii) Es ezistiert ein ¢ > 0 so dass Y |an| < ¢ fiir jede nicht-leere endliche Menge E C N.

nek
Beweis :
n
Ap =Y lakl, A 7.
k=0
Daher konvergiert (A;) genau dann, wenn es ein ¢ > 0 gibt mit A, < ec. O

5Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), deutscher Universalgelehrter
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Folgerung 1.0.30 (Allgem. Kommutativgesetz).
> ay, absolut konvergent, m € Aut(N). Dann konvergiert auch die ,umgeordnete“ Reihe

n>0
Z Gr(n)

n>0

Z an und Z Qr(n)

n>0 n>0

absolut und die Grenzwerte

stimmen tberein.

Beweis : Ist ) # E C N endlich, so ist

dolarml= Y laml<ec.

nelE men(E)
n n
§:= limZak, s'i= limZaﬂ(k), e>0.
k=0 k=0

Dann gibt es ein N € N so dass fiir alle n > N

n
3
S — Z O (k) < §
k=0
- 3
s — Z Or(k)| < g
k=0

> lail <5

k>n
Da m € Aut(N) gibt es ein M > N so dass {0,1,... N} C {n(0),... ,7(M)}. Daher ist

N N M M
R N ST ) ST ST ) S
k=0 k=0 k=0 k=0
3 3
< gt D0 lewl+g
w(k)>N
< €

Bemerkung 1.0.31. (ohne Beweis)
Konwvergiert

o

n>0
bedingt, d.h. konvergiert aber konvergiert nicht absolut, so gibt es zu jeder reellen Zahl A € R
ein m € Aut(N) so dass
A= Z Ar(n)-

n>0
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Bemerkung 1.0.32 (Konvergenzkriterien).

(1) Majorantenkriterium
Z cn konvergent, ¢, > 0 fir fast alle n, |ay| < ¢, fiir fast alle n

n>0
Dann konvergiert Z an absolut.
n>0

(2) Quotientenkriterium
0<A<1, (an) so dass

(i) an # 0 fir fast alle n

< A fiir fast alle n.
Dann konvergiert Z an absolut.
n>0

an+1
an

(i)

(8) Wurzelkriterium
0 <A1, (ap) so dass {/|an| < A fiir fast alle n.
Dann konvergiert Z a, absolut.
n>0

konvergiert (absolut), da

EX
1]

yo Loyt 1)

2
n>1 "
1 1
W;#)‘ < g = — und ¢ (g) konvergiert.
n2

k2
Z oF konvergiert (absolut) nach QK;

2]
k>0
2 2
apsr| 1 1 1 1 8 )
—(1+-) <=[14+=z) ==-=A<1H >
a 2(+k)_2<+3 <1lfirk >3
3]
n2
( r > konvergiert (absolut) nach WK;
n+1
n>1
n \" _1
Vlan| = (1 n n) < 3 nach Bernoulli.

Warnung:
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[1] Weder aus |“2| < 1 fiir alle n noch aus {/a,| < 1 fiir alle n folgt die Konvergenz von
> ap:
n>0

1
Z — divergiert.
n>1 "

[2] Aus der Konvergenz von ). |an|, an # 0, folgt weder die Existenz eines 0 < A < 1 so
n>0

< A fiir fast alle n noch die Existenz eines 0 < A < 1 so das /|a,| < A fiir fast

[¢2
dass Gn+1
an

alle n: )
Z — konvergiert, aber
n

2
an+1 n 1
sup o sup (n-l— 1) , sup V/|an| = sup (%)2

3] Aus |%2+1| > 1 fiir fast alle n folgt stets Divergenz, ebeso aus {/|a,| > 1 fiir fast alle n,
an

denn dann kann (a,) keine Nullfolge sein.
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1.1 Potenzreihen

Lemma 1.1.0 (Lemma von Abel). (a,) reelle Folge, b > 0 so dass (a,b™) beschrinkt,
0 < r <b. Dann konvergiert die Potenzreihe

A(z) == Z anz"

n>0

absolut fir alle |z| <.

Beweis : Ist |apd™| < C fir alle n, so ist

o2 (5)

n>0
konvergente Majorante fiir |z| < 7. O

EX:
Z nz" konvergiert absolut fiir |z| < 1.
n>0

. . 1 1
Fur0<b<1lstb:m, 5>O,alsonbnzﬁ§ﬁ<g.

Bekanntlich gibt es zu jeder Menge X eine Menge Y, so dass Y ¢ X. Deshalb gibt es Mengen
+00 und —o0”, so dass
+o0o € R +00 # —o0. Durch

—oo <z <400, z €ER

wird die Ordnung von R auf fR := R U {400} fortgesetst. Fiir eine Potenzreihe A(z) =

> anx™ sei
n>0

Ky :={b>0| (apdb™) beschrinkt}

und
{ +00 K4 unbeschrinkt
Ry =

sup K4 K4 beschriankt

R, ist der sogenannte Konvergenzradius in A.

Satz 1.1.1.
(1)
Zana;" konvergiert absolut fiir |z| < Ra
n>o
(2)

Zanxn divergiert fiir |z| > Ra

n>o

“plus bzw. minus unendlich
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absolut konvergent
? 0 / ?

o o o
S

KRA Ra /
divergent divergent

EX:
1]
:L.n
Z — hat den Konvergenzradius 1.
n>1
wn
<1l: —| < " k te Mayj te, d.h. Ry > 1.
|z Z ol Z |z|™ konvergente Majorante A >

n>1 n>0

1
r=1: Z — divergiert, d.h. R4 < 1.
n

n>1

(=n"
z=—-1: E konvergent.
n
n>1

55

Folgerung: Auf dem Rand |z| = R4 des ,,Konvergenzkreises“ K 4 kann sowohl Konvergenz

als auch Divergenz vorliegen.

2]
Z nlz" hat den Konvergenzradius 0.
n>0

Wire ndmlich R4 > 0 so existiert 0 < b, ¢ so dass n!b" < ¢ fiir alle n € N also fiir n >> 0:

n 1 2
Dl e< Wl o< S,
e e b b
ein Widerspruch.

Die Partialsummen A, (z) einer Potenzreihe

A(z) = Z anz"

n>0
sind Polynome vom Grade < n,

n
Ap(z) = Z apz®
k=0

Ist
n
p(x) = prz*
k=0

ein Polynom und #N ST(p) > n so verschwinden alle Koeffizienten p;, = 0. Bei Potenzreihen

verhilt es sich genau so.

8/12/99
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Satz 1.1.2 (Identitédssatz). A(z) = > anz" Potenzreihe mit R4 > 0, 0 <7 < Ry so dass
n>0
A(z) =0 fir |z| < r. Dann ist a, = 0 fir alle n.

Folgerung 1.1.3.

aq

(i) goanw” = Z:Obnx”, lz| <7
n-> n->

(i) an = by, fir alle n € N.

Beweis : Angenommen {n | a, # 0} # . Dann existiert
m := min{n | a, # 0},
A(z) =z™ - E A kz”,

insbesondere
Zam+k:ck =0fir0< |z| <,
k>0

also

k
jz:‘hn+k$

k>0

0= amrz"| > |lam| -
k>0

und damit fiir o < |z| < r

|am| = Zam+k$k = |z| Zamjukack*l < |z| - const,
k>1 k>1

folglich a,, = 0. O

Satz 1.1.4.

A(z) = Zanm", B(z) = Z bpz".

n>0 n>0
Dann hat die Potenzreihe

n

C(x) = chw", IR Zakbn_k

n>0 k=0

den Konvergenzradius Rc > min{R4, Rp} und es gilt fir alle
|z| < min{Ra, Rp}

EX:
A(z) =) a", Bz)=1-2, C(z) =1

n>0

Rc = +oo > min{R4, R} =1.
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[HS] > un, Y. v, absolut konvergent,
n>0 n>0
mn
Wy, 1= ) UkUp_k-
k=0

Dann ist auch ) w, absolut konvergent und es ist
n>0

an = Z“” Z v, | (Allgemeines Distributivgesetz).
n>0 n>0 n>0

Beweis : Es existiert ein ¢ > 0 so dass

Z |tn, Z lun| < c.

n>0 n>0
Dann ist fir m € N
m
Solwel = >0 fuillogl < [ Y fwil | | Do losl | <€
k=0 i+j<m i<m j<m

d.h. > wy konvergiert absolut.
n>0
n n
Sei sy 1= D ug, ty = Y, v, t =lims,, s=1imt,.
k=0 k=0
Zu € > 0 gibt es ein N € N so dass

> luele D ol < 5

k>N k>N

Fir m > 2N ist dann

E ui’uj - E ’ui’l}j

m
Smilm — Z W
k=0

i,j<m i+j<m
<D il
3,5 <m
i+j>m
< D luillogl + D fuillog]
i<m j<m
i>N i>N
< e oo Y fuil.
J>N i>N

In der Grenze ist damit

ce
s-t—Zwk < %t 1 <eg,
k>0
d.h.
s-t:Zwk.

k>0
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Bemerkung 1.1.5 (Ergéinzung (nicht Teil der Vorlesung)).

(an)n>0 beschriankte Folge reeller Zahlen

@p, = sup{ag|k > n} = supay
k>n

a, = inf{ay|k > n} = ];I>lf ag.

S
3

Offenbar gilt

(1) ap < ap <ap

(2) an 78 N\ -
Da (ay) beschréinkt ist, existieren die Limiten lim a, bzw. lima, und es gilt

lima,, := lima, = infsup a; (limes superior)
n k>n

lima,, := lima, = sup inf a; (limes inferior)
®(an)n>0 beschriankte Folge reeller Zahlen

aq
(i) (an) konvergent
(i) lima, = lima,,.

Folgerung 1.1.6. Konwvergiert (ay,) so ist lima, = lima,, = lima,,.

Beweis : (i1) = (i) : a,, < ap < Gp.

(i) = (i) : lima, < lima, < lima,. @ := lima,, € > 0. Dann existiert ein N > 0 so dass
a—¢e<ap<a+ e fir alle n > N, also

a—¢<a, <a, <a+e¢ fir alle n > N fiir alle n > N. Damit ist

a — ¢ < lima, < lima, < a+ ¢, d.h. lima,, = lima,, = lima,,. O

Theorem 1.1.7 (Hadamard). A(z) = Y anz" so dass (/|an|)
n>0
beschrdnkt. Dann ist

0 lim %/]a,| = 0
Ra= L Tim/[a,] £ 0.

lim %/ |a|

S
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lim{/|a,| =1, dh. R4 = 1.
Beweis : Da ({/|an|) beschrankt, ist R4 > 0. Zu 0 < t < R4 gibt es dann ein ¢ > 0 so dass

lant™| < ¢, d.h. lan| < ‘/_ und damit lim {/]a,| < . Ist llmW# 0, so ist 7n ‘ > t,
Qn
. > -1
hm" — R4, insbesondere Ry # oo. Ist 0 < ¢ <= \/W 8o ist

1
Vlan| < sup V/|ax] < =
k>n t

fiir alle n > N, N geeignet und damit (a,t") beschrinkt, d.h.

Ry > ﬁ Ist lim §/|a,| =0 und 1 > & > 0 so ist ¥/|a,| < ¢ fiir allen > N, N geeignet,
m
d.h. (ape™™) beschriankt und damit R4 = oo. O
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1.2 Elementare Funktionen: exp/log

Lemma 1.2.0. Flir jedes x € R konvergiert die Exponentialreihe

n

exp(z) = Z %

n>0

absolut.

Beweis : Nach A.6.1. ist % < € also fir b > 0, ’;L. < (f) < 1 sofern n > b-e, d.h.

n"
Rexp = +00. O
Satz 1.2.1. n
1 1
e =lim (1 + —) =exp(l) = port
n n!
n>0
Beweis :
oS (1Y &K (n—k+1) n 1
en = ]_ + — = — = —_—
k) \n nk k!
Wegen
kb (1) (k)
n n n
k
S (1 _k 1)
n
> 1 k(k—1)
n
1 1 1 (k-1)k 11
exp(1) > il >en 2> o 2 i EeXP(l)
k=0 k=0 k=0 k=0
O
Theorem 1.2.2. e ¢ Q
Beweis :
= Pt
k!’ N n-n!
k<n
Wegen
EP RN p S S T "
- ! A (n+ 1)k
= (n+k)! (n+1)! = (n+1)
ist €, < e < €,. Angenommen e = 2, m, n € N;. Dann ist
nle =m(n —1)! und nle, € N,
also ) )
nl(e—e,) €N, aber 0 < n!(e—&,) <n!(e —&,) =n! =-<1
n-n! n



KAPITEL 1. KONVERGENTE FOLGEN

Theorem 1.2.3 (Funktionalgleichnug der exp-Funktion).

exp(z +y) = exp(z) - exp(y), =, y € R

Beweis : Fir festes =,y € R sei

At) =) Z—Tt”, B(t):=>_ Z—?t".

n>0 n>0

zn

A, B sind Potenzreihen mit den Koeffizienten Z; bzw yn—7: und Konvergenzradius +ooc.

nl
zk  y? 1
C(t)=A(t)-B(t)=) ( > R g) £ :Zm(aﬂ—l—y)”-t”.
n>0 \k+z=n n>0
Fiir t = 1 hat man exp(z + y) = exp(z) - exp(y).
Folgerung 1.2.4.

(1) exp(0) = 1, exp(1) = e

(2) exp(z) >0, exp(—z) = —L

exp(x)

(8) exp(z) < exp(y) fir z <y
Theorem 1.2.5. Es gibt genau eine Abbildung

E:R—->Ry
so dass
El: E(z+y) =e(z) - E(y)
E2: E(z) < E(y) firz <y

E3: E(1)=e

ndmlich = — E(z) = ¢* = exp(z).
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Beweis : x — log E(x) ist die Identitdt auf R. Daher ist E die Umkehrfunktion des natiirlichen

Logarithmus.

Folgerung 1.2.6.

(1) expolog = idr,, logoexp = idg

(2) expyi; <14z <expz, > -1
exp zgﬁgexpﬁ, x <1

Insbesondere: 1 + x < expzx < 1T1z’ 1<z <1

Beweis:l—%glogygy—l, y:x-l—lbzw.%:l—:v.

O



Kapitel 2

Stetige Funktionen

2.0 Stetige Funktionen auf Intervallen

0 # X Menge, RX = {f: X - R}

Bemerkung 2.0.0 (vgl. 1.0.8). Die Menge RX der auf X reellwertigen Funktionen ist auf
natirliche Weise eine R -Algebra mit1l:

(f+9)(z) := f(z)Eg(z)
(A-N)(z) = A- f(z)
I(z) =1

fiir alle z € X, X € R. Auflerdem ist RX partiell geordnet:

f<g:©e f(z) <g(z), z € X.
Mit f, g liegt auch f<>g, |f| in RX :

FQg(z) = fz)g(z), v e X.
Durch R < RX, X +— X\ -1, wird R mit den konstanten, reellwertigen Funktionen auf X
identifiziert.
EX:

f+=FfVO0, fo:=—=(fA0), fx >0,
f=Fe=f- lfl=F++ 71~

Definition 2.0.1. Z€ X CR, feRX, dh. f: X =R

(1) f stetig in T = Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass
|f(z) — f(T)| < e firalle € X mit |z —T| <.

(2) f stetig (auf X ):< f stetig in allen Punkten x € X.

62
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EX:

[HﬁR+%Rf@ﬁ:{%§>g

f unstetig in T = 0, stetig in allen z > 0.

Beweis : T = 0 : wire f stetig in T, so gibe eszue = 1 ein § > 0so dass f(z) = |f(z)— f(T)| <
1 fiir alle |z —Z| < 6, > 0. Nach Archimdedes gibt es ein n € N, so dass 1 < §, insbesondere
n>1.f (%) =n > 1, ein Widerspruch.

T > 0: Firr |z —Z| < §7 ist x-i>§‘|x—f| — \T|‘ > 272, also

1-1=E Bzl ””‘ < Sz -7 Wihle zu & > 0 deshalb 0 < § < min{i7, Z* - ¢}. a

T

[2] exp : R — R stetig in allen 7 € R.

Beweis : |expz — expi| (expZ) - |exp(z —T) — 1|. Fiir -1 < (z —-7) < 3 st 1 — % <
exp (z —T) —1< £ (=7 <2|$ z| d.h.

|expz —exp T| < 2|z — x| exp T. Wihle zu € > 0 deshalb

0 < 6 < min{{, }. O

£
2exp T
0 x irrational
3] ¥ :]0,1] = R 9(z) := zfq x = %’ rational, p,q € N
q#0, g9T(p,q) =1

1) ist stetig in allen irrationalen Punkten und unstetig in allen rationalen Punkten.

p

Beweis : T = |, rational: Wire ¢ stetig in T, so géibe es zu 0 < e < %w(f) = m ein § > 0,

so dass |1 — 4(z)| < ¢ fiir alle |z — §| < §, z € [0,1]. Fiir ein derartiges irrationales z ist

p+q

1
dann pig < (p+q)

T irrational: Zu € > 0 gibt es nur endlich viele Paare natiirlicher Zahlen (p,q) # 0 so dass
p+qg<i O

ein Widerspruch.

q

p+q = const

p

T1,...,Ts seien die diesen Paaren entsprechenden rationalen Zahlen. Wihle § := % min{|z; —
Z|y... ,|zs — T|}- Ist dann z = £ € [0,1] rational und |z — 7| < § so ist = # z1,... , 7, also

() - $(@)| = 7 <.
Satz 2.0.2. 7€ X, f: X - R

aq
(i) f stetig inT

(ii) f(xn) — f(Z) fiir alle Folgen z, — T, z, € X.

14/12/99
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Beweis : (i) — (it) : z, > T, x, € X. Zu e > 0 gibt es ein § > 0, so dass |f(z) — f(T)| < e
fir alle |z — Z| < 6, z € X. Wahle N so dass |z, —T| <, n > N.
(#3) — (7) : Sonst gibt es ein gy > 0 so dass es zu jedem § > 0 ein
z5 € X gibt mit |z5 — Z| < 4, aber |f(zs) — f(Z)| > eo. Wihle zu &, = L jeweils z,, € X mit
|z, —Z| < L, aber |f(z,) — f(T)| > €o. Widerspruch. O

n

EX:

X:=[0,1)U{2}, f: X >R f(z):= :15 Z;;

f ist stetig. X 5 z,, = 2 = x,, = 2 fiir fast alle n.

Folgerung 2.0.3. f, g€ R*, AeR, Z€ X, Y C X.
Ist f, g stetig in T, so ist auch f*g, X- f,% sofern definiert
f<>g, If|, fIY sofernT €Y, stetig in T.

Folgerung 2.0.4. Die Menge C(X) := {f : X — R stetig} der auf X stetigen Funktionen
ist auf natirliche Art und Weise eine R-Algebra.
EX:
ag,--- ,0n €R, ap #0
n
z — p(x) = Z arz¥ Polynome vom Grade n
k=0

mit Koeffizienten aq, ... ay.
p ist stetig auf ganz R.

Folgerung 2.0.5. X i) Y5 R, T e X.
Ist f stetig in T und g stetig in y = f(T), so ist go f stetig in =.
EX:a >0, z — a® = exp(zloga) stetig.

Theorem 2.0.6 (lokale Beschrinktheit). f: X — R stetig in T € X,

a,b € R so dass a < f(T) < b. Dann gibt es ein § > 0 so dass a < f(z) < b fir alle
|z —Z| <6, z € X.

Beweis : Wéhle § > 0 zu € := min{f(Z) —a, b— f(T)} > 0. O

Bezeichnung Mit B(X) wird die R-Algebra der auf X beschrinkten Funktionen bezeichnet,
d.h. derjenigen f € RX fiir die es ein ¢ > 0 gibt mit

|f(z)] < c fiir alle z € X.

EX: z +— exp(—z?) ist durch 1 beschrinkt, z % ist stetig, aber unbeschriankt.

Theorem 2.0.7. a < b= Cla,b] C Bla,b).
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WARNUNG: Fiir offene Intervalle ist das Theorem falsch: (0,1) — Ry,
T % ist unbeschrankt.

Beweis : A := {1 € [a,b]|f|[a, 7] beschrinkt}. Wegen der lokalen

Beschréinktheit gibt es ein a < 7 < b so dass f|[a,7] beschrinkt, d.h. [a,7] C A, insbesondere
existiert 7, := sup A, a < 7« < b. Wegen der lokalen Beschrinktheit in 7, gibt es a < a <
T« < B so dass f|[a, f] N [a,b] beschriankt, d.h. f|[a, 3] N [a,b] ist beschrinkt. Ist § < b, so ist
B € la,b], also B < 7, ein Widerspruch, also 5 > b und damit [a, 5] N [a,b] = [a, b],

f also insgesamt beschrinkt. O

Folgerung 2.0.8 (Satz vom Maximum). f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es x., =* € [a, b],
so dass

flze) < flz) < fl2¥)

fir alle x € [a,b], d.h. jede stetige Funktion nimmt in [a,b] Mazimum und Minimum an.

Beweis : M := sup f|[a, b] existiert. Angenommen M # f(z) fiir alle z. Dann ist M — f(z) > 0

und z — g(z) := M+f($) stetig auf [a, b]. Nach Theorem 2.07 ist g beschrinkt, daher gibt

es ein C so dass 0 < == < C fiir alle z € [a,b], also 0 < 1 < M — f(z). Daher gibt

M~ f(z)
es ein C, so dass 0 < 77 — f(z) < C fiir alle z € [a,b], also 0 < % < M — f(z) und damit
flz) < M — %, also M < M — %, ein Widerspruch. O

Theorem 2.0.9 (Zwischenwertsatz). a,b € I C R Intervall, a < b,
EeR, f: I — R stetig, so dass f(a) < & < f(b) bzw. f(a) > & > f(b). Dann gibt es ein
a <T<b, sodass f(T) =¢&.

Beweis (E: f(a) < & < f(b). Definiere g : [a,b] = R, g(z) := f(z) — £ Dann ist g stetig,
g(a) <0, gb) >0, A:={r € [a,b]‘ glla, 7] < 0}. Nach der lokalen Beschranktheit gibt es
ein a < 7 < b, so dass g|[a, 7| < 0. Insbesondere gibt es 7, := sup A, a < 7. < b, g(7:) <0,
also 7, # b. Wire g(7,) < 0, so gibe es wieder wegen der lokalen Beschrinktheit

a < a <71 <f <b sodass g|le, ] < 0 und damit g|[a,[] < 0, folglich < 7, ein
Widerspruch. O

Folgerung 2.0.10. () # 1 C R Intervall, f : I — R stetig. Dann ist auch bild f = f(I) ein
Intervall.

Folgerung 2.0.11. a < b, f:[a,b] — R stetig.
M := min fla,b] < M := max f[a,b]. Dann ist f[a,b] = [M, M].

EX:

] Ry EN Ry, =+ 2", n > 0, surjektiv.
Beweis : £ € Ry : f(0) =0 < € <14 né < f(1+ &) nach Bernoulli, also ¢ € [f(0), f(1+
&] Cbild f nach Folgerung 2.0.10. O

[2] exp : R — Ry surjektiv.
Beweis : Fiir £ > 1ist exp(0) =1 <€ <14+ ¢ <exp(l+¢), also
¢ € [exp(0), exp(1 + £)] C bild exp.

15/12/99
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Fir 0 < ¢ <1 ist % > 1, also % =exp(z), z € R & = exp(—x),
dh. £ € bild exp. 0

[3] Jedes Polynom p ungeraden Grades

= p(r) :==ao+a1z+ ... +apz", a, #0, n=2m + 1, hat eine reelle Nullstelle.
Beweis : (B ap, = 1. Fiir |z| > 0 ist dann ’% =1+1l.a,1+...+L5a>% dhpx)>0
fir £ > 0, p(z) <O fiir —z > 0. O
Definition 2.0.12. [ Intervall, f : I — R

f streng monoton steigend <= f(x) < f(y) fir alle x <y, z,y € I.

f streng monoton fallend = f(x) > f(y) fir alle x <y, z,y € I.

Satz 2.0.13. f: 1 — R stetig

aq
(i) f injektiv

(i) f streng monoton.

Beweis : Nur (1) = (i) ist relevant.(E § # I # pt. a,b€ I, a < b. (B

f(a) < f(b). Dann ist aufgrund der Injektivitdt und des ZWS

fla) < f(z) < f(b) fiir alle a < z < b. Das selbe Argument auf [z,b] angewendet liefert
flz) < f(y) < f(b) fir alle z < y < b, d.h. f|[a,b] streng monoton steigend. Daher ist
f|[A, B] streng monoton steigend fiir alle [a,b] C [A, B] C I und damit f. O

Satz 2.0.14. I Intervall, f := I — R stetig, injektiv, J := bild f. Dann gibt es genau ein
g:J — 1, so dass

(1) fog=idy, go f=id;

(2) g stetig.

EX:

f:0,)U{2) — 0,1, f(x) ::{ ver?

ist stetig, bijektiv. Die Umkehrabbildung ist unstetig.

Beweis : J = Wild f ist ein Intervall, f : I — J bijektiv. Deshalb gibt es genau ein g :
J — I, sodass go f =idy, fog = id;. Es geniigt zu zeigen, dass g|[A, B] stetig ist, fiir
alle [A,B] C I, A < B. (E f streng monoton steigend, [4,B] = f[a,b], [a,b] C I, a <
b. T := g(y) € (a,b), ¥ € (A,B), € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein 0 < p < ¢, so dass
[T — p, T+ ] C(a,b),also f[T—p,T+u]=[f(T—u), f(T+un)] C(A,B). Dann gibt es ein
0<d,sodass [g—0, g+ 0] C [f(T —p), f(T+ p)], also

9(g—0, y+96) C[T—p, T+u| C (T—e, T+e¢). Die Stetigkeit von g|[A, B] in den Randpunkten
verlduft im wesentlichen genauso. O
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2.1 Folgen stetiger Funktionen

0 # X Menge, f, fn € RX, n=0,1,2,...
Definition 2.1.0. (f,)n>0 konvergiert punktweise gegen f
& fu(z) = f(z) fir alle z € X.

Liegt punktweise Konvergenz vor, schreibt man f, w f oder
f = ptw-lim f,.
EX:

[1] X =R

fn f=ptw—limf, =0

S~ O

2
n

2] X =[0,1], fu:[0,1] 5 R, fu(a) =2

00
1

8 |IA
8
= A

o

fnﬁfa f(.’E) ::{

Moral: f, w f, fn stetig & f stetig.

Bemerkung 2.1.1.

(1) (fn) konvergiert punktweise < (f,) punktweise Cauchy-Folge.

(2) 'fnpt—w>'f’ an pt—w>‘q’ AER=
fnztzgnw:t:g
A‘fn E)\f

|[fal oo ]

ptw
Definition 2.1.2. f € BX

1 := sup{[f ()| |z € X} = sup [f(z)].
reX

Supremumsnorm von f auf X.
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Bemerkung 2.1.3.

[1A] 1 f (=) < ||| fiir alle z € X.
[2] |If]] ist i.a. kein Funktionswert: ||id( 1)|| = 1.
[B]0#Y C X, feBX=|fIY]<Ifll
AT =171
Bemerkung 2.1.4. Die Abbildung || || : BX — Ry, f — ||f||, hat folgende Eigenschaften:

NI |[f[[ 20, [[fll=0& f=0
N2z A= Il = A1l A e R

N3 [ f +gll < |If1] + llgll-

Beweis (Exemplarisch N3): ¢ € X,
I(f + 9)(@)| = |f(x) + g(z)| < |f()|+ |g()] <[f]] +1lgl], also

IF +gll = sup [(f + ) (@) < [If]|+ llgl]-
reX

Folgerung 2.1.5.

(1) 11f -gll < 711 llg]
) 1711 = lgll| < 115 = gll <1171 + gl

(3) Il < llgll fir —g < f <g.

2.a.
WARNUNG: Die Norm ist i.a. nicht multiplikativ, d.h. ||f - g|| # ||f]| - |lg]|

_— e . o

fg=0.]lf1-lgll = 1.
Definition 2.1.6. f, f, € RX so0 dass f, — f, fn — fm € BX fiir alle n,m

(1) fn konvergiert gleichmifig gegen f :& ||fn — f|| — 0.
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(2) fn gleichmdfige Cauchy-Folge :< Zu jedeme > 0 gibt es ein N € N, so dass || fn— fm|| <
€ fir alle n, m > N.

Liegt gleichméafige Konvergenz vor, so schreibt man f, W f bzw.

f=|||-lim f,, oder auch f, gl—m> f- Der gleichmifiige Limes f ist 1-deutig bestimmt, falls er
existiert.
EX:
_ 1 x> 1
X =R fuw)={ 1 (222,

3= O

1 >0
fnpt—w>f’ f(a:)_{o .T:Oaa'ber-fnmf
Fiir z = 5~ ist néimlich |f,(z) — f(z)| = &, d.h. ||fn — f|| > 5 fiir alle n.

2] X = [0, 4], fus) = &, lfull < 3oy e |1full —0.
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Bemerkung 2.1.7. f,, f € BX.

(1] fu 7 £ = fu i £

[2] fn Wf = f € BX,(||fn]|) beschrinkt.

[3] fn Wfa gn Wga AER:}fn:!:gn Wf:!:ga /\fn W)\f,
H .
Satz 2.1.8. f, € BX, n=0,1,2,...

ag
(i) (fn) || ||-Cauchy-Folge
(ii) Es gibt ein f € BX, so dass f, Wf

Beweis : (”) = ('L) : ||fn _me < ||fn _fH + ||f _me

70

(i) = (it) : Zu e > 0 gibt es ein N so dass | fn(z) — frn ()| < |[fo — fml| < § fiir allen, m > N.
Fiir alle z ist deshalb (f,(z)) eine reelle C'F. Insbesondere existiert f(z) = lim f,(z), d.h.

f =ptw.lim f,. In der Grenze ist

|fn(z) — fn(z)| < § und zwar unabhingig von z € X, also ||f, — f|| < § < e fiir alle n > N.

Satz 2.1.9. f, ¢ BX, n=0,1,2,... , C >0 so dass
Mkl <
keE

fiir alle  # E C N endlich. Dann konvergiert . fy absolut und
n>0
gleichmdfig.

EX: f,:[0,1] = R, z— f,(z):=10""-{10" - £} wobei

{a} := min{|a — n|| n € N},

insbesondere 0 < a < %. Deshalb ist ||f,|| < 3 - 107", also

S0 {1070} < S NIl < 5 S0 =

nekl nek n>0

Damit konvergiert ) -, fn absolut und gleichméfig.

14—
107"

fn

10"

O

21/12/99
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Theorem 2.1.10. ) # X CR, f, € CX,n=0,1,2,... f: X — R so dass f, Wf. Dann
ist auch f € CX.
EX:

fn 2 [0,1] - R, fu(z) := z". fn konvergiert nicht gleichmiBig, da sonst || ||-lim f, =

ptw.lim f, = f,
@={4 17

und f stetig wire.

Beweis : z, T € X,

f(z) = f(@)| £ (@) = fal@)| + [fn(2) = fu(@)] + [fn(Z) — f(2)]

<
< S = fall + | fa(@) = fu(@)] + |1 fn = £l

Zu € > 0 gibt es ein N so dass

€
||f - fn“ < g

fiir alle n > N. Da fy stetig gibt es ein d > 0 so dass |fx(z) — fn(Z)| < § fiir alle |z — | <

6, z € X,also |[f(z) - f(T)| <5 +5+5=6lr -7 <4, z€X. O

Theorem 2.1.11 (Dini!). a < b, f,f, € Cla,b], n = 0,1,2,... so dass f, / f, d.h.
folx) 2 f(x) fir alle © € [a,b]. Dann konvergiert (f,) gleichmdifsig gegen f. Analog fiir
fn N\ f-

EX: f,:[a,1] = R, fn(z) = ¥/z,a > 0. f, /1 und damit f, Wl.

Beweis : (E f, \( 0. Angenommen (f,) konvergiert nicht gleichméfig gegen 0. Dann gibt es
ein € > 0 so dass es zu jedem k € N ein ny > k gibt mit ||f,,|| > e. Insbesondere gibt es
zy € [a,b] so dass fp, (zr) > ie.

(E zp — T € [a,b]. Dann gibt es ein N so dass 0 < f(7) < fn(Z) < g fiir alle n > N. Da
[n stetig, gibt es ein § > 0 so dass fy(z) < § fiir alle |z — 7| < 6, = € [a,b]. Da z}, — Z gibt
eszud > 0ein M > N so dass |z —Z| < 6, k > M. Dann ist aber ny, > k > M > N, also

%ank(xk)<§ O
Satz 2.1.12. A(z) := Y a,z" Potenzreihe mit Konvergenzradius
n>0
R4 >0, 0 <r < Ry. Dann konvergiert > anz™ auf [—r,r] absolut und gleichmdfig.
n>0

Folgerung 2.1.13. z — A(z) = ) apz™ stetig auf (—Ra, Ra)
n>0

[HS] f: (a,b) > R

aq
1Ulisse Dini (1845-1918)
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(i) f stetig
(ii) f|[A, B] stetig fiir alle [4, B] C (a,b).

Theorem 2.1.14 (Abelscher Grenzwertsatz).

A(z) = ) apz™ konvergent fir |z| <1, Y. a, konvergent und
n>0 n>0

A:(=1,1] = R die Abbildung

A(z) = > an z=1

n>0

{ A(x) lz] <1

Dann ist A: (—1,1] = R stetig.

EX:

A(z) = Y (-1 % konvergent fiir —1 < z <1, divergent fiir z = —1;
n>1
A stetig auf (—1,1].

[HS] (0,) Nullfolge. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein C' > 0 so dass

Zanx <CH——

| A |z| < 1.
n>0

Beweis des HS: ) opz™ hat einen Konvergenzradius > 1. Fiir |z| < 1 hat man also absolute
n>0

Konvergenz. Fiir ¢ > 0 gibt es ein N so dass |oy,| < € fiir alle n > N, also

ong"| < ) _lonllzl" < ) lonllz[* +e ) J2[* < ) lon|+ 17—
kD

n>0 n>0 n<N n>N n<N

O

Beweis des AGWS: sp, := > ag. (sp) ist beschrinkt, s := lims,. Die Potenzreihe _ s,z"
k<n n>0
hat einen Konvergenzradius > 1,

A(a:):(l—m)-an-x"

n>0
= (1—:1;)-23-;1:".
n>0
Dabher ist fiir |z] <1
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2.2 Elementare Funktionen: cos/sin

73

HS a,, # 0 fiir alle n > 0,|a,+1/an| — A. Dann konvergiert Y a, absolut fiir A < 1 und

n>0

divergiert fiir A > 1.

Beweis : Sei A < n < 1. Dann ist fiir fast alle n der Quotient [*2=| < 7. Ist A > 1 so ist fiir

fast alle n der Quotient > 1.
Mit Hilfe dieses HS beweist man leicht:

Satz 2.2.0. Fir alle x € R konvergieren die Reihen

$2n
cos(z) := ;2:0(—1)" @]
$2n+1

sm@)zggpq @2n+ 1)!

absolut.

Folgerung 2.2.1. z + cos(z),z + sin(z) stetig.
cos gerade, d.h. cos(xz) = cos(—x)
sin ungerade, d.h. sin(z) = — sin(—x),

cos(0) =1, sin(0) = 0.

Theorem 2.2.2.

cos(z + y) = cos(z) - cos(y) — sin(zx) - sin(y).

Beweis : Vgl. Additionstheorem von exp.

O

O

Lemma 2.2.3. In dem offenen Intervall (0,+/6) ist cos streng monoton fallend und sin positiv.

Auferdem gibt es genau ein a € (0,+/6) so dass
cos(a) = 0, genauer: o € [v/2,V/3).

Definition 2.2.4. 7 := 2«

' 2n+2_ 2042
Beweis : 0 <z <y < /6, cos(z) — cos(y) = ngo(—l)"iy e

242 _ 2042

Die Koeffizienten a,, := TSI

(1) 0 < ay

(2) = <1,

Nach Leibniz gilt fiir die Reihe s = > (—1)"ay,
n>0

S0 > 82> . >89 > .. >8> > Sopyl D . > 83> 81 =ag—a; >0

haben folgende Eigenschaften:

11/01/00
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d.h. cos ist in (0, \/6) streng monoton fallend.
—aZ:1 < 1 sieht man folgendermaflen ein:

dp :=y" —a", dp1 = y(y" — ") + 2" (y — )
Yyt —g"t = (y— )y +y" 4.+ 2") > (n+ 1) (y — 3)2"

und damit 1
dpyr <y-dyp+ n——l—Ildn+1
2
Yy
dn_|_2 < 1 1 dy
-7 -572)
also \ \
n don .
% = ﬁ(2n+3)(2n+4) < ng S %, ’I’LZO Mlt
. 2n41 bn 2 2 .. .
sin(z) = go(—l)nbn, by = (§n+1)! folgt b;rl — (2n+23)0(2n+3) <%,dhfir0<z< V6 ist
nz
T =89 > 82 > ... > sin(z) >...>33>31=w—%
insbesondere ) )
1—$—<Sm($) <1, 0<z<e6.
6 T
Fiir 0 <z < /2, cos(z) = 3 (=1)"¢, :== g%, folgt
"0 (2n)!

Cn41 __ :Uz <
cn — (2n+2)(2n+1) —

IQ—Q, also
l=s9p>s82>..>co8(z)>..>s3>81=1— :”2—2 > 0, insbesondere cos(v/2) > 0 und

1—
O<ﬂ<£, 0<z<V2.
T 2
Fiir y = v/3 ist cosv/3 =1 — Zn>1(—1)”% < 1— 2 < 0. Daher gibt es nach dem ZWS
ein a € [V/2v/3) so dass cos(a) = 0. O
Folgerung 2.2.5. _
|
In
. 1—cosz,
lim =0
Ty,
fir alle x, — 0,x, # 0.
Folgerung 2.2.6.
(1) cos’z +sin’x =1
(2) cos(z + §) = —sinz, sin(z+ 5) =cosz
cos(z + ) = —cosz, sin(x +7) = —sinz

cos(z + 2m) = cosz, sin(z + 27) = sinz
d.h. cos und sin sind periodische Funktionen mit der Periode 2.

(8) cos0 =1, sin0=0
cosg =0, sing =1
cosm=—1, sinwt =0
cos2m =1, sin2r =0
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(4) sin(z +y) = sinz - cosy + cos - siny
(5) cosR=sinR = [-1,1].

Bemerkung 2.2.7 (Approximativer Graph).

-1¢

COS

SO = | O =

sin

Folgerung 2.2.8.

(1) NST(cos) =Z-m+ 5
(2) NST(sin) =7Z- .

Beweis : Fir k € Z gilt cos(km + §) = % cos .
Sei umgekehrt cosZ = 0. Wihle k € Z, so dass —5 < T — km < §. Dann ist cos(Z — k) =
T

cos(—(T — km)) = +cosT =0, dh. EO<T—kr < 7, also T = kn + 3. O

&

Definition 2.2.9.

(1) tanz := 522 o ¢ Zn+ 5

cosx’?

(2) cotx:=SBL ¢ & 7.

sinx’

Bemerkung 2.2.10 (Ausblick). z = z+iy € C = R%, z,y € R. Der Betrag |z| := /22 + y2
der komplexen Zahl z hat die drei charakteristischen Eigenschaften einer Norm

Ni:|z| >0, |2|=0<2=0

N2: |z-2'| = |z| - ||
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N3: |z + 2| < |z| + |7'].

Aufgrund der A-Ungleichung (N8) kann man auch in C sinnvoll von konvergenten Folgen
und Reihen reden, insbesondere konvergiert die Ezponentialreihe

n

exp(z) = ) %

n>0

fir alle z € C absolut, und nach dem allgemeinen Kommutativgesetz fiir absolut konvergente
Reihen gilt auch in C das Additionstheorem

exp(z + w) = exp(z) - exp(w).
Fir z =1t, t € R, schliefllich ist
exp(it) = cost + isint,

woraus
(cost +isint)" = cosnt + isinnt

folgt.
Das Additionstheorem des cos und sin entspricht der Multiplikation komplexer Zahlen:

cos(t+t') +sin(t+t') = expi(t+1t)
= expit-expit
= (cost-cost —sint-sint)

+i(cost - sint’ + cost’ - sint).

St:={z¢ (C‘ |z| =1} = {(=,y) € R?| 22 + y? = 1} ist die sogenannte 1-Sphire - der Rand

eines Kreises vom Radius 1.

® Zu jedem (z,y) € S' gibt es genau ein ¢ € [0,27), so dass

r = cost

= sint.

Beweis : 12 + y*> = 1 = |z| < 1. Da cos [0,27) = [-1,1], gibt es ein ¢ € [0,27) mit
cos(t) = cos(—t) = z. Aus y?> =1 — 22 = 1 — cos® t = sin® t folgt

y = +sint. Ist y = —sint, so ist 7:= —t + 27 € [0,27) und y = sin T,

T = COST.

Sei0 <t <t <27 und cost = cost’, sint = sint’. Dann ist entweder 0 < ¢t < t/ < 7 oder
m <t <t < 2r. Da in den Intervallen [0, 7] bzw. [r, 27| der cos streng monoton ist, ist
cost # cost' O

Definition 2.2.11. Seien p, p’ C [a,b] endliche Teilmengen.
p Teilung (oder Partition) von [a,b] :& a,b € p.
p' Verfeinerung von p < p C p'
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Die Punkte ¢ € p einer Teilung p lassen sich anordnen: 12/01/00
pra=ty<t1 <...<tp,=0b.
Sei (z,y) = (cost, sint) € S, t € [0,27), p Teilung von [0, #]
p:0<ty<..tp=t

und s, der Streckenzug von (1,0) nach (z,y) mit den Ecken z; := expit;,
Jj =0,...n; die Strecke zwischen den Punkten z;, z;1 ist gegeben durch

(1 —T)Zj + 7241, TE [O, 1].

n—1

b(sp) == |zjs1 — 2

§=0

ist dann per definitionem die Linge des Streckenzuges sp. Ist p C p’ eine Verfeinerung, so ist
b(sp) < b(sy)-

Lemma 2.2.12. p Teilung von [0,t], 0 < . Dann gibt es eine Verfeinerung p C p', so dass
(1) (1 —e)t <b(spy) <(1+e)t
(2) b(sp) < b(sp).

Beweis : Wahle § > 0, so dass

. 1_
1—e<smT<\/1+e,O<ﬂ<\/é,0<r<5.

T T

Wiihle Verfeinerung p' : 0 =tg < t; < ... < t, =t von p, so dass
Tj :=tj41 — t; < 6. Dann ist b(sp) < b(sy) und

n—1
b(Spl) = Z ‘ eXp(itj+1) - exp(’itj)|
3=0

n—1
= Z ‘ eXp(iTj) - 1‘
J=0

n—1
= Z \/(cos 7j —1)2 + sin® 7.
=0

Fiir jedes j ist

(1 —¢) < \/(COST]' —1)2 +sin’7; < (1 +¢),

also nach Teleskop-Summation

1 —€) <b(sy) <t(l+e).
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Folgerung 2.2.13. : sup{b(sp)| p Teilung von [0,t]} = t.

Dieses Supremum ist per Definition die Linge des Kreisbogens von (1,0) noch (z,y). Ins-
besondere ist die Gesamtlinge von S' gerade 2m. Sie liefert die von der Schule gewohnte
Definition von sin und cos.

0,1
S
t
sin t
cos t (1,0)

Ergénzung (nicht Teil der Vorlesung)

(an)n>0 beschrankte Folge reeller Zahlen.

@y = sup{axlk > n} = sup ay
k>n

ap = inf{ay|k > n} :]iI;f ay
n

Offenbar gilt

Da (ay) beschrinkt ist, existieren die Limiten lim a,, bzw. lim @, und es gilt
lim a,, := lim @, = inf sup aj (,Limes superior*)
n  k>n

lim a, := lim a, = sup inf a; (,Limes inferior*)
- n  k>n
® Sei (an)n>0 eine beschriankte Folge reeller Zahlen
aq
(1) (ap) ist konvergent

(i) lim a, = lim a,.
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Folgerung 2.2.14. : Konvergiert (ay,), so ist

lim a, = lim a, = lim a,.

Beweis :

(i6) = (i)t ap < 0 < T

(i) = (#4) : lim a, < lim a, < lim a,.

a :=lim ay,, € > 0. Dann existiert ein N > 0, so dass a — € < a, < a + ¢ fur alle n > N, also
a—c¢<a, <a+e fir alle n > N. Dann ist

a—¢ <lim a, <lim a, < a+¢, d.h. lim a, = lim a, = lim a,. O

Theorem 2.2.15. (Hadamard)

Sei A(x Zanx , so dass (/|an|) beschrinkt.

n>0
Dann ist L
00 falls im {/|ay,| = 0
RA = ﬁ fa”s E\n/ |G/n| # 0
im an
EX:

Fiir A(z) = (14 (=1)")n - 2"gilt
n>0

n |0 n = 1(2)
M_{\"/Q_n n=0(2)

also im{/|a,| = 1, dh. Ry =1
Beweis : Da ({/|ay|) beschrankt, ist R4 > 0. Zu 0 < t < R4 gibt es dann ein ¢ > 0 so dass
lant™ < ¢, d.h. V/]an| < ‘[ und damit lim {/|a,| < }. Ist im {/|a,| # 0, so ist —

d.h. — > R4, insbesondere R4 # oo.

hmn |an|

Ist0<t<_

mn\/| n‘

"\al_’

SO ist

1
Vlan| < sup Vlak| < =

t
fiir alle n > N, N geeignet, also (a,t") beschrinkt, d.h. R4 >

hmn |an|
Ist lim {/|a,| = 0 und 1 > ¢ > 0, so ist {/|a,| < ¢ fiir alle n > N, N geeignet, d.h. (a,e ")
beschrinkt und damit R4 = oc. O



Kapitel 3

Integrierbare Funktionen

3.1 Regelfunktionen

Definition 3.1.0. : 15/01/00
T:[a,b - R, f:la,b] >R

(1) T Treppenfunktion auf [a,b] :< Es gibt eine Partition
pra=ty<ti <...<t,=0>bsowieys,...,yn € R so dass
T(z) =y; fir alle ti1 < x < t;.

(2) f Regelfunktion auf [a,b] :& Es gibt eine Folge (T,,) von Treppenfunktionen auf [a,b], so
dass Ty, W f-

Ta,b] bzw. R[a,b] bezeichnet die Menge der Treppen- bzw. Regelfunktionen auf [a,b).
EX: f:[0,1] - R

0 z 1rrational
J@i=3 1 _» >0, ¢£0, g¢T(p,q) =1
m T = aa p,q=U, q , 99 p,q) =

f € R[0,1].

Denn: Zu € > 0 gibt es nur endlich viele rationale Zahlen
0<z <zp<...<zy <1, s0dass f(z;) > 5. Definiere fir 0 <z <1

T(z) := {f(a;) =

0 sonst
Dann gilt 7' € T'[0,1] und ||T" — f|| < e.

Bemerkung 3.1.1. :

80
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[1] R C T[a,b] C R[a,b] C Bla,b).

[2] Rla,b] ist eine R-Algebra. Mit f,g gehért auch f () g,|f| zu Rla,b].

[3] [A,B] C [a,b], f € Rla,b] = f|[A, B] € R[A, B]

[4 a <c<b, f:[a,b] = R so dass f|[a,d], f|[c,b] Regelfunktion. Dann ist f € Rla,b].

Satz 3.1.2. :
fn € Rla,bl,n=0,1,2,3,...

aq
(2)  (fn) || ||-Cauchy-Folge

(12) Es gibt ein f € R|a,b] so dass f, W f.

Beweis :
(17) = (3) : v

(1) = (i%) : Es gibt ein f € Bla, b], so dass f, W f- Sei e > 0. Zunichst gibt es Treppenfunk-

tionen Ty, so dass ||Ty, — fal|| < 1. Fiir n > N geeignet ist ||f —Tp|| < ||f — full +||Tn — fal] <
e e 0
273

Theorem 3.1.3. : C[a,b] C R[a,b].

Beweis :(E a < b. Fiir € > 0 sei

M := {1 € [a,b]| es gibt ein T' € T'[a, 7] so dass ||T — f|[a, 7]|| < €}-

Da f stetig, gibt es ein 0 < § so dass |f(z) — f(a)| < § fir alle

|z —a| < 26, z € [a,b]. Sei (E a+ d < b. Definiere fira <z <a+4§

T(z) := f(a). Dann ist T € Ta,a + 6] und ||T — f|la,a + 6]|| < § d.h. [a,a + 6] C M.
Daher existiert 79 := sup M,a < 79 < b. Sei 0 < ¢', so dass |f(x) — f(70)| < § fiir alle
|z — 70| < ¢, x € [a,b]. Wihle 0 < n < &', so dass a < 79 — 0, und wihle T' € T'[a, 7o — 7] s0
dass || f|[a, 70 —n] — T'|| < e. Definiere T : [a, 79 + n] — R durch

T(z) = T(z) a<z<T19-—7
f(r0) m—-n<z<1+0n

Dann ist T € T[a, 7o + 1] und Hﬂ[a,m—i—n] Nla,b] — f|la, 70 +n] N[a,b]|] <, also 79 +n > b.
(]

Mit derselben Methode folgt

Theorem 3.1.4. :
Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist eine Regelfunktion.

Beweis (& f . Definiere fiir z € (a,b)
fla+) :==inf {f(y)lz <y} und
f(z—) :=sup {f(y)|ly < z} und analog
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f(a+) bzw. f(b—).
Zu € > 0 gibt es wegen der Monotonie ein § > 0, so dass a + ¢ < b und f(a+) < f(z) <
f(a+) + § fiir alle a < z < a + 6. Definiere fiir a < x < a + ¢ die Funktion

T(z) := {f(a) r=a
fla+) a<z<a+d.

Dann ist T' € T'[a,a + 6, ||f|la,a + 6] - T|| <e.
a <1 :=sup M <b. Wahle n > 0, so dass a < 19 — 7 und

€
flro-) - £ < 1(@) < £(r0-)
fir alle 19 — n < x < 19 bzw.

F(ro) < f(2) < f(ro+) + 5

fiir alle 7o < x < 79 + 0, = € [a,b] und T € T[a, o — 7] so dass
| f|[@,70 — n] — T|| < €. Definiere T : [a, 79 + 1] — R durch

T(z) a<z<T)—"N
flro—=) mo—-n<z<m
f() z=m

flro+) mo<z<T1+n

T(z) :=

Dann ist T € T[a, 7o + 7] und I|.f |la, 70 +n] N a, b] —ﬂ[a,m-{—n]ﬂ[a,b]“ <eg, dh.p+n>0b.
g

WARNUNG:

Die Komposition f o g zweier Regelfunktionen f, g ist i.a. keine Regelfunktion.
0 z=0
z) =
9(z) {a:-sin% 0<zx<1
g : [0,1] — R stetig und daher g € R|0, 1].
1 0<z<1
sign(y) :==¢0 0=z
-1 -1<z<0
ist eine Treppenfunktion auf [—1,1], aber sign o g ist keine Regelfunktion.

Satz 3.1.5. :
f € Rla,b], h € C[A,B], n >0, so dass bild f C[A+n,B —n.
Dann ist ho f € R[a,b].

EX: f € R[a,b], C > 0 so dass f(z) > C fiir alle z € [a, b].
Dann ist v/f € RJa,b).
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[HS] g: [A, B] — R stetig.
Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so dass

l9(x) — g(y)| < € fir alle [z —y| < 6, =, y € [4, B].

(g ist ,gleichmiBig* stetig!).

Beweis : Sonst gibt es ein gy > 0, fiir das gilt: Zu jedem n € N, gibt es z,,y, € [A, B] mit
|Zn — yn| < L, aber [g(zn) — g(yn)| > €0.
E z, > T, y, = Y. Wegen |z, — y,| < % ist T =y € [A,B]. Da g stetig, konvergiert

l9(zn) — 9(yn)| > €0 gegen [g(Z) — g(y)| = 0, ein Widerspruch. O

Beweis des Satzes:
Sei € > 0. Dann gibt es ein d > 0 so dass |h(z) — h(2')| < § fiir alle
|z — 2| <6, z,2 € [A,B]. Zu 0 < ' < min {6,n} gibt es T' € T'[a,b] mit ||T — f|| < 7/,
insbesondere
A< f(z)—n' <T(z) < f(z)+n' <B

fiir alle = € [a, b]. Deshalb ist zunichst ho T definiert, hoT € T[a,b] und ||ho f —hoT|| < e
O

Ergénzung 3.1.6. (nicht Teil der VL)
f:[a,b] = R, z € [a,b).

Euistiert fir jede Folge z, € [a,b], z, > z, , — x der Limes lim f(z,,) und stimmen alle
diese Limiten tberein, so heif$t

f(z+) :=lim f(z,) der ,rechtseitige“ Limes von f in z.
Analog wird der ,linksseitige“ Limes f(z—) von fin z € (a,b] definiert.

Beispielsweise gilt:

f stetig in = € (a,b) genau dann, wenn f(z) = f(z+) = f(z—).

Kriterium:
f a0 = R.
aq
(i) f € Rla,b]

(1)  f(z+) existiert fir alle x € [a,b) und f(z—) existiert fir alle z € (a,b)].

EX: Die Dirichlet' - Funktion
11805 - 1859, deutscher Zahlentheoretiker
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D:[0,1] =R

D(z) 1 x rational
T) =
0 =z irrational

ist keine Regelfunktion.

84
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3.2 Regelintegral

¢ : [a,b] = R Treppenfunktion, p:a =ty < t,< ... <t, = b Teilung von [a, b] so dass
<,0‘(tk71,tn) = constant

fir k =1,..,n (,, p-Teilung®).

Deﬁnitiog 3.2.0.
L(p):=> ¢ (%) (tk — tg—1) heifft Integral von ¢ bzgl. p dber [a,b].
k=1

Lemma 3.2.1.
p,p' p—Teilungen von [a,b]. Dann ist I,(¢) = Iy (p).

Beweis : pUp' verfeinert p und p'.
Induktion nach #(pUp' —p) : Ip(¢) = Luy (¢)- 0O

Die von der Teilung p unabhingige reelle Zahl 18/01/00

b
169) = [ pla)de = 1,(s)
a
heifit das Integral von ¢ iiber [qa,b].

Rechenregeln 3.2.2.
0, € T[a,b], Ae R, a<c<b.

(1) I(p+ ) = I(p) + 1(4)

(2) I(A-¢) = X-I()

(8) I(p) >0, falls ¢ >0
Insbesondere
(@) < I(lel) < |lel|(b—a).

(4) 1(p) =0, falls #{z | p(z) # 0} < oo

c

b b
(5) | p(z)dz = [p(z)dz + [ p(x)dz.

a
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Satz 3.2.3.
fe ]R[a, b], Oy € T[a, b], n=20,1,2,3,... so dass @y, ¥, W f-

Dann existieren die Limiten

und stimmen Uberein:

—|I£1[(b = a) <TimI(pn) = limI(sn) <|[f[|(b— a).

Beweis : |I(¢n) — I(¢m)| = [1(n — ¥m)| < |lon — ¥ml|(b —a).
Daher ist sowohl (I(yy,)) als auch (I(¢y,)) eine C'F reeller Zahlen;

lim I'(¢p) = lim I(vpy,).
Wegen —||on|[(b—a) < I(pn) < ||lon]|(b—a) und ||@,|| — ||f|| folgt die Abschitzung. O

Die von der approximierenden Folge (¢,) unabhingige reelle Zahl lim I(p,,) heifit das Re-

gelintegral
b

1(f) = / f(2)dz = lim I(py)

a

von f iiber [a,b ].

EX:

(1] f:[0,1]] > R

0 z irrational
g t=1588T(p,9) =1, p,g>0
Es gibt eine Folge ¢, von Treppenfunktionen, so dass

@) on 72/
(2) #{z | ¢n(z) # 0} < oo,
also I(f) = lim I(¢p,) = 0.
2] 0<a<b, a€R, f:[a,b =R f(z)=az*

b
log b—1 =-1
@ /f(:L‘)d.Z‘ = { E(ba-f-(l)g_aaa—ka) g 7& -1

a+1

y
Folgerung: logy = [ d;‘”, y > 1.
1
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Beweis der Folgerung:

q:= ’(/%21, ty = agk,a =ty <ty <. <tp=h.
t ti,t

(Pn(x) — { f( k) S [ ks k+1)

b z=>b
1 = oall < 511 | /21 =1] = 0. also
I(f) =1limI(pn)
 lim n({/2-1) a=-1
a“““-(q—l)-q:(}(ﬁ;;_}1 a—1
logb — loga a=-1

%H(ba—kl _ aa—}—l) @ 7& -1

Beachte: @ # —1

et ”(’@—1)
(2)

aotl. (q — 1) e = (ba+1 _ aa—{—l) L \Vver J

()

log(g) 1

log(2)etl  a+1

Der Quotient konvergiert gegen

Satz 3.2.4.
Die Abbildung I : R[a,b] = R, f > I(f), hat folgende Figenschaften:

I1: I R-linear, d.h. I(f +g) =I(f)+1(g), I(Af)=X-I(f), AeR
12: I positiv, d.h. I(f) >0 fir alle f >0

c b b
I3: I additiv, d.h. [ f(z)dz + [ f(z)dz = [ f(z)dz fir alle a <c <b.

a

Beweis : I1 und I3 gilt fiir Treppenfunktionen, also aufgrund der Stabilitéitseigenschaften
konvergenter Folgen auch fiir Regelfunktionen.

12: Ist ¢y Wf = |f|, so ist |¢n| Wf, also I(f) =lmI(|¢,|) > 0. O

Bemerkung 3.2.5.
Fir b < a definiert man

/bf(m)dw = —/af(x)dx.
a b

Dann gilt fir je drei reelle Zahlen a,b,c

/bf(x)dx:/cf(x)d$+/bf(x)dx

(falls die Integrale definiert sind).
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Folgerung 3.2.6.
I: R[a,b] — R monoton, d.h.

I(f) < I(g) falls f <g.
Insbesondere: II(H)| < I(f]) <||fl|(b—a).

Folgerung 3.2.7.
I : R[a,b] — Rstetig,d.h.

I(fn) = I(f) falls fn 737 f-

Theorem 3.2.8.
Sei p : R[a,b] — R derart, dass

(1) p R-linear

(2) p>0
(3) 1 (x(a,8) = B — A fiir alle [A, B] C [a,b).

Dann ist y = 1.
Beweis : Auf T'[a,b] ist pu = I.

Da p stetig, ist

Theorem 3.2.9.
f € Rla,b]. Dann ist die Abbildung

gleichmdfig stetig in [a,b).

Zusatz: Ist f stetig in T € [a,b], so ist

Tp — T
fiir alle z, — T, z, € [a,b], T, # T.
Beweis : z,y € [a, b]
|F(y) - |—\ff Jdt| < [f[] ly — =.
w 1@ = 5 | [0 - 1@)at| < sup|£(2) - (@)
wobei z # T, te[a:x me[a:x]
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EX:a<bn€eN

b
1
[t = e - e
a

t +— t" gerade fiir n = 0(2), ungerade fiir n = 1(2). Daher (E ¢ = 0.

b b
/t”dt = lim/tndt, 0<zy,—0
0

Tm

= lim — (bt — gt
— 1 bn+1
n+1 '
Satz 3.2.10.
A(z) = ) anz™ Potenzreihe mit Konvergenzradius Ra > 0.
n>0
Dann ist

b
_ an +1 +1
[ Ata)da = 30—t
a n>0

fir alle [a,b] C (—Ra,Ra).

EX:
p Sin —(cosb — cosa)
1] [ cos (z)dz = sinb —sina
¢ exp expb—expa

2] 0<A<LFirze[l-A1+A4]

konvergiert 1 = 3 (1 — z)" gleichmésig, also
n>0

14y
lme=/@=ZPW

x
n>0

yn+1
n4+1’

ly| < 1.

—_

insbesondere:

log2 = Y (—1)"-—- nach dem Abelschen Grenzwertsatz.

n+1
n>0 t

Bemerkung 3.2.11.
fn s o o £ € Rla,b] % I(fa) = I(f)

Gegenbeispiel:
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fn

3o

fn WO, aber I(f,) = 1.

Theorem (Arzela?-Osgood 2, ohne Beweis)
fn, [ € Rla,b],c >0 so dass

(1) fn o2 f

ptw.

(2) |fn| < ¢ fiir allen >0

Dann ist im I(f,) = I(f).

Satz 3.2.12.
f,9 € Rla,b] so dass {m|f(x) # g(x)} hochstens abzdhlbar.
Dann ist I(f) = T(g)-

Beweis : h=|f — g|, {z|h(z) # 0} = {zo,z1,...} paarweise verschieden.

hn = Z h(wk)X:ck < ||hH
k<n
[1(f) = I(g)| < I(|f — g|) = limI(hn) = 0. O

Satz 3.2.13. (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
f,9 € Ra,b], g=>0.
Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass

(1) inf f(z) <c< sup f(x)
z€[a,b] z€[a.b]

2Cesare Arzela (1847 - 1912), ital. Mathematiker
3William Fogg Osgood (1864 - 1943), amer. Mathematiker
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(2) 1(f -g) = c-1(g)

Folgerung 3.2.14.
Ist f stetig, so gibt es ein & € [a,b], so dass I(f) = f(&)(b — a).

EX: |sinz —siny| < |z — y|
Insbesondere ist sin bzw. cos gleichmifBig stetig.

Definition 3.2.15.

0 # I Intervall, f: 1 — R

(1) f konvezr & f(Az+ (1 —N)y) < Af(z)+ (1 —N)f(z)
fir alle z,y € I, A €]0,1].

(2) f konkav :& —f konver.

Graph einer konvezen Funktion f:

f(y)

Af(@)+ (1 =) f(y)

f(2)

fAz +(1-Ay)

z Az + (1 - Ay y
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Satz 3.2.16.
f :[a,b] = R Regelfunktion,
x

F:la,b] - R, F(z):= [ f(t)dt.

(1) f>0=F /
(2) f 4 = F konver.

EX:

[1] exp konvex, log konkav

[2] aly ., any >0
a; = logy;
{far - an =exp (yy +.. +yp) < Atton

Beweis von 3.1.16:

(1) mgy:F(y)—F(m):}f(t)dtZO.
2) z<dx+(1-Ny<y, z:=Az+ (1 - N)y.
Ef >0.

F() =] ft)t

Y

=AF(z)+ (1 - NF(y)+ X[ ft)dt+ (1= X) [ f(2)

z
z

X[ F@)dt— (1 -3

x

R

f)dt < Af(2)(z — ) — (1= A)f(2)(y

[HS]
a<b apf,y4Jd €R, sodass

(1) A::det<3 f):zaa—w;&o
(2) =2 ¢ la,b], falls v # 0.

Dann ist

_ _ar+f
¢ :la,b] =R, o(z):= P

dit
—z

) =0,
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stetig und
streng monoton wachsend, falls A > 0, bzw.
streng monoton fallend, falls A < 0.

Beweis :
v + 0
_d
v
C a b
Alz —y)
plz) = py) = :
D =) = Gyt 5t + )
In [a,b] hat yz + J stets dasselbe Vorzeichen! O

Theorem 3.2.17.

© wie 1m [HS], [A, B] = bildp, d.h.{A,B} = {p(a),p(b)},
f € R[A, B].

Dann ist

(1) fo € Rla,b]

©(b) b A
(2) {) f(y)dy = ff © (P(~77) ' Wdﬁc
o(a a

Beweis : yz + 6 # 0 fiir alle = € [a, b].
Da ¢ streng monoton ist, ist 7' o ¢ € T'[a, b] fiir alle T' € T[A, B,
[fop—=Topll=|f-tl
Ep N
M1, W2 - R[A,B] - R,

o(b) b

m(f) = [ fWdy, pa(f):= [ fop(@)m35mde.
©(a) a

1, o sind R-linear und positiv. Daher geniigt es zu zeigen, dass

p(xrar,B) = p2(xar, 1)

fiir alle [A’, B'] C [A, B].
Zu A < A" < B’ < B gibt es 1-deutig bestimmte a < o' < b < b, so dass A’ = ¢(d’),
B' = ¢(b').
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Dann ist

p(xpar,p) = B' — A,
bl
A
MQ(X[A’,BI] = j" Wdl'.
a
bl_al

p:a =ty <ty <. <tp,=",s0dass tg 1 —tx = .

n

Definiere Treppenfunktion
T, :[d',b] = R,
@)= | Gair @€l ten)
T A +6)? 2 =1,

T 77 (& — i) auf [d, 0], dh.
bl

[ Garde =lim (T,).

a

I(T,)— (B'-A) = ’;0 W(tkﬂ —t) — kZ_IO(so(tkH) — ¢(tk))
Wegen - N

Y1+ 0)(vtg + )

p(te+1) — p(te) = (

ist daher

n
1
|I(Ty) — (B' — A")| < const Z(tk“ —14)% < const—.
k=0 "

.
Mit ¢(y) := zy folgt L(zy) = L(z) + L(y)
Ausserdem ist L(z) < z — 1.

x
EX: 1> 0,L(z) = [ 4
1

® L:Ry — R so dass

(1) L(z -y) = L(z) + L(y)
(2) L(z) <z -1

Dann ist L = log.

Beweis : Wegen der Additivitdt ist L(z%) = %L(x), LeQ
Wegen L(z) <z —1 ist

1

n(1—niﬁ) g—L(;) =L(w) =nL(z+) <n (Y5 -1),

also L(z) = log z.
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3.3 Elementare Funktionen: arctan

Satz 3.3.0. .
x — arctan(z) := % ist eine gleichmdflig stetige, streng monoton wachsende Funktion
0

auf R mit

konvexr x <0
(1) arctan{ konkav x>0

>0 >0
(2) arctan¢ 0 z=0
<0 z<0

[HS] f:]a,b] = R stetig, f > 0,I(f) =0.
Dann ist f = 0.

x
Insbesondere ist z — [ f(t)dt streng monoton wachsend, falls f > 0.

a

Theorem 3.3.1.
a = 2 - arctan(1).
(1) arctan(z) + arctan(—z) = 0
(2) arctan(z) + arctan(%) = «-sign(z), z#0
(z)

(3) arctan(z) + arctan(y) = arctan(ZXL), zy < 1

1-zy
Folgerung 3.3.2.
zy > 1
arctan(z) + arctan(y) = arctan( 1””_;1;) + a(signz + signy).
Beweis :
(1): p(t) = —t
(2): o(t) := ¢
(3): zy <1, yfest, o(t):= ltj‘g/y
o(z)
arctan(%) = arctan(y) + f %ﬁ_
©(0)
o(x) gt T 1 A T 4
_ . s
(fo) 1+¢2 — Of T+o(s)2 ~ (1—sy)? ds = Of THs2 — arcta,n(a;). 0
[

Folgerung 3.3.3.

$2n+1

arctan z = T;)(—l)nm, lz] <1
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Beweis : H—Lﬁ = Z;O(—l)”t%, |t| < 1, und Abelscher Grenzwertsatz. O
n_
Satz 3.3.4.
bild(arctan) = (—a, @)
Beweis :

Ist z > 0, so ist 0 < arctan(z) < arctan(z) + arctan(1) = o, d.h.
arctan(R) C (—a,a), a>¢e>0.

Dann gibt es ein § > 0, so dass arctan(z) < ¢ fiir alle |z| < 6. Fir 0 < z < § ist dann
arctan(1) > a — e. Nach dem ZWS ist daher

[+ e, — €] C bild(arctan) fir alle € > 0.

Daraus folgt (—a, @) C bild(arctan). O

Die Additionstheoreme des cos und sin liefern fiir den tan

(1) tan(z + ) =tan(z), ¢ Z-7+§
_ tan(z)-tan(y)

(2) tan(z +y) = —Hn(z)tan(y)

(3) tan(f) =1

(4) tan(—5,5) =R

Denn aus 2 cos zsiny = sin(z + y) + sin(y — z)
folgt 2cos TsinT =1 = cos? T +sin® T, d.h.

T . \/ﬁ
CcOs — =8ln — = ——.
4 4 2
Satz 3.3.5.
arctan o tan ‘(_%,%) = ld(,g,%)
Beweis :

X

(~aya) X (—2, 7

53 F R (o).

Die Komposition ¢ := arctan o tan oy hat folgende Eigenschaften:

(1) ¢ stetig, surjektiv, ungerade
(2) ©(0) =0, ¢(3)=7%

(3) vz +y) =p()+ely), z,y€][0,3).
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Aus der Additivitét folgt p(z - §) =z - § fiir alle 0 <z <1, dh. ¢ =id(_q40)-
Insbesondere ist tan |(_£ x) streng monoton wachsend, da

272
tan(0) = 0, tan(1) = 7.
Schliellich folgt aus

< arctan(y) <y, 0<y

1+y?
. arctan
hm%zl, yn—>0, yn>0
n
und mit y, = tan 5=, z, >0

. Tn 200 oo T, 20
1 =1lim =—":1 - cos = —
t % sin 7"221 2a T

d.h. a = %

Folgerung 3.3.6.
—1)"
(1) % = arctan(l) = Z %

(2) tanoarctan = idg.



Kapitel 4

Differenzierbare Funktionen

4.0 Lineare Approximation
26,/01/00

XCR ZTeR f: X—>R AR

Definition 4.0.0. :

(1) T Hdiufungspunkt von X :& Es gibt eine Folge =, € X, =, # T, so dass x, — T.

(2) A Grenzwert von f in dem Hdufungspunkt T < f(z,) — A fir alle z, — z, ©, €
X, xp # 7.

Lemma 4.0.1. :
f: X — R hat in einem Hdufungspunkt T von X hdchstens einen Grenzwert A.
Hat fin T den Grenzwert A, so schreibt man dafir auch

A=1m f(x).

T—T

Offenbar ist A =1lim f(z) genau dann, wenn die Funktion
r—T

s {f@) T#T

z— f(x) = A i
stetig in T ist.

EX: lim S22 =1

z—0

Im folgenden sei ) # X C R, so dass jeder Punkt z € X Hiufungspunkt von X ist. Of-
fenbar hat jedes nicht-ausgeartete Intervall diese Eigenschaft, ebenso wie Q und R \ Q, nicht
aber N oder Z.

Definition 4.0.2. :
TeX, f: X >R
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(1) f linear approximierbar in T (differenzierbar in T) :< Es gibt ein
AeR r: X >R, so dass

Di: f(z) = f(z) + A(z — Z) + r(z)(z — T)
D2: r stetig in T, r(T) = 0.
(2) f differenzierbar: < f differenzierbar in allen T € X.
Lemma 4.0.3. :

Ist fin T € X linear approximierbar, so sind A und r 1-deutig bestimmt.

Beweis : Da T Hiufungspunkt, gibt es eine Folge z,, € X, z,, # T, ©, = T. Aus (A— A*)(z,, —
Z) = (r*(zy) — r(xn))(z, — T) folgt
A—A* =r*(zy) —7(zp) = 0,dh. A= A% r=r O

Ist f in T linear approximierbar, so heifit die 1-deutig bestimmte reelle Zahl A die Ablei-
tung von f in T;

d
Df(z) := é(f) = f(z) := A.
Bemerkung 4.0.4. : 28/01/00
f linear approximierbar inT = [ stetig in T.
P
i.Q.

EX:
[1] z + |z| linear approximierbar in allen T # 0; in T = 0 ist die Funktion stetig, aber nicht
linear approximierbar.
[2] Jede konstante Funktion f ist linear approximierbar, D f(Z) = 0 fiir alle Z.

B8] n e Ny, z— f(z) :=z".
f ist in allen Z € R linear approximierbar, und Df(Z) = n -z""!

denn :
" =" +n -7z - T)+r(z)(z — T)
und
r(z) =2" 142" 22 + ...+ T2V 2 4 2" -zl
Satz 4.0.5. :

firzoR TeX, AR
aq
(2)  f linear approximierbar in T, Df(T) = A.
(13) Es gibt ein h: X — R, so dass
(1) h stetig inZT, h(z) = A
(2) f(z) = f(T) + h(z)(z — T).
(i) tm LH 1@

T—T T —T

THAT

existiert und stimmt mit A vuberein.
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Folgerung 4.0.6. :
T
[ : [a,b] = R Regelfunktion, F(z) := [ f(t)dt, T € [a,b] so dass f stetig in T. Dann ist F

linear approzimierbar in T, DF(T) = f(T).
EX:
[1] exp’ = exp

[2] log'z =1

T
[3] sin’ = cos, cos’ = —sin

1

[4] arctan’ = .

WARNUNG:

Es gibt stetige Funktionen, die in keinem Punkt differenzierbar sind: ¢ € Ny ungerade,
O<b<1sodassab>1+%7r,

T f(z) = 3 bfcos(abnz).
k>0
f stetig, ||f|| < 125, aber in keinem Punkt von R differenzierbar.

Rechenregeln 4.0.7. :
f, g linear approximierbar in T, A € R

(1) LINEARITAT
f X9, A-f linear approzimierbar in T, D(f £ g)(T) = Df(Z) £ Dg(T),
DX f)(@) =X-Df(z).

(2) PRODUKT-Regel
f - g linear approzimierbar in T, D(f - g)(z) = Df(Z) - 9(T) + f(Z) - Dg(ZT)-

(8) QUOTIENTEN-Regel
Ist g(x) # 0 fiir alle x € X, so ist g linear approximierbar in T,

D(%)(f) - Df(f)-g(?(—%(i)Dg(i).

EX:
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n

1] p(z) = aﬁéam, Dp(w) = 32 has~

[2] tan = 82 Dtan = 1.

cos?

Exemplarischer Beweis der QR: (E f = 1.
g(z) = g(T) + h(z)(z — T), h stetig in T, h(T) = Dg(T)

L1 g gl
g9(z) 9@  g(z)-g(

= H(z)(z — )

mit H(z) = g(w)(g)(z) H stetig in Z, H(T) = —g(gi()@.

Satz 4.0.8. (Kettenregel):
f: X = R linear approzimierbar in T,
g:Y — R linear approzimierbar in 7,

so dass f(X) CY, f(z) =

Dann ist g o f linear approzimierbar in T und D(go f)(Z) =

EX: a >0, f(z) = a"® h differenzierbar.
Df(z) = (expo(]oga)h)( ) = loga - Dh(Z) - ah®@.

Beweis der Kettenregel:

f(z) = f(@) + h(z)(z — T), h stetig in T, h(T) = Df(T),
9(y) = 9(¥) + H(y)(y — 9), H stetig in g, H(Z) = Dg(y).
go f(z) =go f(Z) + H(f(z))h(z)(z — T).

z — H(f(z))h(z) stetig in z, H(f(7)) - h(z) = Dg(f(z)) - Df ()

Folgerung 4.0.9.
f:X =Y bijektiv, T € X so dass

(1) Jeder Punkt von X bzw. Y ist Hiufungspunkt von X bzw.

(2) flinear approzimierbar in T, Df(T) # 0,

(3) f71 stetig in g := f(T).

Dann ist f~1 linear approzimierbar in § und D(f~1)(7) =

EX: D(arctan)(y) = m = cos? z = cos?(arctan y) =

WARNUNG:

Dy(f(@)) - Df (7).

1
1+y2 -

Y,
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f differenzierbar A f~! differenzierbar:
21.Q.
f(z) = z? differenzierbar, aber f~!(y) = ¥y nicht differenzierbar in 7 = 0, wobei

Yy = —+/|y| fir y <0.

Beweis : Ist f~! linear approximierbar in 7 so ist

1= D(id)(z) = D(f ' o f)(@) =Df '(f()) - Df(@).
f(z) — f(@) = h(z)(z — T), h stetig in T, h(Z) = Df(T).
Da f injektiv, ist h(z) # 0 fiir alle x # T.

Fr ) -0 =2-T= i W—0), y#7

1

y — H(y) :Z{ bi®
ol T(w)

@ <
NI
<

ist stetig in y = 7. O

Definition 4.0.10. :
TeXCR, f:z—>R

(1) T innerer Punkt von X & Es gibt ein offenes Intervall I, so dassT € I C X.

(2) f hat ein lokales Mazimum bzw. Minimum in T :< Es gibt ein offenes Intervall J, so
dass T € J C X und f(z) < f(Z) bzw. f(ZT) < f(x) fir alle x € J.

Satz 4.0.11. :
TeX i) R linear approzimierbar in T, Df(z) > 0.
Dann gibt es ein 6 > 0, so dass

(1) f(z) > f(T), z€ XN (T, T+ )

(2) f(z) < f(T), z€ XN(T—6,T)

Folgerung 4.0.12. :
Ist T € X innerer Punkt und f ein lokales Extremum in T, so ist Df(z) = 0.

WARNUNG:

Das Verschwinden der Ableitung in einem inneren Punkt garantiert nicht, dass dort ein
lokales Extremum vorliegt.
Gegenbeispiel: z — 23, 7 = 0.

Folgerung 4.0.13. :

f :[a,b] = R stetig, f‘(a, b) linear approzimierbar,

Z, T € [a,b] so dass f(z) < f(z) < f(T) fir alle z € [a,b].

Dann gilt z, T € {a,b} U{z € (a,b) | Df(z) =0}, d.h. z, T sind Randpunkte des Intervalls
oder Nullstellen der Ableitung.

29/01/00
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Theorem 4.0.14. (Satz von der Rolle')
a<b, f:a,b = R stetig, f|(a,b) linear approzimierbar, f(a) = f(b).
Dann gibt es ein € € (a,b), so dass Df(£) =

Folgerung 4.0.15.
f,g : [a,b] — R stetig, f,g linear approximierbar in (a,b), Dg(z) # 0 fir alle z € (a,b).
Dann gibt es ein & € (a,b), so dass

Insbesondere: f(®) — f(a) = f'(&)(b—a).
Beweis : Rolle: g(b) — g(a) # 0. Wende Rolle an auf

z+— F(z) = f(z) —

Folgerung 4.0.16.
0 # 1 C R Intervall, f : I — R stetig, so dass f linear approzimierbar in allen inneren
Punkten von I

aq

@ r

(i) Df > 0.

Zusatz: Ist Df > 0, so ist f streng monoton steigend.

Beweis :

(1) = (u1) :

(1) = (i) : Sonst gibt es [z,y] C I, z < y, so dass f(z) > f(y), also ¢ € (z,y) mit
fy) — f(z) = Df(c)(y — =) <0, d.h. Df()

Ist f(z) = f(y) fir [z,y] C I, z <y, 301stnachRolleDf( ) =0 fiir ein z < ¢ < y. O

Theorem 4.0.17. (MWS)
a <b, AC [a,b] hichstens abzihlbar,
f :]a,b] = R stetig,
g, f linear approzimierbar in [a,b] \ A, so dass

|Df(z)| < Dg(z) fir alle x ¢ A.

Dann ist |f(b) — f(a)| < g(b) — g(a).
'Michel Rolle (1652 - 1719), franz. Mathematiker
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Folgerung 4.0.18. :
ag
(i) f konstant
(ii) Df(x) =0 fir alle z ¢ A.

Folgerung 4.0.19. :

f: I — R linear approzimierbar, A € R
aq
(i) Df=X-f
(ii) f(z) = f(@)-exp(Mz —7)), T€EI

Beweis des MWS:
Es geniigt Folgendes zu zeigen: Fiir alle € > 0 ist

[f(b) = fla)] < g(b) —g(a) +e(b—a+2).

N —» A, n — x,, Surjektion.

Fur allea <z < 7 st

M = {7‘ € [a, b]

Da a € M, existiert 7 := sup M, a <7z <b.
Auflerdem: T € M,

/(@) = f(a)]

IA

VAN

1.Fall: 7 ¢ A

f(z) = f (@) = h(z)(z —T)

g9(z) — g(T) = H(z)(x — T), h, H stetig in T,
Ih(@)| = |Df ()| < Dg(z) = H(z).

Daher gibt es ein 6 > 0, so dass

|h(z)| < H(z) + ¢ fir alle z € [a,b] N [Z,T + d].
Seiy € [a,b]N(Z,z+ 6 und T <z < y.

|f(z) = f(a)|

<
<

IN

|f(z) = fla)] < g(x) —g(a) +e(z—a)+e 3 27"

9(z) —gla) + (T —a) +¢ Z 2—"

Tn<T

9(T) —gla) + (T —a+2).

[f(z) = f(@)| + |F (=) - f(a)]
g(z) —g(a) +e(z —a) +¢ Z 27"

rn<T

9() —gla) +e(@—a) +e ) 27",

Tn<T

104
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d.h. y € M, ein Widerspruch.

2. Fall: T =z, € A:

Da f, g stetig, gibt es ein § > 0, so dass
_ _ € _
[f(z) = f@)], l9(=) —g(@)| < 5-277,

insbesondere .
9() - 527" < g(2)-

Seiz <z <y, y€labN(ZT+9J)

f@) - f@| < 527" +g(@) - gla) +e@—a)+e Y 27"

Tn<T
< €:-2™4g(z)—gla)+e(x—a)+e 2_27"
< gl@) —gla)tem—a)+e 3 e,

Tn<T

d.h. y € M, erneut ein Widerspruch. 0
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4.1 Stammfunktionen

Definition 4.1.0. :
0 #1CR Intervall, f,F : I — R.

F Stammfunktion f &

(1) F stetig

(2) Es gibt eine hichstens abzdihlbare Menge A C I, so dass F in jedem Punkt von I \ A
linear approximierbar ist und
DF(z) = f(z) fir alle x ¢ A.

Lemma 4.1.1. :
F, F Stammfunktionen von f.
Dann ist F' = F + const.

Beweis : allgemeiner Mittelwertsatz. 0

Definition 4.1.2. :
f I = R lokale Regelfunktion & f|[a, b] Regelfunktion fir alle [a,b] C I.

Offenbar sind die stetigen Funktionen C'(I) und die monotonen Funktionen Mon(I) Teilmenge
der R-Algebra R;,.(I) der lokalen Regelfunktionen aufI. Ist I = [a, b], so ist R[a,b] = Ry,.[a, b].

[HS] Eine lokale Regelfunktion hat hochstens abzéihlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Bemerkung: Die Umkehrung ist i.a. falsch.

Beweis des (HS):

(1) Ist M = |J M, und jedes M, hichstens abzdhlbar, so ist auch M hochstens abzdhlbar:
n>0
¢on : N = M,, induziert eine Surjektion N x N — M, (n,m) — ¢, (m).
Durch Komposition mit einer Surjektion N — Nx N findet man eine Surjektion N — M.
(2) Da I = U [an,bn], gentigt es zu zeigen, dass eine Regelfunktion hochstens abzdhlbar
n>o
viele Unstetigkeitsstellen hat.
(3) Sei Ty, € T[a,b], f € Rla,b], so dass Ty, Wf, und sei T € [a,b] derart, dass jedes T,
stetig in 7.
Zu € > 0 gibt es dann ein N € N, so dass ||T;, — f|| < &, und ein § > 0, so dass
|Tn(z) — Tn(T)| < § fiir alle |z — | < 6, z € [a,b]. Dann ist
|f(z) = f@)| < |f(2) = Tn(2)| + [Tn(z) — Tn ()| + TN (Z) - f(2)]
< 2f Tl + TN (2) — Tn(@)] <&,

d.h. f ist ebenfalls stetig in Z. Insbesondere sind die Unstetigkeitsstellen von f eine
Teilmenge der Unstetigkeitsstellen der 7}, und daher hichstens abzihlbar.
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Theorem 4.1.3. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

f I — R lokale Regelfunktion,
T

zel, F:I-R, F(z):= [ f(t)dt.
T

Dann gilt

(1) F ist eine Stammfunktion von f.

(2) Fiir jede Stammfunktion G von f ist

T

¢ = G@) - c@) = / F(t)dt.

T

Beweis :
F ist stetig und bis auf eine héchstens abzahlbare Menge differenzierbar, und dort ist DF(z) =

f(=). O

Bezeichnung: C*(I) := {F : I — R |F differenzierbar, DF stetig}
Folgerung 4.1.4. :
Das folgende Diagramm kommutiert:

ciyy —2 - o

surjektiv

| 5

C'(I)/kernD —— CY(I)/R

Beweis :
Nach dem Hauptsatz ist D surjektiv, nach dem allgemeinen Mittelwertsatz kern D =R. O

EX:

IME}

%(sinm)dw = 1sin?|” =

N[

cosz)sinzdr = &

[1]

S YO B
S —wln
=)

[2] f:][a,b] = R, differenzierbar, so dass f’ € R]a, b).
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Dann ist fTI € Rla,b] und

/b J}((;c))da: - /b %(logf(:v))dw
~ logos|
oz £

Integrationsmethoden 4.1.5. :

[1] Partielle Integration

u,v : [a,b] = R differenzierbar so dass u',v' Regelfunktionen.
Dann ist D(u-v) =u' -v+wu-v', d.h.

= /bu’(:z;)v(a:)dm—I—/bu(m)v’(x)dx

oder

EX:

Setze u(z) :=exp(z), v(z):==z.

b
/x-exp(w)dm = id-exp
a

[2] Substitution

f: I — R lokale Regelfunktion,
¢ : [a,b] = R differenzierbar, so dass

(1) bildp C I
(2) z+—— fop-¢'(z) Regelfunktion auf [a,b)].

F Stammfunktion von f.
Dann ist

(Fop) = (fop) ¢, dh

b
(Foop)

a
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EX:
b
2
/ T dzr
1+ 22
a
Setze ¢(z) := 1+ 22, ¢'(z) = 2z, sowie
fly) =y
Dann ist 9
, T
fowp(x) -¢'(z) = m,
also
b »(b)
/_2:17 dr = / @—lo L+0?
142277 I 1y a®
a ©(a)

Definition 4.1.6. :

0 # 1 C R Intervall,
fn : I = R eine Funktionenfolge.

(fn) konvergiert lokal gleichmafig :(:)(fn‘[a, b)) konvergiert gleichmafig fir
alle [a,b] C I.

Beispielsweise konvergiert jede Potenzreihe A(z) = )  a,2™ lokal gleichméBig in ihrem Kon-
n>0
vergenzintervall (—Ry4, R4), falls R4 > 0.

Satz 4.1.7. :
0 #1CR Intervall, T € I,

fni—m R n=0,1,2,... differenzierbar, so dass

(1) (fn(x)) konvergent
(2) f] lokale Regelfunktionen

(3) (f)) konvergiert lokal gleichmafig.

Dann konvergiert die Folge f, lokal gleichmdflig gegen eine differenzierbare Funktion f, und
es gilt
fr=tlim fy
d.h.
(D o lim)(fn) = (lim o D)(fn).
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Hinweis: Die Voraussetzung, dass f; lokale Regelfunktionen sind, ist iiberfliissig: vgl. Dieu-
donné: Foundations of Modern Analysis 8.6.3

WARNUNG: Im allgemeinen ist D o lim # limoD.

fa(z) == Lsin(nz), f, W 0, f](z) = cos(nz). f], konvergiert noch nicht einmal punktweise:

! n = 0(2)
cos(mn) = { ~1 n=1(2)

Folgerung 4.1.8. :

> fn Reihe differenzierbarer Funktionen,

n>0

> fl lokal gleichmdfig konvergente Reihe (lokaler Regelfunktionen),
n>0

> fn(T) konvergent fiir wenigstens ein T € 1.

n>0

Dann

konvergiert > fn lokal gleichmdfig,
n>0

> fn ist differenzierbar und

n>0

n>0 n>0

Beweis von Satz 4.1.7:
Es gibt eine lokale Regelfunktion g, so dass

f), — g lokal gleichméiBig.

Dann konvergiert auch die Folge F;, der Stammfunktionen

Fy(z) := /_ fL(t)dt von f] lokal gleichméfig

gegen die Stammfunktion G(z) := [ ¢(¢)dt von g, da

Il
Sle—g

Fa(2) = G(@)| < || (f1 = D)y | @~ @)

fiir alle z € [a,b] C I und alle Intervalle [a, b], die T enthalten.

In=Fn+n (E)
konvergiert daher lokal gleichméBig gegen

f =G +1lim f,(%).
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A priori ist G und damit f stetig und bis auf eine hichstens abzidhlbare Menge A differen-

zierbar und damit
fl(z) = G'(z)

Tatsdchlich ist G iiberall differenzierbar und G'(z)

Seien zg, T € [a,b] C I. Fiir z € [a,b], z # x, ist dann

—G(wa)c = g}(xo) - g(:vo) =
= o [ ) = 20+ 1100 - fateo) +
e / ) dt +
x_xo/ — fr(mo)) dt +
— fn z0) — g(zo)) dt
IE Iy
d.h.
G(IE) — G(:EO) _ g(m ) — 1
T — X 0 T —Zo
i (o) =Dt
r — Xy
+ (frlz(xO) - g(xo))
und somit
‘ﬂﬂ;ﬁﬁﬁ olao)| < 2| (s -
r — I
, |fale) - fn(xo)
r — X

Zu € > 0 gibt es zunichst ein N € N, so dass

€
2 H(g — fn) |[a,b}H <1
und dazu dann ein § > 0, so dass
In(z) — fn(zo) €
I I o) < &

fir alle |z — x| < 4, = € [a,b], d.h. G'(zo) = g(=0)-

=g(z) = lim f] (z) fiir alle z & A.

= g(z) fur alle z € I.

fa(@o) — g(xo)) dt

[ 60 - o) e+
- f;<xo>) T

o+

- f;<xo)‘
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Satz 4.1.9. :
A(z) := ). apz™ Potenzreihe mit Konvergenzradius Ry > 0.
n>0

Dann hat auch die formal abgeleitete Potenzreihe

'form(a:) = Z napz" !

den Konvergenzradius R4,
A ist differenzierbar in (—Ra, R4) und
Al(z) = A’

form

(z) fir alle x € (—Ra, Ra).

EX:

!

1 1\ " 9
= = :]_ 2 PECEEY
(1_:6)2 (1—:10) ;x + 2z 4+ 3z° +

Beweis von 4.1.9:

Es geniigt zu zeigen, dass A’ ., den Konvergenzradius R4 hat.

Sei R := sup{t > 0‘ (nant”_l) beschrinkt}, d.h. R = RA}mm'

Sei 0 <t < Ry. Wihle ¢ > 0 so dass t < t(1 + ¢) < R4. Dann gibt es ein C > 0, so dass
|ant™(1 + €)™ < C fiir alle n > 0, also

C
" > |ant™ (1 4 €)"| > |ant™ ! - ne| nach Bernoulli

und somit

_ C
‘nantn 1| < E,
dh0<t<R,also Ry <R.
Ist umgekehrt 0 < ¢ < R, so gibt es ein C, so dass |na,t""!| < C, d.h. |a,t"| < C - t.

Daher ist auch R < Ry4. O

Definition 4.1.10. :
0 #1CR Intervall, f:T — R

(1) fO.=f fO.=yp 5= (f("_l)),, falls existent.
(2) f n-mal stetig differenzierbar = ™) ezistiert und ist stetig.
(3) f oco-oft stetig differenzierbar = ™) ezistiert fiir alle n > 0.

Fiir die n-te Ableitung f™) schreibt man auch

d’n
d.r—"f oder D™ f.
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Durch Induktion beweist man leicht die sogenannte

n
Leibniz-Regel : (f-g)™ = (n)f(k) gk,

[1] f(=z) =

zQSin% z#0
0 z=0

f ist differenzierbar in R, aber nicht stetig differenzierbar:

10 z=20
und f’ (%) =+1.

() __{ 2zsini — cos 1 z#0

[2] Sei f: I — R 2-mal stetig differenzierbar

aq
(i) f© konvex
(@) O

(iii) f® >0
() f(z) 2 53f(2) = f(@) + f'@)(z —7)

Folgerung 4.1.11. :

z— A(z) = Y apz™ ist in (—Ra, Ra) co-oft differenzierbar, und es gilt
n>0

Am) (0)
n!

Qp —

EX:
n+1

|z| < 1.

log(1 +2) = Y (~1)" =

>0 n+1
Folglich log™ (1) = (=1)*~!. (n — 1)!

Satz 4.1.12. (Taylorsche Formel)
Z € I C R Intervall, f : I — R (n+1)-mal stetig differenzierbar.
Dann ist firx € I

" k) (z
@) =3P w4 R
k=0

mit dem ,Restglied”

Roir () = / (& — " F D (1)t
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Beweis :

Induktion:
n=0: f()-f(@) = [ @it = Ri(a).

Nach Induktion ist

R(2) = gty [ (@ = )" F P (t)dt.

8le—g

Partielle Integration liefert:

Ra(z) = 7/ ™ (@)(z — 7)" + Ro1(2).

Folgerung 4.1.13. :
Es gibt eine Abbildung € : 1 — R, so dass fiir alle x € 1

) (7
@) =3 D -9 1 @)@ -7
k=0

mit € stetig in T, £(T) = 0.

Beweis : Definiere

() 0 T=7
e(z) :== (1) (z _

et Buta(z) — JC(TS-) TF#T
Da

1 )
n+1 / (x—f)”“dt L
ist
1 (z-1) (n+1) (n1) (==
@ = | g (V0 £ @) a

folglich

@) < o supl (@) — f0 ),
- ted
wobei J = [T, z] bzw.[z,T).

Da f("t1) stetig, ist ¢ stetig in Z und (%) = 0.

Anwendungen 4.1.14. :

114
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[1] f™+) =0 < f Polynom vom Grade < n

[2] (Regel von I’Hépital)
fyg: I — R(n + 1)-mal stetig differenzierbar,
T €I so dass

fP@ =¥ @ =0 firk=0,..,n, " (@) #0.

Dann existiert
Jim 1) ((x))
s I\

und es gilt
f(z)

(n+1)
lim ——~ = lim f (z)

TT g(.’L‘) TT g("H‘l)(x)

Denn:
Zunichst gibt es ein § > 0, so dass ¢tV (z) # 0 fiir alle z € T mit |z — Z| < 4. Fiir

diese x ist dann
flz)  fO@) + (n+ 1) ep ()

gl@)  gm(@) + (n+ 1) ey ()
Da € und g, stetig in T, £7(Z) = £4(Z) = 0, folgt die Behauptung.

EX: [ 1 lod' (1 1
o9 +2) . log'(l+z)

=1

m
z—0 x z—0 x! z—01 -+

[3] T € I C R innerer Punkt,
f:I— R (n—1)-mal stetig differenzierbar,
fENF) =0 fiir k=1,...,n, fOT)(T) £ 0.

aq
(i) T relatives Mazimum von f

(ii) n+ 1 gerade und f"(z) < 0.

Beweis zu [3]:

Zunichst gibt es ein § > 0, so dass (T — 0,7 + ¢) C I und

1
(n+1)!

f(@) — f(@) = ( 7)1 s<x>) (& — 7)™+

fir alle z € (T — 4,7 + 9).
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(i) = (ii):
E f(z) — f(z) <0 fiir alle z € (T — 6,7 + 9).
Fiir diese x ist dann, falls n + 1 ungerade,

(n+1) — >0 z < Z,
(n—i—l)f @) +e(=) {SO z > 7,
also f("+1)(z) = 0, ein Widerspruch.
Ist (n+ 1) gerade, so ist f("1(Z) <0, also < 0, da # 0.
(i) = (i):
Es gibt ein 0 < n < 6, so dass
1
(n+1) L. (n+1) (=
O ) < )

fiir alle |z —Z| < 7.

EX:

Fiir z # 0 ist

mit einem Polynom p,, vom Grad < n, insbesondere:
F™(0) = 0 fiir alle n > 0.

Definition 4.1.15.
Te XCICR, f:I— R oco-oft differenzierbar

(1)

n

@) =3 O @) e - 2"

k=0

heift m-Jet (oder n-tes Taylorpolynom) von f in T.

(2)

]wf Zf(k ‘T_fk

k>0

heif§t co-Jet (oder Taylorreihe) von f in T.

(3) jzf stellt f auf X dar & jzf — f auf X punktweise.

<0
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EX:

_J0 T =
LB PRER

jof =0;  jof stellt f nur in O dar.

[2] £ — arctan(z) ist co-oft differenzierbar,

joarctan(z) = Z(—l)”a7

n>0

= arctan(z),
d.h. der jet stellt arctan auf |z| < 1 dar.
Bemerkung 4.1.16.

117

Es gibt ein R > 0, so dass jzf lokal gleichmdfig konvergiert in |x —Z| < R, und in |z —Z| > R

divergiert.
Potenzreihen A(z) ==Y, <o an(x — )" stimmen mit ihrem Jet jzA = A uberein.

Satz 4.1.17.
aq
(i) jzf(z) = f(z)
(ii) Rp(z) — 0.
Beweis : |jz f(z) — f(z)| = [Rn(z)|-
Folgerung 4.1.18.
T €la,b CI, A, B>0 sodass

£yl = sup |F™(2)] < A-B"

z€[a,b

Dann konvergiert jj‘[a b gleichmdfig gegen f‘[a b

Beweis :
Fir z € [a,b] ist

lizf(z) — f(2)] = |Rn+1

- / "F @

1
_ . gntl

IA
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d.h.

|6G2F =D SA.B.(b—jlﬂ

Da exp ((b — a) - B) konvergiert, ist (b=a)®B" gine Nullfolge. O

n!
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4.2 Elementare Funktionen: (1 + z)®

Fur naturliche Zahlen 0 < k£ < n ist bekanntlich der Binomialkoeffizient

(n) - n! _nn—1)...(n—k+1)
k)T Rm =k ;

Die rechte Seite erlaubt folgende Verallgemeinerung fiir « € R und k € N:

a |1 k=0
% a(a—l)..k.:ga—k—i—l) E>0

Offensichtlich ist (%) = 0 genau dann, wenn o = m fiir eine natiirliche Zahl 0 <m < k — 1.

Satz 4.2.0. :
Die Potenzreihe

konvergiert fir |z| < 1, und es gilt

> (a)w = (1+2)°, |a] <1
n>0 "

Zusatz: Ist a > 0, so konvergiert

> (%) absolut,

n>0
d>on > O(i)x" absolut und gleichmdfig in |z| <1

und es gilt
Z (Z)x" =142 || <1, a>0

n>0
Der Identititssatz fiir Potenzreihen liefert

(2= 2 60

jt+k=n

Folgerung 4.2.1. :

EX:

V2= (1+1)s :Z(i)
n>0

Beweis des Satzes:
E a ¢ R, da in diesem Fall fast alle Binomialkoeffizienten verschwinden. Ist o ¢ N, so ist
(%) # 0, und nach QK ist fiir 0 < |z| < 1

e’ n+1
("F%in - ";;T' o] — |2] < 1
n
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d.h.

Z (a) z" konvergiert absolut in |z| < 1.
n>0 n

Ist @« >0, a,:= ‘(z)|, so ist

Mzn_afﬁrnZ[a]—i—l.
an n+1

Fiir diese n ist
nap — (n+1)apy1 =a-ap >0

d.h. (n - ay) ist schlieBlich monoton fallend. Deshalb existiert

v:=limn-a,

und v > 0.
Die k-te Partialsumme der Reihe ) (na, — (n+1)ap+1) ist —(k + 1)ag1. Daher konvergiert
n>0
die Reihe ) (na, — (n 4+ 1)ap+1), und damit wegen
n>0
1
an = a(nan —(n+1an+1)
die Reihe
«
o= (7))
n>0 n>0
Wegen |(%)z"| < [(%)| fiir |z| < 1, konvergiert fiir & > 0 die Reihe ) (%)z" absolut und

n>0
gleichméBig in dem Intervall [—1,1].
Schliefllich sei fir « € R, |z| < 1

also

ey = Lo(D)art=a (M) e = faala)

n>1 n>0

da (n+1)(,%,) = a(*~1). Mittels der Rekursionsformel

n
(=) G e
n n n—1
und einer direkten Rechnung folgt
(1 + w)fa—1($) = fa(J")

oder
1+ 2)fl(z) = a fo(z), || <1, a €R,
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d.h. f, erfiillt die DGL
d —a
Iz (fa(=77)‘(1+$) ) =0
Daher ist fo(z) = const(1l + ), und schlieBlich wegen f,(0) =1
falx)=(1+2)% |z| <1, a e R

Fiir a > 0 gilt sogar
falz) = (1 +2)* fir [z| <1

nach dem Abelschen Grenzwertsatz.
Beachte: (—1,1] > R, z+— (1+ z)* = exp(alog(l + z)), hat eine stetige Fortsetzung nach
—1 fiir a > 0. g

Folgerung 4.2.2. (Approximationssatz von Weierstrass)
Es gibt eine Folge (py,) von Polynomen, die auf [—1, 1] gleichmdfig gegen die Funktion x — |z|
konvergiert.

Insbesondere ist also die Grenzfunktion einer gleichmiflig konvergenten Folge differenzierba-
rer Funktioen im allgemeinen nicht differenzierbar.

Beweis :

n
n>0

1
ol = (1 - (1-2%): =3 (2)(—1)n(1 a2
Die Partialsummen sind Polynome, die auf [—1, 1] gleichmiBig gegen die Abbildung

konvergieren. O

ENDE der Vorlesung Analysis I



