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1.1 Potenzreihen

Lemma 1.1.0 (Lemma von Abel) (a,) reelle Folge, b > 0 so dass (a,b™)
beschrinkt, 0 < r < b. Dann konvergiert die Potenzreihe

A(z) := Z anz"”

n>0

absolut fir alle |z| <.

Beweis : Ist |a,b"| < C fiir alle n, so ist

()

n>0
konvergente Majorante fiir |z| < r. (]
EX:
Z nx" konvergiert absolut fiir |z| < 1.
n>0
Fﬁr0<b<1istb:ﬁ, 0 >0, alsonb”:ﬁglfw<%.

Bekanntlich gibt es zu jeder Menge X eine Menge Y, so dass Y & X. Deshalb
gibt es Mengen +o0o und —oo”, so dass
+oo € R, 400 # —o0. Durch

—o<r <400, R
wird die Ordnung von R auf R := R U {£o0} fortgesetzt. Fiir eine Potenz-
reihe A(z) = > apz™ sei
n>0
Ky :={b>0] (anb™) beschrankt}

und

Ry — 400 K 4 unbeschrankt
A7 supKa K4 beschrinkt

R4 ist der sogenannte Konvergenzradius in A.
Satz 1.1.1

(1)
Z anx" konvergiert absolut fir |x| < Ra

n>o

"plus bzw. minus unendlich
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(2)
Z apz" divergiert fir |xz| > Ra

n>o

’ absolut konvergent ‘
? 0 / ?

‘\—RA /

EX:

n

x .

g — hat den Konvergenzradius 1.
n

n>1

|x|<1:z:JL

n>1

< Z |z|™ konvergente Majorante, d.h. R4 > 1.
n>0

1
r=1: Z — divergiert, d.h. R4 < 1.
n

n>1

n>1

Folgerung: Auf dem Rand |z| = R4 des ,Konvergenzkreises® K4 kann
sowohl Konvergenz als auch Divergenz vorliegen.
2]

Z nla™ hat den Konvergenzradius 0.

n>0

Wire niamlich R4 > 0 so existiert 0 < b, ¢ so dass n!b"™ < ¢ fiir alle n € N
also fiir n >> 0:

Dl e< <
e e

ein Widerspruch.
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Die Partialsummen A, (x) einer Potenzreihe
Az) = Z anz"
n>0

sind Polynome vom Grade < n,
n
Ap(x) = Z apa®
k=0

Ist
n
plx) =) pra
k=0

ein Polynom und #NST(p) > n so verschwinden alle Koeffizienten pj = 0.
Bei Potenzreihen verhélt es sich genau so.

Satz 1.1.2 (Identitidssatz) A(x) = > anz™ Potenzreihe mit Ry > 0,
n>0

0<r <Ry sodass A(z) =0 fiir || < r. Dann ist a, = 0 fiir alle n.
Folgerung 1.1.3
aq
(1) > apa™ = > bpa™, |z| <r
n>0 n>0

(ii) an = by, fir alle n € N.

Beweis : Angenommen {n | a, # 0} # (). Dann existiert
m := min{n | a, # 0},

A(x) =a™- Z aerkxka

insbesondere
Zam+kxk =0 fiir 0 < |z| <,
k>0

also

k
Z Am+kL

k>0

0= Zam+k$k > ’am‘_
k>0

und damit fiir o < |z| <7

(am| =D amira®| =[] | am 2t < ] - const,
k>1 k>1

folglich a,, = 0. U

8/12/99
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Satz 1.1.4

A(z) = Zan:c”, B(x) = Z bpz™.

n>0 n>0

Dann hat die Potenzreihe

n
C(x) = Z cnx”, ¢y = Z apbn—_k
k=o

n>0

den Konvergenzradius Rc > min{R4, Rp} und es gilt fir alle
|z| < min{Ra, Rp}

EX:
Ax)=> 2", Bz)=1-=, C(z) =1
n>0
Rc = 400 > min{R4, Rp} =1.

[HS] > up, Y. vy absolut konvergent,
n>0 n>0

n
Wy = Y UkUp_-
k=0
Dann ist auch Y w, absolut konvergent und es ist
n>0

Z wy, = Z Up Z v, | (Allgemeines Distributivgesetz).

n>0 n>0 n>0

Beweis : Es existiert ein ¢ > 0 so dass

Z |Un ], Z lvn| < e

n>0 n>0

Dann ist fiir m € N

m
Do lwel= Y fuallogl < | D0 lual | | Do luil | <€
k=0

i+j<m i<m j<m

d.h. > wy konvergiert absolut.
n>0
n n
Sei s, = > ug, tn:i= Y. vg, t =lims,, s=Ilimt,.
k=0 k=0
Zu g > 0 gibt es ein N € N so dass

D fukls Y fuel < 2.C€+1-

k>N k>N
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Fir m > 2N ist dann

m
Smtm — Z Wi
k=0

= E ’LLZ"U]' — E Uﬂ)j

t,j<m i+j<m
< > il
,j<m
i+j>m
< D luillogl + D luillog)
J>N i>N
< o Shulte Y ful
Jj>N >N

In der Grenze ist damit

(&3
s-t— wg| < <e,
> Fl=9cr1
k>0

s-t:Zwk.

k>0

d.h.

Bemerkung 1.1.5 (Ergidnzung (nicht Teil der Vorlesung))

(an)n>0 beschrénkte Folge reeller Zahlen

@, = sup{ag|k > n} = supay
k>n

ap = inf{ag|k > n} = ’ir>1f ag.

S
3

Offenbar gilt

(2) an /@ "\ .

(1) an < an <an

66

Da (a,) beschrénkt ist, existieren die Limiten lim a,, bzw. lim @, und es gilt

lima,, := lim @, = inf sup a;, (limes superior)
n k>n

lima, := lima,, = sup inf a; (limes inferior)
- n k>n
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®(an)n>0 beschrinkte Folge reeller Zahlen

aq

(i) (an) konvergent

(i) lima, = lima,,.
Folgerung 1.1.6 Konvergiert (a,) so ist lima,, = lima,, = lima,,.

Beweis : (ii) = (i) : a,, < ap, < Gp.

(i) = (i7) : lima, < lima, < lima,. a := lima,, ¢ > 0. Dann existiert ein
N >0sodassa—e<a, <a-+e fir alle n > N, also

a—¢<a, <a, <a-+e firallen > N fir alle n > N. Damit ist

a — ¢ < lima, < lima, < a+ ¢, d.h. lima,, = lima,, = lim a,,. O

Theorem 1.1.7 (Hadamard) A(z) = ) anz™ so dass ({/]an|)
n>0
beschrinkt. Dann ist

00 lim {/|a,| =0
Ry = L Tim/[an] # 0.

Tim %/Jan]

EX: A(z) = go(l +(=D)")n-a”

n B 0 n=1(2)
\/m_{ ¥2n n=0(2)

lim ¢/]a,| =1, dh. R4 = 1.
Beweis : Da ({/]ay|) beschrankt, ist R4 > 0. Zu 0 < t < R4 gibt es dann
ein ¢ > 0 so dass |a,t"| < ¢, d.h. V/|a,| < nT\/E und damit lim {/|a,| < }.

. . 1 1 .
{ — > h., — >
Ist lim {/]a,| # 0, so ist e 2 t, d.h e 2 R4, insbesondere

Ry #00. Ist 0 <t < —L— so ist

lim Y/ |an|

lan| < sup Vlak] <
>n

fiir alle n > N, N geeignet und damit (a,t™) beschréankt, d.h.

Ry > 17’{1/ﬁ Ist lim {/]a,| = 0 und 1 > & > 0 so ist {/]a,| < ¢ fiir alle
im an

n > N, N geeignet, d.h. (a,e™") beschrinkt und damit R4 = oc. O

~ | =




