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1.2 Elementare Funktionen: exp/log

Lemma 1.2.0 Für jedes x ∈ R konvergiert die Exponentialreihe

exp(x) :=
∑
n≥0

xn

n!

absolut.

Beweis : Nach A.6.1. ist 1
n! < en−1

nn , also für b > 0, bn

n! < ( be
n )n ≤ 1 sofern

n ≥ b · e, d.h. Rexp = +∞. �

Satz 1.2.1

e = lim
(

1 +
1
n

)n

= exp(1) =
∑
n≥0

1
n!

Beweis :

en =
(

1 +
1
n

)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)(
1
n

)k

=
n∑

k=0

(n− k + 1) · ... · n
nk

· 1
k!

Wegen

1 ≥ (n− k + 1) · ... · n
nk

= 1
(

1− 1
n

)
· ... ·

(
1− k − 1

n

)
≥

(
1− k − 1

n

)k

≥ 1− k(k − 1)
n

ist

exp(1) ≥
n∑

k=0

1
k!
≥ en ≥

n∑
k=0

1
k!
− 1

n

n∑
k=0

(k − 1)k
k!

≥
n∑

k=0

1
k!
− 1

n
exp(1).

�

Theorem 1.2.2 e /∈ Q

Beweis :
ên :=

∑
k≤n

1
k!

, ê̂ n := ên +
1

n · n!
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Wegen

e = ên +
∑
k≥1

1
(n + k)!

< ên +
1

(n + 1)!
·
∑
k≥0

1
(n + 1)k

ist ên < e < ê̂ n. Angenommen e = m
n , m, n ∈ N+. Dann ist

n! e = m(n− 1)! und n! ên ∈ N,

also

n! (e− ên) ∈ N, aber 0 < n! (e− ên) < n! (ê̂ − ên) = n!
1

n · n!
=

1
n
≤ 1.

�

Theorem 1.2.3 (Funktionalgleichnug der exp-Funktion)

exp(x + y) = exp(x) · exp(y), x, y ∈ R.

Beweis : Für festes x, y ∈ R sei 10/12/99

A(t) :=
∑
n≥0

xn

n!
tn, B(t) :=

∑
n≥0

yn

n!
tn.

A,B sind Potenzreihen mit den Koeffizienten xn

n! bzw yn

n! und Konvergenz-
radius +∞.

C(t) = A(t) ·B(t) =
∑
n≥0

( ∑
k+z=n

xk

k!
· yz

z!

)
tn =

∑
n≥0

1
n!

(x + y)n · tn.

Für t = 1 hat man exp(x + y) = exp(x) · exp(y). �

Folgerung 1.2.4

(1) exp(0) = 1, exp(1) = e

(2) exp(x) > 0, exp(−x) = 1
exp(x)

(3) exp(x) < exp(y) für x < y
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Theorem 1.2.5 Es gibt genau eine Abbildung

E : R → R+

so dass

E1: E(x + y) = e(x) · E(y)

E2: E(x) < E(y) für x < y

E3: E(1) = e

nämlich x 7→ E(x) = ex = exp(x).

Beweis : x 7→ log E(x) ist die Identität auf R. Daher ist E die Umkehrfunk-
tion des natürlichen Logarithmus. �

Folgerung 1.2.6

(1) exp ◦ log = idR+ , log ◦ exp = idR

(2) exp x
1+x ≤ 1 + x ≤ expx, x > −1

exp x ≤ 1
1−x ≤ exp x

1−x , x < 1.

Insbesondere: 1 + x ≤ expx ≤ 1
1−x , −1 < x < 1.

Beweis : 1− 1
y ≤ log y ≤ y − 1, y = x + 1 bzw. 1

y = 1− x. �


