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1.2 Elementare Funktionen: exp/log

Lemma 1.2.0 Fiir jedes x € R konvergiert die Fxponentialreihe

n

x
exp(x) := Z )
n>0
absolut.
Beweis : Nach A.6.1. ist & < G:L—:Ll, also fiir b > 0, 2 < (%) < 1 sofern
n>b-e, dh. Reyp = +o00. O
Satz 1.2.1 . .
n>0
Beweis :

Wegen
1_(n—k+;)'...-n _ 1<1_1>_ <1_k—1>
n n n
k
S (1k—1>
n
> 1_k(k—1)
n
ist
n n n n
1 1 1 (k—1)k 1 1
exp(1l) > Hzenz noon il > H_ﬁeXp(l)
k=0 k=0 k=0 k=0
O
Theorem 1.2.2 e ¢ Q
Beweis :
. T~ 1
€n = Hyen—en'i'nn'
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Wegen

. 1 . 1 1
€—€H+Z(n+k)! <e”+(n+1)!'kz>0(n+1)’f

ist e, < e <e,. Angenommen e = 7

, m, n € N;. Dann ist
nle =m(n —1)! und nle, € N,

also

~ N A o~ 1
nl(e—e,) €N, aber 0 <n!(e—e,) <nl(e —e,) =n! =

1<1
n-nl n=

Theorem 1.2.3 (Funktionalgleichnug der exp-Funktion)

exp(z + y) = exp(x) - exp(y), z, y € R.
Beweis : Fiir festes x,y € R sei

" yn

. n R n

At) = Gt Bt) =)t
n>0 n>0

A, B sind Potenzreihen mit den Koeffizienten % bzw %l und Konvergenz-

radius +oo.

l’k z
C(t):A(t)-B(t):Z< > mi’) t":Z;!(:p—ky)”-t”.

n>0 \k+z=n n>0

Fiir t =1 hat man exp(z +y) = exp(z) - exp(y). O

Folgerung 1.2.4
(1) exp(0) =1, exp(l) =e
(2) exp(z) > 0, exp(—zx) = ﬁ(z)

(3) exp(z) < exp(y) firz <y
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Theorem 1.2.5 FEs gibt genau eine Abbildung
E:R—-Ry
so dass
Ei1: E(x +y) =e(z) - E(y)
E2: E(x) < E(y) firxz <y
E3: E(1)=e

ndmlich x — E(z) = e* = exp(x).

Beweis : x — log E(x) ist die Identitét auf R. Daher ist F' die Umkehrfunk-
tion des natiirlichen Logarithmus. O

Folgerung 1.2.6

(1) expolog = idr,, logoexp = idg

(2) exp iz <1+x <expz, z> -1
exp mgﬁgexp&, x < 1.
Insbesondere: 1 +x < expr < ——, —1 <z < 1.

1—x’

Beweis:l—%glogygy—l,y:x—i—lbzw.%:l—x. U



