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2.2 Elementare Funktionen: cos/sin

HS a,, # 0 fir alle n > 0, |ap+1/an| = A. Dann konvergiert > a, absolut
n>0
fiir A < 1 und divergiert fiir A > 1.

Beweis : Sei A < 7 < 1. Dann ist fiir fast alle n der Quotient |*2F| <.
Ist A > 1 so ist fiir fast alle n der Quotient > 1. O

Mit Hilfe dieses HS beweist man leicht:

Satz 2.2.0 Fir alle x € R konvergieren die Reihen

cos(z) := rg)(—l)” o))
p2n+l
sin(e) := nzz:o(_ T

absolut.

Folgerung 2.2.1 z — cos(x),z +— sin(x) stetig.
cos gerade, d.h. cos(z) = cos(—z)

sin ungerade, d.h. sin(x) = —sin(—x),

cos(0) =1, sin(0) = 0.

Theorem 2.2.2

cos(z + y) = cos(x) - cos(y) — sin(z) - sin(y).
Beweis : Vgl. Additionstheorem von exp. O

Lemma 2.2.3 In dem offenen Intervall (0,+/6) ist cos streng monoton fal-
lend und sin positiv. Auferdem gibt es genau ein o € (0,v/6) so dass
cos(a) = 0, genauer: a € [v/2,/3).

Definition 2.2.4 7 := 2«

Beweis : 0 <z <y < V6, cos(x) — cos(y) = gﬂ(—l)"%. 11/01/00
n_

y2n+2 7$2n+2

Die Koeffizienten a,, := BRI

haben folgende Eigenschaften:
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(1) 0<ay,
an
(2) == <1
Nach Leibniz gilt fiir die Reihe s = ) (—1)"ay,
n>0
Sg>82>...> 8, > .. >8> > Syl > .. >83>81=a9—a1 >0

d.h. cos ist in (0, v/6) streng monoton fallend.
224l < 1 sieht man folgendermaBen ein:
dn =y" — 2", dpy1 =yy" — ") + 2" (y — x)

Yyt —a" = (y— o)y +y" et 42 > (1) (y — 2)a”
und damit )

dpy1 <y-dn+ n——l—ldn+1

2
dn+2 < 1 1 dy,
-7 - )

also \ \
Gn dan .
. n p2n+1 b, 22 2 .
sin(z) = Y. (=1)"by, by (2 = folgt 3 = (2n+2)( Ty < %, d.h. fiir

n>0
O<w<\/éist:1::so>32>...>sin(x)>...>33>31::1:—%3
insbesondere

2 .
1—%< Smﬂfx) <1, 0<z<V6.
Fiir 0 < z < v/2, cos(z) = Z;O(—l)”cn = % folgt
nz
2 2
cch-l = (2n—|—2a):(2n+1) < %, also

1 =3590>8>..>co8(z) >...>83 >5 =1— z2—2 > 0, insbesondere
cos(v/2) > 0 und

1—
o< lzeosle) 2oy, v
T 2’
Fiir y = v/3 ist cosv/3 =1 — ZnZl(_l)n(gj::;)' < 1—32 <0. Daher gibt es
nach dem ZWS ein a € [v/2v/3) so dass cos(a) = 0. O
Folgerung 2.2.5 _
lig S0 % _ 4
Tn
lim 1 —cosz, —0
In

fir alle z, — 0,2, # 0.
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Folgerung 2.2.6

(1) cos®z +sin’z = 1

(2) cos(z + %) = —sinz, sin(z + §) = cosz
cos(z + ) = —cosz, sin(z +7) = —sinz
cos(z + 2m) = cosz, sin(z + 27) = sinz
d.h. cos und sin sind periodische Funktionen mit der Periode 2.

(8) cosO=1, sin0=0
cosy =0, sing =1
cosm=—1, sinm =0
cos2wr =1, sin2xr =0

(4) sin(z +y) = sinz - cosy + cosz - siny

(5) cosR =sinR = [—1,1].

Bemerkung 2.2.7 (Approximativer Graph)

L AN
/
/
2
-1
cos —I—ié ‘—i _01 ‘—T _01 ‘ +1
sin | +1 o | +4 ‘—¢ Y ‘—T Y

Folgerung 2.2.8

(1) NST(cos) =Z -7+ %
(2) NST(sin) =7Z - 7.
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Beweis : Fiir k € Z gilt cos(km + §) = £cos .

Sei umgekehrt cosz = 0. Wihle k € Z, so dass —% <T—kr< % Dann ist
cos(Z — km) = cos(—(T — km)) = cosT =0,d.h. E0<7T—Fkr < 7, also
T=kr+ 7. O

Definition 2.2.9

(1) tanz := 322 z ¢ Zm+ &

cosz’

(2) cotx =L ¢ & Zm.

sinz’

Bemerkung 2.2.10 (Ausblick) z = z +iy € C = R?, z,y € R Der
Betrag |z| := /2% 4+ y? der komplezen Zahl z hat die drei charakteristischen

Eigenschaften einer Norm

NI: |z| >0, |2/ =0&2=0
N2: |z 2| = 2] - |#]

N38: |z + 2| < |z| + |#/]-

Aufgrund der A-Ungleichung (N3) kann man auch in C sinnvoll von kon-
vergenten Folgen und Reihen reden, insbesondere konvergiert die Ezponen-

tialreihe
n

o) =

n>0

fir alle z € C absolut, und nach dem allgemeinen Kommutativgesetz fiir
absolut konvergente Reihen gilt auch in C das Additionstheorem

exp(z + w) = exp(z) - exp(w).
Fiir z =4t, t € R, schlieflich ist
exp(it) = cost + isint,

woraus
(cost +isint)" = cosnt + isinnt

folgt.
Das Additionstheorem des cos und sin entspricht der Multiplikation komple-
zer Zahlen:

cos(t+t') +sin(t+t) = expi(t+t)

exp it - expit’

= (cost-cost’ —sint-sint)

+i(cost-sint’ + cost’ - sint).
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St:={z ¢ (C‘ |z| = 1} = {(z,y) € ]RQ‘ 22 + y? = 1} ist die sogenannte
1-Sphdre - der Rand eines Kreises vom Radius 1.
® Zu jedem (z,y) € S* gibt es genau ein t € [0,27), so dass

= cost

sint.

<
I

Da cos [0,2m)

1. [—1,1], gibt es ein
z. Ausy? =1—=z

Beweis : 72 +y? = 1 = |z| <
= =1—cos?t =sin’t

t € [0,27) mit cos(t) = cos(—t)
folgt

y = tsint. Ist y = —sint, so ist 7 := —t + 27 € [0,27) und y = sin T,

T = COST.

Sei 0 <t <t < 27 und cost = cost/, sint = sint’. Dann ist entweder
0<t<t <moderm <t <t < 2. Da in den Intervallen [0, 7] bzw.
[, 27] der cos streng monoton ist, ist cost # cost’ g

2

Definition 2.2.11 Seien p, p' C [a,b] endliche Teilmengen.
p Teilung (oder Partition) von [a,b] :< a,b € p.
p' Verfeinerung von p :< p C p'
Die Punkte ¢ € p einer Teilung p lassen sich anordnen:
pra=tg<t1 <...<t,=hb.
Sei (z,y) = (cost, sint) € S, ¢ € [0,27), p Teilung von [0, ]
p:0<tp<...tp =1

und s, der Streckenzug von (1,0) nach (z,y) mit den Ecken z; := expit;,
Jj = 0,...n; die Strecke zwischen den Punkten z;, z;;1 ist gegeben durch

(1 - T)Zj + 7241, TE [0, 1].

n—1
b(sp) := Y |zj11 — 2]
§=0

ist dann per definitionem die Linge des Streckenzuges s,. Ist p C p’ eine
Verfeinerung, so ist b(s,) < b(sy)-

Lemma 2.2.12 p Teilung von [0,t], 0 < e. Dann gibt es eine Verfeinerung
p Cp', so dass

(1) (1—e)t <b(sy) <(1+e)t

12/01/00
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(2) blsy) < blsy)-
Beweis : Wihle 6 > 0, so dass

sin 1 — cos
l—e< T<\/1+€,0<7T<\/E,O<T<5.
T T

Wihle Verfeinerung p': 0 =t < t; < ... < t, =1 von p, so dass
Tj :=tj41 — t; < 6. Dann ist b(sp) < b(sy) und

n—1
b(spr) = Z | exp(itj+1) - eXp(’it]‘)|
7=0
n—1
= Z|exp(i7j) - 1|
7=0

n—1
= Z \/(cos 7; —1)2 + sin® 7.
=0

Fiir jedes j ist

Ti(l—¢) < \/(cos 7j — 1)2 +sin’7; < 75(1 +¢),
also nach Teleskop-Summation

t(1 —€) <b(sp) <t(l+e).

Folgerung 2.2.13 : sup{b(s,)| p Teilung von [0,t]} = 1.
Dieses Supremum ist per Definition die Linge des Kreisbogens von (1,0)
noch (z,y). Insbesondere ist die Gesamtlinge von S' gerade 2. Sie liefert
die von der Schule gewohnte Definition von sin und cos.

O )

t
sin t

cos t (1,0)
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Ergéinzung (nicht Teil der Vorlesung)

(@n)n>0 beschrinkte Folge reeller Zahlen.

an, = sup{ag|k > n} =sup ay
k>n

ay = inf{ag|k > n} :Iir>1f ag
n

Offenbar gilt

(1) ap < an <ay,

(2) an 7, @\

Da (ay) beschrinkt ist, existieren die Limiten lim a, bzw. lim @, und es
gilt
lim a,, := lim @, = inf sup ay (,Limes superior*)

n  k>n
lim a,, := lim a, =sup inf ay (,Limes inferior*)
- n  k>n

® Sei (an)n>0 eine beschriankte Folge reeller Zahlen

aq
(1) (an) ist konvergent

(i) lim a, = lim a,.

Folgerung 2.2.14 : Konwvergiert (a,), so ist
lim a, =lim a, = lim a,,.

Beweis :

(i6) = (i) : an < an <

(i) = (#4) : lim a, <lim a, < lim a,.

a := lim a,, € > 0. Dann existiert ein N > 0,sodassa —e¢ < a, <a+¢
fir alle n > N, also a — € < a, < a+ ¢ fir alle n > N. Dann ist

a—¢ <lima, <lim a, < a +¢, d.h. lim a, = lim a, = lim a,. O

Theorem 2.2.15 (Hadamard)

Sei A(z) = Zanx", so dass (/|an|) beschrankt.

n>0

{ 00 falls lim ¢/]a,| =0

Dann ist

Ry =

1 falls lim ¢/]a,| # 0

Tim %/Jan|
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EX:
Fiir A(z) = Y _(1+ (—1)")n - a"gilt
n>0

n YIn n=0(2)
also lim{/|a,| = 1,d.-h. Ry =1

Beweis : Da ({/|ay|) beschrinkt, ist R4 > 0. Zu 0 < t < R4 gibt es dann

ein ¢ > 0 so dass |a,t"| < ¢, d.h. Yla,| < ? und damit lim {/]a,| < 1.
Tim ¢/ ist =—4— >t dh —=1— > i

Ist lim {/|ay| # 0, so ist e t, d.h e R4, insbesondere

Ry # oc.

Ist 0 <t < —L— so ist

lim }/|an|

1
Vlan| < sku% Y ag| < 7

fiir alle n > N, N geeignet, also (a,t") beschrinkt, d.h. R4 > 1,_n1‘ -
im%/|an

Ist lim{/]a,] = 0 und 1 > & > 0, so ist ¥/]a,| < € fiir alle n > N, N
geeignet, d.h. (a,e™™) beschrinkt und damit R4 = oc. O




