Kapitel 2

Stetige Funktionen

2.0 Stetige Funktionen auf Intervallen
0 # X Menge, R¥ = {f: X — R}

Bemerkung 2.0.0 (vgl. 1.0.8) Die Menge RX der auf X reellwertigen
Funktionen ist auf natirliche Weise eine R -Algebra mit1l:

(fEg)(z) == f(x)Eg(x)
(A @) == A f(x)
1(z) =1
fiir alle x € X, X € R. Auperdem ist RX partiell geordnet:
f<g:e f(z) <gx), zeX.
Mit f, g liegt auch f{) g, |f] in RX:
Qo) = flz)glz), v € X.

Durch R — RX, X\ — X 1, wird R mit den konstanten, reellwertigen Funk-
tionen auf X identifiziert.

EX:

f+ 2:f\/0, f— = _(f/\o)a f:I:ZOa
f=H—f fl=rf+f-
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Definition 2.0.1 Z€¢ X CR, f€RX, dh. f: X =R

(1) f stetig in T :< Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass
|f(z) — f(Z)| < e fir alle x € X mit |x —Z| <.

(2) f stetig (auf X ):< f stetig in allen Punkten x € X.

EX:

[ f:Ry =R, f<x>:={9 o

f unstetig in T = 0, stetig in allen x > 0.

Beweis : T = 0 : wire f stetig in T, so gibe es zu ¢ = 1 ein § > 0 so dass
flz) = |f(x) — f(T)| < 1 fir alle |x —Z| < J, = > 0. Nach Archimdedes
gibt es ein n € N, so dass % < ¢, insbesondere n > 1. f (%) =n > 1, ein
Widerspruch.

T>0:Fir |z —2| < 3Tist 2T >T||z — 2| — |§|‘ > 172, also

|% - %’ = % < 5—22|x—f| Wihle zu £ > 0 deshalb 0 < § < min{37, %25}
]

[2] exp : R — R stetig in allen T € R.

Beweis : |expx — expZ| = (exp7) - | exp(z — ¥) — 1. Fiir —i<(@-7) <%

istx—T<exp(x—7)—1< F < 2|z — 7| d.h.

|expz —exp T| < 2|x — |- exp T. Wihle zu € > 0 deshalb

0 < ¢ < min{3, TR AL O
0 x irrational

3] ¥ :1]0,1] — R, ¢(x) := pTqu x = g rational, p,q € N

q#0, g9T(p,q) =1
2B. 9(0) =1, ¥(3) = 3.9(1) = 3
1) ist stetig in allen irrationalen Punkten und unstetig in allen rationalen
Punkten.
Beweis : T = g rational: Wire v stetig in T, so gidbe es zu 0 < € < %w(T) =
m ein 0 > 0, so dass |F1q —(x)| < ¢ fir alle |z — §| <4, z €[0,1]. Fiir
ein derartiges irrationales z ist dann ﬁ < m, ein Widerspruch.
T irrational: Zu € > 0 gibt es nur endlich viele Paare natiirlicher Zahlen

(p.q) #0sodass p+q <1 O
q

p+q = const
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x1,...,xs seien die diesen Paaren entsprechenden rationalen Zahlen. Wéhle
§ = imin{|lzy — Z,...,|zs — 7|}. Ist dann z = % € [0,1] rational und
|r —T| < 0 soist x # x1,...,xs, also |Y(z) —Y(T)| = T—lm <e.

Satz 2.02 7€ X, f: X - R

aq
(i) [ stetig inT

(ii) f(xn) — f(T) fiir alle Folgen x,, — T, xz, € X.

Beweis : (i) — (i) : xp — T, xp, € X. Zue > 0 gibt es ein § > 0,
so dass |f(x) — f(ZT)| < ¢ fiir alle |z —Z| < 0, € X. Wihle N so dass
|z, —Z| <6, n> N.

(7i) — (i) : Sonst gibt es ein g > 0 so dass es zu jedem § > 0 ein

x5 € X gibt mit |zs — T| < 6, aber |f(zs5) — f(T)] > 9. Wihle zu §,, = %
jeweils x, € X mit |z, — 7| < L, aber |f(z,) — f(T)| > go. Widerspruch. OJ

EX:

1 z=2
T xF£2
f ist stetig. X 2z, —» 2 = x,, = 2 fiir fast alle n.

X :=1[00,1)U{2}, f: X =R, f(z) ::{

Folgerung 2.0.3 f, gc RX, AeR, 7€ X, Y C X.
Ist f, g stetig in T, so ist auch f£g, \- f,g sofern definiert
f<>g, |fl, fIY sofernT €Y, stetig in .

Folgerung 2.0.4 Die Menge C(X) := {f : X — R stetig} der auf X
stetigen Funktionen ist auf natiirliche Art und Weise eine R-Algebra.

EX:

ag,---,an €ER, a, #0

n
x— p(x) = Z arz® Polynome vom Grade n
k=0

mit Koeffizienten ag, ... a,.
p ist stetig auf ganz R.

Folgerung 2.0.5 X Lys, R, 7 € X.
Ist f stetig in T und g stetig in y = f(T), so ist go f stetig in .
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EX: a >0, z — a” = exp(xzloga) stetig.

Theorem 2.0.6 (lokale Beschrinktheit) f: X — R stetig in T € X,
a,b € R so dass a < f(T) < b. Dann gibt es ein § > 0 so dass a < f(x) <b
fir alle |x — 7| <6, z € X.

Beweis : Wéhle 6 > 0 zu € := min{f(Z) —a, b— f(z)} > 0. O

Bezeichnung Mit B(X) wird die R-Algebra der auf X beschriankten Funk-
tionen bezeichnet, d.h. derjenigen f € R¥ fiir die es ein ¢ > 0 gibt mit

|f(z)| < c fiir alle z € X.

EX: z +— exp(—2?) ist durch 1 beschriinkt, x + % ist stetig, aber unbe-
schrankt.

Theorem 2.0.7 a < b= Cla,b] C Bla,b].

WARNUNG: Fiir offene Intervalle ist das Theorem falsch: (0,1) — Ry,
x — % ist unbeschrénkt.

Beweis : A := {1 € [a, ] ‘f|[a, 7] beschriankt}. Wegen der lokalen

Beschrinktheit gibt es ein a < 7 < b so dass f|[a,7] beschriankt, d.h.
[a,T] C A, insbesondere existiert 7, := sup A, a < 7. < b. Wegen der
lokalen Beschrénktheit in 7, gibt es a < a < 7. < 3 so dass f|[a, 5] N [a, b]
beschrénkt, d.h. f|[a, 5] N [a,b] ist beschrénkt. Ist § < b, so ist § € [a,b],
also 3 < 7, ein Widerspruch, also § > b und damit [a, 3] N [a,b] = [a, b],

f also insgesamt beschrinkt. O

Folgerung 2.0.8 (Satz vom Maximum) f : [a,b] — R stetig. Dann gibt
es Ty, =¥ € [a,b], so dass

f(@e) < f(x) < f(z7)

fir alle x € [a,b], d.h. jede stetige Funktion nimmt in |[a,b] Mazimum und
Minimum an.

Beweis : M := sup f[a,b] existiert. Angenommen M # f(x) fir alle x.

Dann ist M — f(z) > 0 und = — g(z) = m stetig auf [a,b]. Nach

Theorem 2.07 ist g beschréankt, daher gibt es ein C so dass 0 < M—;f(a:) <C

fiir alle € [a,b], also 0 < % < M — f(x). Daher gibt es ein C, so dass
0 < 47 — f(z) < C fiir alle z € [a,b], also 0 < & < M — f(z) und damit
f(@) <M -2, also M < M — %, ein Widerspruch. O
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Theorem 2.0.9 (Zwischenwertsatz) a,b € I C R Intervall, a < b,
EeR, f: I — R stetig, so dass f(a) < & < f(b) bzw. f(a) > & > f(b).
Dann gibt es ein a <T < b, so dass f(T) =&.

Beweis (E: f(a) < & < f(b). Definiere g : [a,b] — R, g(x) := f(z) — &
Dann ist g stetig, g(a) < 0, g(b) > 0, A = {7 € |a, b]‘ glla, 7] < 0}.
Nach der lokalen Beschrinktheit gibt es ein a < 7 < b, so dass g|[a, 7] < 0.
Insbesondere gibt es 7, :=sup A, a < 7. < b, g(7) < 0, also 7 # b. Wire
g(1+) < 0, so giibe es wieder wegen der lokalen Beschrénktheit

a<a<T <fB<b, sodass g|la,f] <0 und damit g|la, 5] < 0, folglich
8 < Ty, ein Widerspruch. O

Folgerung 2.0.10 ® # I C R Intervall, f : I — R stetig. Dann ist auch
bild f = f(I) ein Intervall.

Folgerung 2.0.11 a <b, f:[a,b] — R stetig.
M :=min fla,b] < M := max f[a,b]. Dann ist fla,b] = [M, M].

EX:

1] Ry EN EJr,il' — z", n > 0, surjektiv.
Beweis : £ € Ry : f(0) =0 <& <14 nf < f(1+4 &) nach Bernoulli, also
€€ [f(0), f(1+&] Child f nach Folgerung 2.0.10. O

[2] exp : R — Ry surjektiv.

Beweis : Fiir £ > 1ist exp(0) =1 < <14+ ¢& <exp(l+¢), also

¢ € [exp(0), exp(1 + £)] C bild exp.

Fir 0 < £ <1 ist % > 1, also % =exp(x), x € R, = exp(—2x),

d.h. ¢ € bild exp. (]

[3] Jedes Polynom p ungeraden Grades

x— px):=a+az+...+az", a, # 0, n =2m + 1, hat eine reelle
Nullstelle.

Beweis : (E a,, = 1. Fiir |z| > 0 ist dann % = 1+%-an,1+. . .+x%'a0 > %,
d.h. p(z) > 0 fur z > 0, p(x) <0 fir —z > 0. O

Definition 2.0.12 [ Intervall, f : I — R.
f streng monoton steigend = f(x) < f(y) fir alle x <y, z,y € I.
f streng monoton fallend = f(x) > f(y) fir alle x <y, x,y € I.
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Satz 2.0.13 f: 1 — R stetig

aq
(i) f injektiv

(ii) f streng monoton.

Beweis : Nur (i) = (i7) ist relevant.(E ) £ I # pt. a,b€ I, a <b. (B

f(a) < f(b). Dann ist aufgrund der Injektivitit und des ZWS

fla) < f(z) < f(b) fur alle @ < z < b. Das selbe Argument auf [z, b]
angewendet liefert f(z) < f(y) < f(b) fir alle x < y < b, d.h. fl[a,b]
streng monoton steigend. Daher ist f|[A, B] streng monoton steigend fiir
alle [a,b] C [A, B] C I und damit f. O

Satz 2.0.14 [ Intervall, f := 1 — R stetig, injektiv, J := bild f. Dann gibt
es genau ein g : J — I, so dass

(1) fog=idy, go f=id;

(2) g stetig.

EX:

F:0.1) U2} — [0,1], f(z) ;_{ vere

ist stetig, bijektiv. Die Umkehrabbildung ist unstetig.

Beweis : J := bild f ist ein Intervall, f : I — J bijektiv. Deshalb gibt es
genauein g : J — I, sodass gof =idy, fog = idy. Es geniigt zu zeigen, dass
gl[A, B] stetig ist, fiir alle [A,B] C I, A < B. (E f streng monoton steigend,
[A, B] = fla,b], [a,b] C I, a < b. T := g(y) € (a,b), y € (A,B), e >0
vorgegeben. Dann gibt es ein 0 < p < ¢, so dass [T — u, T+ p] C (a,b), also
flZz—p7+pl =[f(@—p), f(T+p)] C (A B). Dann gibt es ein 0 < J, so
dass [ — 6, T+ 6] C [f(@ —p), f(T+ p)], also

g@—96,y+9) C[T—p, T+ p] C (T —e, T+e). Die Stetigkeit von g|[A, B]
in den Randpunkten verlduft im wesentlichen genauso. U



