KAPITEL 2. STETIGE FUNKTIONEN 7
2.1 Folgen stetiger Funktionen
0 # X Menge, f, fn € RX, n=0,1,2,...

Definition 2.1.0 (f,)n>0 konvergiert punktweise gegen f
& fo(x) — f(2) fir alle z € X.

Liegt punktweise Konvergenz vor, schreibt man f, ﬁ f oder
f = ptw-lim f,.

EX:

[1] X =R+

Jn f=ptw —lim f, =0

3=
3o

2] X =10,1], fn:]0,1] = R, fp(z):=2a"

0 0<z<«1

fnﬁf: f(x):{ 1

r=1.

Moral: f, o f, fn stetig L f stetig.

tw
Bemerkung 2.1.1

(1) (fn) konvergiert punktweise < (f,) punktweise Cauchy-Folge.

(2) fn o £ 00 29, AER =

fn:!:gn ﬁ :|_:g

[fnl ——|f]

ptw
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Definition 2.1.2 f € BX

1= sup{|f(2)] |z € X} = ig‘f@‘-

Supremumsnorm von [ auf X.

Bemerkung 2.1.3

[ 1f (@) < IfI| fir alle z € X.

[2] ||£]] ist i.a. kein Funktionswert: ||idg1)|| = 1.
Bl 0#Y C X, feBX=|f[Y]<Ifl

AT = 11

Bemerkung 2.1.4 Die Abbildung || || : BX — Ry, f — ||f||, hat folgende
Eigenschaften:

NEAIfII =0, [[fll=0< f=0
N2z X fIf = ALl AeR

N3 If + gll < NI+ Mgl

Beweis (Exemplarisch N3): x € X,
((f +9)(@)] = |f (@) + g()| < [f (@) + |g(@)| < [IF1l + llgl], also

Lf + gll = sup [(f + g) (@) < [IfI] + llgll.
zeX

Folgerung 2.1.5

(1) 11 - all <1171 - llgl
) |11 =1lgll] < 117 + gl < 111+ 1ol

(3) 111 < llgll fir —g < f < g.

i.a.
WARNUNG: Die Norm ist i.a. nicht multiplikativ, d.h. || f-g|| # ||f]|-]9]|
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fra=0fll-lgll =1.
Definition 2.1.6 f, f, € RX so dass f, — f, fu — fm € BX fiir alle n,m

(1) fn konvergiert gleichmiflig gegen f :< || fn — f|| — 0.
(2) fn gleichmiflige Cauchy-Folge <= Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein N € N,
so dass || fn — fm|| < e fir allen, m > N.

Liegt gleichméBige Konvergenz vor, so schreibt man f,, — f bzw.

f=1|||-lim f,, oder auch f, prang f. Der gleichméflige Limes f ist 1-deutig
bestimmt, falls er existiert.
EX:
_ 1 r>1
= e — n
X =R fule)={ 1, 4222,

S|

1 >0
fnﬁfa f(x)_{o x207a’ber‘anf
Fiir # = - ist némlich |f,(z) — f(z)| = &, d.h. || fn — f|| = 5 fiir alle n.

2] X = [0, 3, fule) = 2™ || ful| < g dh || full 7770
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Bemerkung 2.1.7 f,, f € BX.

[ fo 77 £ = fn o I

ptw

[2] fn Wf = f € BX,(||fnl]) beschrinkt.

ﬁﬁ%ﬁﬁﬁgnmﬂ%AERiﬁ#%ﬁTf%%AJ%WﬁXﬁ
[fal 5 11

Satz 2.1.8 f, € BX, n=0,1,2, ...

aq
(1) (fn) || ||-Cauchy-Folge

(i1) Es gibt ein f € BX, so dass f, T f.

Beweis : (it) = (i) © |[fo — [l < |[fo = FII+[1f = fil]-

(i) = (i) : Zue > 0 gibt es ein N so dass |fn(z) = frn(@)| < ||fu — ful] < §
fiir alle n, m > N. Fiir alle z ist deshalb (f,,(z)) eine reelle C'F. Insbesondere
existiert f(x) =lim f,(z), d.h. f = ptw.lim f,. In der Grenze ist

|fn(2) = fu(z)] < § und zwar unabhéngig von x € X, also ||f, — f|| < § <€
fiir alle n > N. O

Satz 2.1.9 f, € BX, n=0,1,2,..., C >0 so dass

Sl < ¢

keE

fiir alle ) # E C N endlich. Dann konvergiert Y fn absolut und
n>0
gleichmdfsig.

EX: f,:[0,1] = R, z— fy(x):=10""-{10" - x} wobei
{a} := min{|a — n]’ n € N},

insbesondere 0 < a < 3. Deshalb ist ||f,|| < 1 -107", also

S0 {10 < Sl < 5 S0 =1

nek nekl n>0

Damit konvergiert ano fn absolut und gleichméfig.

21/12/99
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10="

N[

fn

10~

Theorem 2.1.10 ) # X C R, f, € CX,n=0,1,2,... f: X — R so dass
In W f- Dann ist auch f € CX.

EX:

fn 1 [0,1] = R, fu(x) := z". f, konvergiert nicht gleichméBig, da sonst
|| ||F-lim f,, = ptw.lim f, = f,

o={ 17

und f stetig wiire.

Beweis :z, T € X,

[f(z) = f(7)] [f (@) = fa(@)| + [ fn(2) = fu(@)| + | fn(T) = f(T)]

L = full + [fn(2) = fu(@)] + (| fn = FlI.

Zu € > 0 gibt es ein N so dass

<
<

&
1= fall < =

fiir alle n > N. Da fy stetig gibt es ein 6 > 0 so dass |fx(z) — fn(T)| < § fiir
alle [t —7| <0, v € X, also |f(x) = f(T)| < §+5+5 =¢,|z—7| <0, v € X.
U

Theorem 2.1.11 (Dini!) a < b, f,f, € Cla,b], n = 0,1,2,... so dass
fo /' f, doho fo(x) / f(x) fir alle x € [a,b]. Dann konvergiert (fy)
gleichmdfsig gegen f. Analog fiir fn, ™\, f-

EX: f, :[a,1] = R, f(z) = Yx,a > 0. f,, /' 1 und damit f, W 1.

Beweis : (E fp, \, 0. Angenommen (f,,) konvergiert nicht gleichméBig gegen
0. Dann gibt es ein € > 0 so dass es zu jedem k£ € N ein n; > k gibt mit

!Ulisse Dini (1845-1918)
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|| fne]| > €. Insbesondere gibt es xy, € [a,b] so dass fn, (z)) > 1e.

E zr, — T € [a,b]. Dann gibt es ein N so dass 0 < f,(%) < N(*)

fiir alle n > N. Da fy stetig, gibt es ein § > 0 so dass fy(x) < g fiir alle
|t —Z| <0, € [a,b]. Da ), — T gibt es zu 6 > 0 ein M > Nso dass
lzy —Z| < 0, k> M. Dann ist aber nj, > k> M > N, also § < fn, (7x) < §.

O
Satz 2.1.12 A(z) := ) anz™ Potenzreihe mit Konvergenzradius
n>0
Rs >0, 0 <r < Ra. Dann konvergiert > anx™ auf [—r,7] absolut und

n>0
gleichmdfig.

Folgerung 2.1.13 = — A(z) = ) ayz™ stetig auf (—R4, Ra)
n>0

[HS] f: (a,b) = R

aq
(i) f stetig
(ii) f|[A, B] stetig fiir alle [A, B] C (a,b).

Theorem 2.1.14 (Abelscher Grenzwertsatz)

A(x) = > apa™ konvergent fir |x| <1, ) a, konvergent und
n>0 n>0

A:(=1,1] = R die Abbildung

_ A(x) lz| <1
A@) =1 Y an x=1

n>0

Dann ist A : (—1,1] — R stetig.

EX:

Alz) = > (—1)"% konvergent fiir —1 < x <1, divergent fiir z = —1;
n>1

A stetig auf (—1,1].

[HS] (0,,) Nullfolge. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein C' > 0 so dass

Zanx” <C’+1 , lx] < 1.



KAPITEL 2. STETIGE FUNKTIONEN 83

Beweis des HS: Y on,z™ hat einen Konvergenzradius > 1. Fiir |z| < 1 hat
n>0

man also absolute_Konvergenz. Fiir € > 0 gibt es ein N so dass |oy,| < ¢ fiir
alle n > N, also

D ona" £ D loullel" < 3 loullel" +¢ 3 fol" < 3 loul +

n>0 n>0 n<N n>N n<N
O
Beweis des AGWS: s, := > ag. (sp) ist beschrinkt, s := lim s,. Die Po-
k<n
tenzreihe Y s,a™ hat einen Konvergenzradius > 1,
n>0
A(z) = (1 —x)-an'x”
n>0
S:(l—x)'Zs-x".
n>0
Dabher ist fiir |z <1
Alz)— A1) = A(z) —s = (1 —=x) Z(sn —s)x",
n>0
also fir0 <o <1
Alz) — A1) < (1 - 2) <C+ 1;) , C=C..
Ist 0 <z <1, |z—1 <d:= 5 soist |[A(z) — A(1)] < 2e. 0



