Kapitel 3

Integrierbare Funktionen

3.0 Regelfunktionen

Definition 3.0.0 : 15/01/00
T:[a,b =R, f:la,b =R
(1) T Treppenfunktion auf [a,b] :< Es gibt eine Partition

pra=ty<t; <...<t,=>bsowieyy,...,y, € R so dass
T(x) =vy; fir alle t;—1 < x < t;.

(2) f Regelfunktion auf [a,b] :<= Es gibt eine Folge (T},) von Treppenfunk-
tionen auf [a,b], so dass T, W f.

T[a,b] bzw. R[a,b] bezeichnet die Menge der Treppen- bzw. Regelfunktionen
auf [a,b].

EX: f:[0,1] - R

{0 z irrational

m =0 P 020, ¢#0, ggT(p,q) =1

f € R[0,1].

Denn: Zu € > 0 gibt es nur endlich viele rationale Zahlen
0 <z <22 <... <z <1, 50dass f(z;) > 5. Definiere fiir

0<x<1
T(z) := {f(“’) e
0 sonst

Dann gilt 7' € T[0,1] und || — f|| < e.
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Bemerkung 3.0.1 :

[1] R C Ta,b] C Rla,b] C Bla,b].
[2] Rla,b] ist eine R-Algebra. Mit f,g gehirt auch f <\/ 9,|f| zu R[a,b].
3] [4,B] C [0, f € Rla,b] = f|[4, B € R[A, B]

[4 a <c<b, f:][a,b — R so dass f|[a,c|, f|[c,b] Regelfunktion. Dann
ist f € R[a,D].

Satz 3.0.2 :
fn € R[a,b],n=0,1,2,3,...

aq
(2)  (fn) || ||-Cauchy-Folge

(14) Es gibt ein f € Rla,b] so dass fn W) f-

Beweis :

(i1) = (i) : v

(t1) = (it) : Es gibt ein f € Bla,b], so dass f, Wf Sei € > 0. Zunéchst
gibt es Treppenfunktionen Ty, so dass ||T,, — fn|| < . Fiir n > N geeignet
ist ||f = Tull < [[f = full + [[Tn = full < 5 + 5 O

Theorem 3.0.3 : C[a,b] C R]a,b].

Beweis :(E a <b. Fir e > 0 sei
M := {7 € [a,b]] es gibt ein T € T[a, 7] so dass ||T" — f|[a,7]|| < €}.
Da f stetig, gibt es ein 0 < d so dass |f(x) — f(a)| < § fiir alle
|z —a| < 20, x € [a,b]. Sei (B a+ 0 <b. Definiere fira <z <a+94
T(z) := f(a). Dann ist T € T[a,a + 6] und ||[T — fl|[a,a + d]|| < § d.h.
[a,a + 6] C M. Daher existiert 7o := sup M,a < 79 < b. Sei 0 < ¢', so dass
|f(z) — f(70)] < § fiir alle |z — 70| < &', = € [a,b]. Wahle 0 <5 < ¢, so
dass a < 79 — 7, und wéhle T' € T'[a, 7o — 7] so dass ||f|[a, 7o —n] = T|| <.
Definiere T : [a, 79 + 1] = R durch

~ T(z) a<z<1-—1n

. flro) mo—n<z<7+n.

Dann ist T € T|a, 0 +n] und ||T|[a,7’0 +n]N[a, b —f‘[a,m—i—n]ﬂ[a, b|| < e,
also 79 +n > b. O

Mit derselben Methode folgt
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Theorem 3.0.4 :
Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist eine Regelfunktion.

Beweis :(E f /. Definiere fiir z € (a, b)

f(z+) ==inf {f(y)lz <y} und

f(z—=) :=sup {f(y)|ly < z} und analog

f(a+) bzw. f(b—).
Zu € > 0 gibt es wegen der Monotonie ein § > 0, so dass a + § < b und
fla+) < f(z) < f(a+)+5 firallea < x < a+4. Definiere fiira < z < a+46

die Funktion
T(z) := f(a) r=a
fla+) a<z<a+é.
Dann ist T € Tla,a + 68, ||f|la,a+ 6] - T|| <e.
a <1 :=sup M <b Wihle > 0, so dass a < 19 — 7 und
€
f(ro—=) = 5 < flz) < f(r0-)
fiir alle 79 — n < z < 79 bzw.

Frot) < f) < f(ro+) + 5

fiir alle 7o <z < 79+ 7, = € [a,b] und T € Ta, 7o — 7] so dass
| f|l@, 70 — n] — T|| < €. Definiere T : [a, 7o + 5] — R durch

T (z) a<z<T19—"N
flro—=) mo—n<z<m
flo) z=m

flro+) mo<z<T1+n

T(z):=

Dann ist T € T[a, 7o +7] und ||f|[a, 70 +m1] N[a, b —T'|[a, 70 + 7] N[a, b]|| < &,
d.h. To+77>b. [l
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WARNUNG:

Die Komposition f o g zweier Regelfunktionen f, g ist i.a. keine Regel-

funktion.
() 0 z=0
) =
g z-sin% O0<z<1

g :[0,1] — R stetig und daher g € RJ0, 1].

1 0<z<1
sign(y) :=¢0 O=zx
-1 -1<z<0

ist eine Treppenfunktion auf [—1, 1], aber sign o g ist keine Regelfunk-
tion.

Satz 3.0.5 :
f € Rla,b], h e C[A,B], n >0, so dass bild f C[A+n,B —n.
Dann ist ho f € Rla,b].

EX: f € R[a,b], C > 0 so dass f(z) > C fiir alle z € [a, b].
Dann ist v/f € R[a, b].

[HS] g: [A4, B] — R stetig.
Dann gibt es zu jedem £ > 0 ein § > 0, so dass

19(2) — 9(u)| < e fiir alle [z — 4| <6, =, y € [4, B,
(g ist ,gleichmiBig* stetig!).

Beweis : Sonst gibt es ein €9 > 0, fiir das gilt: Zu jedem n € Ny gibt es

T, Yn € [A, B] mit |z, — yn| < %, aber |g(zn) — g(yn)| > €o-

@ 2, > T, yn — Y. Wegen |z, — yn| < L ist Z =7 € [A, B]. Da g stetig,

konvergiert |g(x,) — g(yn)| > €0 gegen |g(z) — g(7)| = 0, ein Widerspruch.
O

Beweis des Satzes:

Sei € > 0. Dann gibt es ein § > 0 so dass |h(z) — h(2')| < § fiir alle

|z —2'| < 6, z,z € [A,B]. Zu0 < 7' < min {é,n} gibt es T € T[a,b] mit
||IT — f|| <n', insbesondere

A< f(z)—n'<T(z) < f(z)+n' <B

fiir alle z € [a,b]. Deshalb ist zunéchst h o T' definiert, h o T € T[a, b] und
lhof—hoT| <e .
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Ergénzung 3.0.6 (nicht Teil der VL)

f:la,b] > R, z € |a,b).

Ezistiert fir jede Folge x,, € [a,b], £, > x, T, — x der Limes lim f(x,) und
stimmen alle diese Limiten tiberein, so heifit

f(z+) :=lim f(z,) der ,rechtseitige“ Limes von f in z.
Analog wird der ,linksseitige“ Limes f(z—) von fin x € (a,b] definiert.

Beispielsweise gilt:

f stetig in z € (a,b) genau dann, wenn f(z) = f(z+) = f(z—).

Kriterium:
f:[a,b] > R
ag
(¢) f € Rla,b]
(12) f(x+) ezistiert fir alle z € [a,b) und f(x—) ezistiert fiir alle z € (a,b).

EX: Die Dirichlet' - Funktion
D:[0,1] - R

D(z) 1 x rational
)=
0 =z irrational

ist keine Regelfunktion.
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