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3.1 Regelintegral

¢ : [a,b] — R Treppenfunktion, p : a = tg < t,< ... <t, = b Teilung von
[a,b] so dass
@‘(tkq,tn) = constant

fir k =1,..,n (,, ¢-Teilung*).

Deﬁnitiog 3.1.0
L(p)=> ¢ (%) (tg — tx—1) heifst Integral von ¢ bzgl. p dber [a,b].
k=1

Lemma 3.1.1
p,p' p—Teilungen von [a,b]. Dann ist I,(¢) = Iy (¢).

Beweis : pU p' verfeinert p und p’.
Induktion nach #(p Up' —p) : I,(¢) = Tyuy (v)- O

Die von der Teilung p unabhingige reelle Zahl 18/01/00

heifit das Integral von ¢ iiber [qa,b].

Rechenregeln 3.1.2
0, € Tla,b], Ae R, a<c<b.

(1) I(p + ) = I(p) + I()

(2) I(A-9) = A-I(p)

(3) I(p) >0, falls ¢ >0
Insbesondere
(@) < I(|el) <llell(b—a).

(4) 1(p) = 0, falls #{z | p(z) # 0} < oo

[

b b
(5) [p(z)dz = [p(z)de + [ o(z)dz.

a
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Satz 3.1.3
J €Rla,t], pntn € Tla, b, n=0,1,2,3,... 50 dass on,Yn T /-

Dann existieren die Limiten

lim I(py,), limI(¢,)

und stimmen tlberein:

—[If1I(b — a) <TimI(pp) = lim I () <|[f[|(b—a).

Beweis : |I(n) = I(%hm)| = [1(on — m)| < [lon = Ymll(b — a).
Daher ist sowohl (I(yy,)) als auch (I(1)y,)) eine C'F reeller Zahlen;

lim I'(pp) = lim I(vy,).
Wegen —||gn[|(b —a) < I(en) < [len]|(b — a) und [|pn[| — [|f]| folgt die
Abschéitzung. O

Die von der approximierenden Folge (¢, ) unabhingige reelle Zahl lim I(¢p;,)
heiflt das Regelintegral

b

I(f) := /f(x)dm = lim I(¢y,)

a

von f iiber [a,b ].

0 x irrational
g t=1588T(p,9) =1, p,g>0

Es gibt eine Folge ¢, von Treppenfunktionen, so dass

(1) ¢n Wf
(2) #{z | ¢nlz) # 0} < oo,
also I(f) = limI(p,) = 0.
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2] 0<a<b, a€eR f:la,b] >R f(z)=2"

b
| log b—log a a=-1
® /f(z)dz = { %H(boﬂ—l _ aa—l—a) a#—1
a
y
Folgerung: logy = [ 4, y > 1.
1

Beweis der Folgerung:

q:= T\L/gzl, tk::aqk,a:t0<t1<..<tk:b.

on(x) == { [J:Ogtk) i i[;k’tkﬂ)
I1f = enll <A/ (2)e = 1‘ — 0, also
I(f) =1lmI(pn)
i MV a=-1
a*tt-(g—1)- 7";:1?__11 a#—1
logb — loga a=-1

a%_l(bo“"1 —a®th) a# -1

Beachte: a # —1

1 qn(a+1)71 +1 +1 n(n (g)fl)
aa+.(q_1).qa+71_1:(ba — q® )—

Der Quotient konvergiert gegen

log(g) 1
log(2)etl  a+1

a

Satz 3.1.4
Die Abbildung I : Rla,b] = R, f+— I(f), hat folgende Eigenschaften:

I1: I R-linear, d.h. I(f +g) =1(f) +1(g), IAf)=X-I(f), AeER
12: I positiv, d.h. I(f) >0 fir alle f >0

c b b
I3: I additiv, d.h. [ f(z)dz + [ f(z)dz = [ f(z)dz fir alle a <c <b.

a

Beweis : I1 und I3 gilt fiir Treppenfunktionen, also aufgrund der Stabi-
litdtseigenschaften konvergenter Folgen auch fiir Regelfunktionen.

I12: TIst ¢, Wf = |f], so ist |¢n| Wf, also I(f) =lmI(|pp|) > 0. O
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Bemerkung 3.1.5
Fiir b < a definiert man

/bf(:c)d:v = —/af(:v)d:v.
a b

Dann gilt fiir je drei reelle Zahlen a,b,c

/bf(z)dx:/cf(:v)dw+/bf(m)dm

(falls die Integrale definiert sind).

Folgerung 3.1.6
I : R[a,b] — R monoton, d.h.

1(f) < I(g) falls f < g.
Insbesondere: [I(H)| < I(f]) < I|fl|(b—a).

Folgerung 3.1.7
I : Rla,b] — Rstetig,d.h.
1(£2) = I(f) falls fu 7 f.

Theorem 3.1.8
Sei pi: R[a,b] — R derart, dass
(1) p R-linear

(2) p>0
(3) 1 (x(a,8) = B — A fiir alle [A, B] C [a,b)].

Dann ist p = 1.

Beweis : Auf T|a,b] ist p = I.
Da u stetig, ist
p(f) = limp(pn) = limI(pn) = I(f), falls o 77 f, ¢n € Tla, b].
O
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Theorem 3.1.9
f € Rla,b]. Dann ist die Abbildung

fila,b] > R
Fz) = / Ft)dt
gleichmdpig stetig in [a,b)].

Zusatz: Ist f stetig in T € [a,b], so ist
F(zn) — F(z)

Ty — T

lim = f(z)

fir alle x, - T, ©,, € [a,b], z,, # T.

Beweis : z,y € [a,b],

Fy) — F@)| = | [ £@)de) < ||7]] |y — .

J(f(#) — f@))dt| < sup|f(t) — f()]

F(z)=F(Z)  pr=\| — 1
~ o7 f(x)‘ = To—a]

wobei z # 7, t € [,Z] bzaw. t € [T, z]. O

EX:a<bnéeN
b
1
t"dt = —— (bt — g™,
/ n+1( ™)

a

t — t™ gerade fiir n = 0(2), ungerade fiir n = 1(2). Daher (E a = 0.

b b
/t”dt = lim/t”dt, 0<zym—0
0 Tm

- 1 bn+1 _ ntl
(7 )
— 1 bn—l—l
n+1 '
Satz 3.1.10
A(z) = > apz™ Potenzreihe mit Konvergenzradius Ra > 0.
n>0
Dann ist

b

[4
A dr = n bn—|—1_ n+1
[ A = 3 st - ant)
a n>0

fir alle [a,b] C (—Ra,Ra).
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EX:
p sin —(cosb — cosa)
1] [ cos (z)dz = sinb — sina
¢ exp expb—expa

2l 0<A<1l.Firze[l-A1+A]
konvergiert % = Y (1 —z)" gleichméBig, also

n>0
1ty
dz yn+1

1 = - = —1)" 1.

ogt+) = [ T =0 <
1 n>0

insbesondere:
log2 =) (—1)“n+_1 nach dem Abelschen Grenzwertsatz.

n>0

Bemerkung 3.1.11

o s £o fusf € Rla,b] # I(fa) = I(f)

Gegenbeispiel:

fn

3o

fn ﬁ 0,aber I(f,) = 1.
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Theorem (Arzela'-Osgood 2, ohne Beweis)
fn, [ € Rla,b],c >0 so dass

(1) fn = f

ptw.

(2) |fu| < c fiir allen >0
Dann ist im I(f,) = I(f).
Satz 3.1.12

f,9 € Rla,b] so dass {:1:|f(x) # g(x)} hdchstens abzihlbar.
Dann ist I(f) =T(g).

Beweis : h = |f —g|, {z|h(z)# 0} = {z0,21,...} paarweise verschieden.

by = k; h(zg) Xz, < 1|B]|
[1(f) —I(g9)| < I(|f — g]) = limI(h,) = 0. O

Satz 3.1.13 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
f>9 € Rla,b], g>0.
Dann gibt es ein c > 0, so dass

(1) inf f(z) <c< sup f(z)
z€[a,b] z€[a.b]

(2) I(f-g) = c-1(g)

Folgerung 3.1.14
Ist f stetig, so gibt es ein & € [a,b], so dass I(f) = f(&)(b — a).

EX: |sinz —siny| < |z — y
Insbesondere ist sin bzw. cos gleichméiBig stetig.

'Cesare Arzela (1847 - 1912), ital. Mathematiker
*William Fogg Osgood (1864 - 1943), amer. Mathematiker
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Definition 3.1.15

0 # I Intervall, f: T — R

(1) f konvezr & f(Az+ (1 — Ny) < Af(z)+ (1 —N)f(z)
fir alle z,y € I, X €[0,1].

(2) f konkav :& —f konvez.

Graph einer konvexen Funktion f:
fy) ¢

Af(@)+ (1 =) f(y)

f(x)

fz+ (1 -Ny)

x Az + (1= Ny y

Satz 3.1.16
f :[a,b] = R Regelfunktion,
x

F:la,b) > R, F(z):= [ f(t)dt.

(1) f>0=F /
(2) f /* = F konvez.



EX:

[1] exp konvex, log konkav

2] a1,..,an, >0
a; = logy;

Yar - an = exp Ly + ..+ yy) < Uhton

Beweis von 3.1.16:

(1) 2 <y: F(y) — Fla) = [ {(t)dt > 0.
2 z<dz+(1-Ny<y, z:=xz+(1—N)y.
Ef > 0.

F(z) = [f(t)dt
=\F(z)+ (1= NF(y)+ X[ ft)dt+ f

z
z

(1-
A Pt — (1= FF()dt < M(2) (2 —2) — (1= N ()

T

[HS]
a<b a,pB,7,0 €R, so dass

(1) A::det(: ?) =ad —yB#0
(2) =5 ¢ [a,b], falls 7 # 0.

Dann ist

0ila,l > R (o) = T

stetig und
streng monoton wachsend, falls A > 0, bzw.
streng monoton fallend, falls A < 0.

A) [ f(#)dt
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) = 0.

O



Beweis :

4 ’)’.CC—F(S

Az —y)
vy +6)(vy +9)°

dﬂZsz(

In [a,b] hat vz + § stets dasselbe Vorzeichen!

Theorem 3.1.17

@ wie im [HS], [A, B] = bildp, d.h.{A,B} = {p(a),p(b)},
f € R[A, B].

Dann ist

(1) fo € Rla,b]

©(b) b A
pla a

Beweis : yx + § # 0 fiir alle z € [a, D).
Da ¢ streng monoton ist, ist T'o ¢ € T'[a, b] fiir alle T € T[A, B,
1f 00— Topll=If ¢l
Ep &
M1, B2 - R[AaB] - R,

»(b) b
p(f) = (f) F)dy, p2(f) = [ f o) mrrzmde.

[
w1, o sind R-linear und positiv. Daher geniigt es zu zeigen, dass

p(xpar,B) = p2(xpar,5)

fiir alle [A', B'] C [4, B].
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Zu A < A" < B' < B gibt es 1-deutig bestimmte a < o’ < V' < b, so dass

A" =(d'), B = (V).
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Dann ist

p1(xar,pn) = B’ A'

H#2 X[A’ B f m—_HgfdJ?

p:ad=tg<ti <.<t,=1V, sodasstkﬂ—tk:b’;—a'.
Definiere Treppenfunktion
T, : [, V] = R,
(o) e 4 Gotor T E k)
e Ay +6)? z=1V.
Ty T (z—> ﬁ) auf [a/,b'], d.h.
b
f 7m+5)2dx = lim I(T,).
I(T,) — (B' = A") = Y iy (e = tr) = 3 (9(trsr) — o(t))
f=o (1t k=0
Wegen
Atg+1 — tk)
i — () =
Pllknt) = o) = G o)+ 0
ist daher
= 1
o roaqt . 3 i
|[I(Tx) — (B'— A")| < constZ(tkH te)” < constn.
k=0
O
T dt

Mit (p( ) = zy folgt L(zy) = L(x) + L(y)
Ausserdem ist L(z) <z — 1.

® L:Ry — R so dass

(1) L(z-y) = L(z) + L(y)
(2) L(z) <z —1

Dann ist L = log .
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Beweis : Wegen der Additivitat ist L(z%) = 2L(z), £e€Q
Wegen L(z) <z — 1 ist

n(l— %) g-L(é) = L) =nL (z7) <n (¥Vz-1),

also L(z) = log z. O




