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3.2 Elementare Funktionen: arctan

Satz 3.2.0 .
x — arctan(z) := f%g ist eine gleichmapfig stetige, streng monoton
0

wachsende Funktion auf R mit

konver <0
(1 arctan{ konkav x>0

>0 >0
(2) arctan{ 0 z=0
<0 z<0

[HS] f:[a,b] — R stetig, f > 0,I(f) =0.
Dann ist f = 0.

Insbesondere ist « — [ f(t)dt streng monoton wachsend, falls f > 0.

a

Theorem 3.2.1
a :=2 - arctan(l).

(1) arctan(z) + arctan(—z) = 0

(2) arctan(x) + arctan(%) =a-sign(z), z#0

(3) arctan(z) + arctan(y) = arcta,n(lz_t%), zy <1

Folgerung 3.2.2
zy >1

arctan(z) + arctan(y) = arctan(lwf;;/) + a(signz + signy).
Beweis :
(1): o(t) == —t
@) p(t) = 1
(3): zy <1, yfest, o(t):= lti——tlfy
- o(z) it
arctan({=2) = arctan(y) + I e
»(0)
O w _ % A r d
— — L A—
[ == o sy = [ 1he = arctan(z). O
(0) 0 0
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Folgerung 3.2.3

g2t
t = 1)t — 1
arctan Z( ) 1’ |z| <
n>0
Beweis : ﬁg‘ = > (=1)"¢*", |t| < 1, und Abelscher Grenzwertsatz. O
n>0
Satz 3.2.4
bild(arctan) = (—a, )

Beweis :

Ist x > 0, so ist 0 < arctan(z) < arctan(z) + arctan(%) = a, d.h.
arctan(R) C (—a,a), a>¢e>0.

Dann gibt es ein § > 0, so dass arctan(z) < ¢ fiir alle |z| < 0. Fir0 < z < ¢
ist dann arctan(2) > o — e. Nach dem ZWS ist daher

[a + e, — €] C bild(arctan) fur alle ¢ > 0.

Daraus folgt (—a, ) C bild(arctan). O

Die Additionstheoreme des cos und sin liefern fiir den tan

(1) tan(z + ) =tan(z), s ¢ Z- 7+ 5

tan(z)-tan
(2) tan(z +vy) = %

Denn aus 2 cos z siny = sin(z + y) + sin(y — x)
folgt 2cos ZsinZ =1 =cos? T +sin? %, d.h.

" V2

Satz 3.2.5
arctan o tan ‘(_%’g) = ld(—g,g)
Beweis :
(—one) ¥ (5.5 F RF (—a,0)

Die Komposition ¢ := arctan o tan oy hat folgende Eigenschaften:



(1) ¢ stetig, surjektiv, ungerade
(2) ¢(0) =0, »(3)=

(3) ¢z +y) = p(z) +o(y), =,y€I0,%).

(N]ie)
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Aus der Additivitét folgt p(z-§) = z-§ fiiralle0 <z < 1,d.h. ¢ =id_, )

Insbesondere ist tan ‘ (

tan(0) =0, tan(l) = Z.
SchlieBlich folgt aus

NE]

’

NE]

< arctan(y) <y, 0<y

1+ 92

. arctan
hm#:L Yn — 0, yp >0

n

und mit y, = tan 5=, z, >0
z 2a on T

1 =1im ?rwn:—-lim_Q‘fmn-coswn
t T e sin 52 2ce

dh a=7.

Folgerung 3.2.6

(1) % = arctan(1) = nZ>:0 %

(2) tanoarctan = idg.

) streng monoton wachsend, da



