Kapitel 4

Differenzierbare Funktionen

4.0 Lineare Approximation
26,/01/00

XCR TeR, f: X >R A€R

Definition 4.0.0 :

(1) T Hdufungspunkt von X & Es gibt eine Folge z, € X, z, # T, so
dass T, — T.

(2) A Grenzwert von f in dem Hdufungspunkt T < f(x,) — A fiir alle
Tn > T, Tp € X, T, #T.

Lemma 4.0.1 :
f: X = R hat in einem Hdaufungspunkt T von X hichstens einen Grenzwert
A.

Hat f in T den Grenzwert A, so schreibt man dafir auch

A=lim f(x).

T—T

Offenbar ist A =1lim f(z) genau dann, wenn die Funktion
T—T

i) - {f(:c) TH£T

A =1

stetig in x 1st.

EX: lim Stz — 1,

z—0 z
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Im folgenden sei ) # X C R, so dass jeder Punkt z € X Hiufungspunkt
von X ist. Offenbar hat jedes nicht-ausgeartete Intervall diese Eigenschaft,
ebenso wie Q und R \ @, nicht aber N oder Z.

Definition 4.0.2 :
TeEX, f: X =R

(1) f linear approximierbar in T (differenzierbar in T) :< Es gibt ein
AeR r: X - R, so dass

Di: f(z) = f(@) + A(z — T) + r(z)(z — T)
D2: r stetig in T, r(T) = 0.

(2) f differenzierbar: < f differenzierbar in allen T € X.

Lemma 4.0.3 :
Ist fin T € X linear approximierbar, so sind A und r 1-deutig bestimmd.

Beweis : Da T Haufungspunkt, gibt es eine Folge z,, € X, z, # T, ©, — T.
Aus (A — A*)(zp — Z) = (r*(xn) — 7(zn))(z, — T) folgt
A—A* =r*(zy) —r(zp) > 0,dh. A=A% r=r* O

Ist f in 7 linear approximierbar, so heifit die 1-deutig bestimmte reelle Zahl
A die Ableitung von f in T;

_ %

= 2@ =1@=A

Df(z):

Bemerkung 4.0.4 :
f linear approximierbar inT = f stetig in .

&+
2.Q.

EX:
[1] z — |z| linear approximierbar in allen T # 0; in T = 0 ist die Funktion
stetig, aber nicht linear approximierbar.

[2] Jede konstante Funktion f ist linear approximierbar, Df(z) = 0 fiir
alle 7.

8] n e Ny, z+— f(z) :=2z".

f ist in allen T € R linear approximierbar, und Df(Z) = n -z !
denn :

" =7"+n -7 Yz —T) +r(z)(z — T)
und

r(r) ="+ 7" 2+ ... 4 T2 2 4 2" —nz

28,/01/00
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Satz 4.0.5 :
firxe=>R 7TeX, AeR

dq
(2)  f linear approximierbar in T, Df(Z) = A.
(14)  Es gibt ein h: X — R, so dass

(1) h stetig in T, h(T) = A

(2) f(z) = f(Z) + h(z)(z — 7).

(19¢) lim M existiert und stimmt mit A dberein.
T—F T—Z
TH£T

Folgerung 4.0.6 :
xr

[ : [a,b] = R Regelfunktion, F(z) := [ f(t)dt, T € [a,b] so dass [ stetig in
a

Z. Dann ist F linear approzimierbar in T, DF (%) = f(T).
EX:

[1] exp’ = exp

[2] log'z =1

x
[3] sin’ = cos, cos’ = —sin

[4] arctan’ = ﬁ.

WARNUNG:

Es gibt stetige Funktionen, die in keinem Punkt differenzierbar sind:
a € Ny ungerade, 0 < b < 1sodassab>1+ %7‘(’,
z > f(z):= 3 bFcos(aFrz).
k>0
f stetig, ||f|| < 125, aber in keinem Punkt von R differenzierbar.
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Rechenregeln 4.0.7 :
f, g linear approzimierbar in T, A € R

(1) LINEARITAT
f*g, A f linear approzimierbar in T, D(f+g)(Z) = Df(T)+ Dg(T),
D(X-f)(@) = X- Df(z).

(2) PRODUKT-Regel
f-g linear approzimierbar in T, D(f-g)(z) = Df(z)-9(T)+f(T)-Dg(T).

(3) QUOTIENTEN-Regel
Ist g(z) # 0 fir alle x € X, so ist 5 linear approximierbar in T,

D(g) (7) = Df(i)'g(fg(—%;(iwg(f) ]

EX:
- k L k
1] p(z) = ao + > arz®, Dp(x) =Y kagx*~L.

[2] tan = S0 Dtan = L.

cos’

Exemplarischer Beweis der QR: (B f = 1.
g(z) = g(T) + h(z)(z — T), h stetig in Z, h(T) = Dg(T)

11 g(z)—g(@
g(z) g(7) g(z) - g(T)
= H(z)(z — 7)
mit H(z) = —g(z)(f;)(i). H stetig in Z, H(Z) = _1!;’(95(58_2)_ -

Satz 4.0.8 (Kettenregel):

f: X = R linear approzimierbar in T,

g:Y — R linear approximierbar in v,

so dass f(X) CY, f(T)=7.

Dann ist gof linear approzimierbar in T und D(go f)(Z) = Dg(f(Z))-Df ().

EX: a > 0, f(z) = a”®, h differenzierbar.
Df(Z) = D(expo(loga)h)(Z) = loga - Dh(T) - a"®).
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Beweis der Kettenregel:

f(z) = f(Z) + h(z)(z — T), h stetig in Z, h(Z) = Df(T),

9(y) = 9(¥) + H(y)(y — y), H stetig in y, H(z) = Dg(y).

gof(z)=go f(@)+ H(f(z))h(z)(z —T).

z — H(f(z))h(z) stetig in 7, H(f (7)) - h(T) = Dg(f(Z)) - Df(7) O

Folgerung 4.0.9 :
f: X =Y bijektiv, T € X so dass

(1) Jeder Punkt von X bzw. Y ist Hiufungspunkt von X bzw. Y,

(2) flinear approzimierbar in T, Df(T) # 0,

(3) f~1 stetig in 7 := f(T).

Dann ist £~ linear approzimierbar iny und D(f~1)(y) = DI

EX: D(arctan)(y) = -——— = cos’? z = cos>(arctan y) =

_ 1
~ Dtan(x) 1+y2 -

WARNUNG:

f differenzierbar A f~! differenzierbar:

2.Q.
f(z) = 23 differenzierbar, aber f~!(y) = ¢y nicht differenzierbar in
7 =0, wobei /y := —+/|y| fiir y <O0.

Beweis : Ist f~! linear approximierbar in 7 so ist

1= D(id)(z) = D(f~' o f)(@) = Df~'(f (7)) - Df ().
f(z) — f(®) = h(z)(z — T), h stetig in T, h(z) = Df(T).
Da f injektiv, ist h(z) # 0 fir alle z # T.

Tl ) — 7@ =2 -7 = oy (W —0), Y #7

<

1
S y —
y Hy) == 4§ 29
{ hOf‘ll(y) y#

ist stetig in y = 7. O
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Definition 4.0.10 : 29/01/00
TeXCR f:z—-R

(1) T innerer Punkt von X :& FEs gibt ein offenes Intervall I, so dass
zelCX.

(2) f hat ein lokales Mazimum bzw. Minimum in T :< Es gibt ein offenes
Intervall J, so dass T € J C X und f(z) < f(Z) bzw. f(T) < f(z) fir
alle z € J.

Satz 4.0.11 :
TeX LR linear approzimierbar in T, Df(T) > 0.
Dann gibt es ein 6 > 0, so dass

(1) f(z) > f(ZT), z € XN (T, T+ 0)

(2) f(z) < f(@), z€ XN (T -6,7)

Folgerung 4.0.12 :
Ist T € X innerer Punkt und f ein lokales Extremum in T, so ist D f(T) = 0.

WARNUNG:

Das Verschwinden der Ableitung in einem inneren Punkt garantiert
nicht, dass dort ein lokales Extremum vorliegt.
Gegenbeispiel: = — 23, 7 = 0.

Folgerung 4.0.13 :

f :la,b] = R stetig, f|(a, b) linear approzimierbar,

Z, T € [a,b] so dass f(z) < f(z) < f(T) fir alle z € [a,b)].

Dann gilt z, T € {a,b}U{z € (a,b) | Df(z) = 0}, d.h. z, T sind Randpunkte
des Intervalls oder Nullstellen der Ableitung.

Theorem 4.0.14 (Satz von der Rolle')
a<b, f:la,b] =R stetig, f‘(a, b) linear approzimierbar, f(a) = f(b).
Dann gibt es ein & € (a,b), so dass Df(€) = 0.

Folgerung 4.0.15 :
f,g : [a,b] = R stetig, f,qg linear approzimierbar in (a,b), Dg(z) # 0 fir
alle z € (a,b). Dann gibt es ein € € (a,b), so dass

£~ fla) _ £1(€)
g9(b) —g(a)  ¢'(¢)
Insbesondere: f®) — f(a) = f'(€)(b—a).

Michel Rolle (1652 - 1719), franz. Mathematiker
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Beweis : Rolle: g(b) — g(a) # 0. Wende Rolle an auf

z+— F(z) = f(z) —

Folgerung 4.0.16 :
0 #£1 C R Intervall, f : I — R stetig, so dass f linear approzimierbar in
allen inneren Punkten von I

aq
@ f/
(i) Df > 0.

Zusatz: Ist Df > 0, so ist f streng monoton steigend.

Beweis :

(1) = (13) : v

(#3) = (4) : Sonst gibt es [z,y] C I,z < y, sodass f(z) > f(y), also ¢ € (z,y)
mit f(y) — f(z) = Df(c)(y —z) <0, d-h. Df(c) <0.

Ist f(z) = f(y) fur [z,y] C I, z < y, so ist nach Rolle Df(c) = 0 fiir ein
z<c<y. O

Theorem 4.0.17 (MWS)

a <b, AC [a,b] hichstens abzihlbar,

g, [ :[a,b] = R stetig,

g, f linear approzimierbar in [a,b] \ A, so dass

|Df(z)| < Dg(x) fir alle x & A.

Dann ist | f(b) — f(a)| < g(b) — g(a).

Folgerung 4.0.18 :

agq
(i) f konstant

(i) Df(x) =0 fir alle z & A.
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Folgerung 4.0.19 :

f: 1 — R linear approximierbar, A € R
aq
(i) Df=A-f
(ii) f(z) = (@) -exp(ANz —7)), T€EI

Beweis des MWS:
Es geniigt Folgendes zu zeigen: Fiir alle € > 0 ist

|f(b) = fla)| < g(b) —g(a) +e(b—a+2).
N — A, n+—— x,, Surjektion.

Fir alle a <z < 7 ist
(@) - f(a)] < g(z) — g(a) + ez —a) +¢ ¥ 27 }

Tn<T

M = {7’ € [a, b]

Da a € M, existiert T := sup M, a <7 <b.
Auflerdem: T € M,

£ (z) — f(a)|

IN

9(T) —g(a) +e(T —a)+¢ 272*"

9(T) —g(a) + (T —a+2).

AN

1. Fal T & A :

f(z) = f(@) = h(z)(z —T)

g9(z) —g(T) = H(z)(z — T), h, H stetig in T,
|h(z)| = |Df(T)| < Dg(7) = H(T).

Daher gibt es ein § > 0, so dass

|h(z)| < H(z) + ¢ fiir alle z € [a,b] N [Z,Z + 6]
Seiy € [a,b]N(Z,Z+ 0] und T <z < y.

[f(z) = fla)] < |f(z) = F@)|+[f(®) - f(a)l
< g(z) —g(a) +e(z —a)+¢ Z 27"

Tn<T

g(z) —g(a) +e(z —a) +¢ Z 27"

Tn<T

INA

d.h. y € M, ein Widerspruch.
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2. Fall: 7 = z,, € A:
Da f, g stetig, gibt es ein § > 0, so dass

(@) = F@], lgla) - 9@)| < 5-27™,

insbesondere .
9(z) — 52 "< g().

Seiz <z <y, y€labnN(Z,T+9)

If(z) — f(a)] < Zg-m +9(T) —gla) + (T —a) +¢ Z 2 "

2 ‘
< €274+ g(z) —gla) +e(xz—a)+e¢ 2_2_"
< g(z) —gla) +e(x—a)+e ) e,

Tn<T

d.h. y € M, erneut ein Widerspruch. O



